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1 Uvod

Nez se pustime do hlavniho vykladu, je vhodné ¢tenare nejprve seznamit s cili a smys-
lem tohoto kurzu, resp. studijniho textu.

1.1 Nastrahy prvniho roc¢niku a jak na né

Pro fadu studentt stiednich skol byva pfechod na vysokou skolu problematicky. Zejména
v prvnich ro¢nicich lze na vysokych skolach dlouhodobé sledovat zvysenou studijni
neuspésnost. Jeji pfi¢iny jsou mnohé a na tomto misté tuto tématiku nebudeme do
hloubky rozebirat (od toho zde jsou odborné publikace, viz napt. [6]). Tento text se
snazi budouci studenty prvniho ro¢niku pfipravit na to, co je ¢eka (nejen) v matema-
tickych predmétech a pomoci jim tak prekonat nastrahy prvniho ro¢niku.

Autorova zkugenost s mnohaletou vyukou v prvnim roéniku FIT CVUT ukazuje na
nasledujici dva nejzasadnéjsi problémy, které musi studenti ¢asto prekonavat.

Problém dér v zakladnich znalostech

Jednim z celti stredoskolské matematiky je dat studentiim nutny spolecny zaklad zna-
losti, na kterém se da dale stavét. Bohuzel se ukazuje (na katedfe mame velké mnozstvi
dikazniho materialu), Ze tyto zaklady jsou u nékterych studentt pomérné déravé a pii
dalsim zatiZeni se zhrouti. Uvededme dva konkrétni priklady ilustrujici tento problém.

V prvnim semestru se budeme mimo jiné zabyvat pojmem ,sloZitosti algoritma®.
Nékteré algoritmy maji tfeba ,logaritmickou slozitost“. Béhem studia této latky ne-
muZeme ztracet ¢as lamanim si hlavy nad tim, co to je ten ,logaritmus®. Tuto funkci
bychom jiz méli davérné znat. To, nad ¢im si mame lamat hlavu, je koncept ,slozitosti®
samotny.

Podobneé nelze pfi pocitani (libovolnych) priklad bojovat s tim, jak se scitaji zlomky,
nebo délat fatalni chyby v algebraickych upravach, ¢i zcela zkolabovat pii jakémkoliv
vyskytu trigonometrickych funkci. Tyto zaklady je nutné ovladat a v BI-ZMA' sku-
te¢né predpokladame, ze je studenti ovladaji.

Jednou z motivaci pro vznik tohoto textu je proto pravé shrnuti téchto zakladi.
Pripravny kurz matematiky z tohoto divodu probiha jesté pred zacatkem semestru.
Studenttim silné doporucujeme tento text (a cely kurz) projit a konfrontovat s nim své
znalosti.

1Z4aklady matematické analyzy, povinny predmét prvniho semestru.
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Problém zmény pristupu

Druhy problém je skrytéjsiho charakteru a studentim casto trva déle, nez si ho uvé-
domi (pokud viibec). Stfedoskolska matematika se v dnesni dobé z raznych divoda
soustifeduje vice na pocitani piikladt a opakovani postupti. Casto je tato ¢innost su-
gestivné oznacovana jako ,praxe®, i kdyz se skute¢nym praktickym pouzitim matema-
tiky nema zas tolik spole¢ného”. Podrobnéji se touto problematikou budeme zabyvat
v kapitole ¢. 2.

Ve vysokoskolské matematice se do popredi vice dostane to, co se na stfedni $kole
oznacuje jako ,teorie®, pfipadné obavané ,dukazy“. Vlastné se ¢lovék musi vice vratit
do svych détskych let, kdy tak rad jesté pouzival slovicko ,pro¢“. Pro¢ uvedeny postup
vypoctu funguje? Proc je toto tvrzeni pravdivé?

Jednim z hlavnich pfinost matematiky je zptsob jakym se sama buduje. Nejprve
se jasné definuji potiebné pojmy a nasledné se kriticky zkoumaji jejich vztahy a vlast-
nosti. Platnost matematickych tvrzeni je odvozena od logickych zakont, ne od vnéjsi
autority (napf. uCitele). Pravé tento zptsob uvazovani (tj. ne poc¢itani konkrétnich pfi-
kladu!) ptispélo k rozmachu védy a technologie béhem védecké revoluce. Samoziejmé
déale existuji konkrétni praktické ,aplikace“ matematickych teorii v reAlném svété (napf.
teorie ¢isel v sifrovani komunikace mezi PC (RSA), teorie matematické optimalizace ve
strojovém uceni a planovani, Fourierova analyza a wavelety v kompresi (MP3, JPEG,
atd.), atp.).

Co to znamena pro milého Ctenare? Zejména to, ze v BI-ZMA a dalsich predmé-
tech je dulezité védét proc¢ se dany priklad pocita tak jak se pocita. Pochopeni tohoto
zpusobu uvazovani mu mize vyznamneé zjednodusit osvojeni si latky. Novych pojma
a tvrzeni muze byt na prvni pohled mnoho, pokud je ¢lovék vnima jednotlivé, pocho-
peni vztahi a souvislosti mezi nimi vsak vyznamné snizuje obtiznost osvojeni si dané
latky:.

1.2 Obsah kurzu a pouzité konvence

Jak jiz bylo feceno, tento text slouzi k pfipomenuti zdkladnich pojmi a vysledka stre-
doskolské matematiky, které by studenti predmétu Zaklady matematické analyzy (BI-
ZMA) méli jiz dobre znat a ovladat. Zde vykladana latka se navic castecné kryje s prvni
uvodni prednaskou BI-ZMA. Piedmét Pripravny kurz matematiky (BI-PKM) probiha
elektronickou formou pfed za¢atkem zimniho semestru akademického roku 2020/2021.

Text je rozdélen do nékolika kapitol sdruzujicich tematicky podobnou problema-
tiku. Uelem textu neni systematicky vyklad stiedoskolského uciva, ale jeho piipo-
menuti, zdiraznéni nékterych dulezitych souvislosti, ¢i vyloZeni latky z nového thlu
pohledu. Z tohoto divodu na sebe rizné kapitoly a jejich ¢asti nemusi plynule logicky
navazovat.

Po téchto uvodnich odstavcich se budeme v druhé kapitole zabyvat vyznamem
ditkazii a celkovym matematickym pfistupem k feseni problému. V treti kapitole pro-
bereme zvyklosti tykajici se matematického znaceni a vlastnosti mnozinovych ¢i ¢isel-

’Thned ale druhym dechem dodavame, Ze toto pocitani piikladi je dileZité, ale to z toho ditvodu,
aby si student osahal praci se zakladnimi matematickymi objekty.
3Zamérné vybér piikladit omezujeme na oblast IT.
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nych operaci. Ctvrta kapitola pak piedstavi struény piehled tzv. elementarnich funkci,
zejména polynomu, racionalnich lomenych funkci, trigonometrickych funkei, expo-
nencialnich a logaritmickych funkei. Posledni kapitola shrnuje zakladni zptisoby po-
pisu nékterych rovinnych utvartt pomoci analytické geometrie.

Konvence pouzité v textu

Nyni jesté shrneme nékteré konvence pouzivané v tomto textu. Pro ¢tenarovo pohodli
je text doplnén seznamem pouzitych symbolt. Na samém konci dokumentu je pak uve-
den i relativné podrobny rejstiik pojmi a nékolik odkazi na pouzité zdroje ¢i zajimavé
publikace.

Vyznamné rovnice v tomto dokumentu jsou ¢islovany v ramci kapitol. Rovnice (3.5)
je patou ¢islovanou rovnici ve tieti kapitole. Stejny zptsob ¢islovani pouzivame i v pri-
padé obrazka a tabulek. Obrazkem 1.3 je tedy myslen tfeti obrazek v prvni kapitole.
Pouze odkazy na rovnice jsou tradi¢né oznaceny kulatymi zavorkami. V elektronické
verzi dokumentu jsou tyto odkazy aktivni. Pfi psani desetinnych mist pouzivame dese-
tinnou tecku misto desetinné ¢arky. Tim se sice odchylujeme od ¢eské konvence, ale je
vysoce pravdépodobné, Ze ¢tenaf pfi svém budoucim styku s programovacimi jazyky
bude pozivat desetinnou tecku misto ¢arky.

Externi odkazy jsou v tomto dokumentu oznaceny modrou barvou, interni pak
barvou cervenou. Text je doplnén mnozstvim otazek nad kterymi by se mél ¢tenar
alespon na chvili zastavit a zamyslet. Odpovédi na tyto otazky lze nalézt na konci
dokumentu. Otazky jsou ¢islovany prubézné v celém dokumentu.

Podékovani

R4d bych na tomto misté podékoval doc. Ing. Stépanu Starostovi, Ph.D., Mgr. Janu
Starému, Ph.D., Ing. Danielu Vasatovi, Ph.D. a Mgr. Lence Novakové za pripominky
a naméty. Pokud laskavy ¢tenar v nasledujicich radcich odhali chyby nebo narazi na
nejasnosti, mize vzdy kontaktovat autora tohoto dokumentu, nejlépe pomoci emailu,
nebo pomoci issue trackeru.
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2 Matematika neni jen pocitani

If people do not believe that mathematics is simple, it is only because they do
not realize how complicated life is.

John von Neumann

Po prichodu stfedni skolou na fadé studentd ulpiva nazor, Ze matematika neni nic ji-
ného nez sada vypocetnich postupti (algoritmu). Tato piedstava je vsak pomérné vzda-
lena od skutec¢nosti. Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenare s realistictéjsim pohledem
na veéc.

2.1 Pocitani a abstrakce

Matematika dala svétu fadu algoritmi, vypocetnich postupt, které lze vzit a pfimo
pouzit na konkrétni, ¢asto velmi tizce zaméreny, problém. Za vsechny uvedme tfeba
rychlou Fourierovu transformaci (FFT, uplatnéni pii zpracovani signalu, napf. v mp3
formatu), Simplexovy algoritmus (uplatnéni v algoritmech strojového uceni a opti-
maliza¢nich ulohach), nebo kryptosystémy jako napf. RSA zalozené na teorii ¢isel, ¢i
kryptosystémy zalozené na eliptickych krivkach (ECC), atd. Dalsi zajimavé priklady
algoritmt muize ¢tenaf nalézt v ¢lanku [2].

Otazkou ovsem je, jestli lze pfi studiu IT matematiku zredukovat pouze na tento jeji
vypocetni aspekt, tak jak se zpravidla déje na stfednich skolach. Nejen dle autora to-
hoto textu neni vhodné takovouto kastraci vysokoskolské matematiky provadét hned
z nékolika divodl. Pokusme se na tomto misté zminit alespon ty nejdlezitéjsi.

Matematika je velmi tizce spjata s tzv. védeckou metodou poznani, o které lze bez
velkého piehanéni prohlasit, Ze tvoii zaklad nasi civilizace. Castym lidskym cilem je
hledani hlubsiho porozuméni svéta a feseni riznych problémut. Matematika v této ¢in-
nosti nehraje roli pouhého pocetni stroje. Nejprve je nutné problém analyzovat, ro-
zebrat ho na casti a zkoumat jejich vztahy a chovani. Typicky dojde k vytvoreni ma-
tematického modelu, ktery (vice ¢i méné) dobfe vystihuje nas problém. Nasledné se
v ramci tohoto abstraktniho modelu snazime dobrat k zavériim a poznani ptivodniho
problému.

Podobné abstraktné l1ze (a velmi Casto se tak déje) uvazovat nad programovanim,
tedy tvorbou programu resicich zadany problém. Typicky je programator postaven
pred realny problém, ktery nejprve musi analyzovat a popsat. Navrhnout jeho feseni,
rozmyslet si jak o problému uvazovat (vytvofit naptiklad podrobny objektovy ¢i data-
bazovy model). Nasledné se pusti do implementace, feseni. Bez dobrého navrhu zalo-
zeného na porozuméni problému je nepravdépodobné, zZe by jeho feseni bylo kvalitni.
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K tomu jak program logicky strukturovat — jak abstraktné uvazovat nad jednotli-
vymi ¢astmi kodu - slouzi nékolik programovacich paradigmat, napriklad

proceduréalni (napt. C, Fortran),

objektové (C++),

funkcionalni (Lisp, Haskell),

logické (Prolog).

Neni nahodou, Ze posledni tfi uvedena paradigmata jsou Uzce inspirovana matema-
tickym zptiisobem mysleni. Cilem téchto snazeni je vnést do feseni daného problému
rad a zlepsit jeho pochopeni. Vyse uvedena paradigmata piedstavuji rizné abstraktni
zpusoby jak o modelech a algoritmech uvazovat a premyslet.

Dale je dobré si uvédomit, ze nékteré praktické ulohy nemaji efektivni feseni. To
miize byt pro studenty cerstvé prichazejici ze stiednich skol maly $ok. Skolni priklady
jsou ale hodné specialni druh problému casto vybranych pravé tak, aby mély hezké
reSeni. Neexistence efektivniho feSeni znamena neexistenci vhodného algoritmu, ktery
by danou dlohu efektivné fesil. Opét lehce piekvapivé, tento fakt nemusi byt vzdy na
skodu, ba naopak miize mit dobré vyuziti, naptiklad v pocitacové bezpecnosti.
Priklad 2.1: Uvazme napftiklad ulohu rozhodnout o pfirozeném ¢isle n zda-li je prvo-
¢islem ¢i sloZzenym cislem. MiiZeme se snazit hledat faktory (netrivialni délitele) ¢isla
n, to je ale tézka uloha. Na druhou stranu lze efektivné rozhodnout o neprvociselnosti
¢isla n aniz bychom jeho faktory znali. Na tomto pozorovani je zaloZen vyse zminény
kryptosystém RSA.

Na zavér této abstraktnéji ladéné casti textu si dovolme jesté jednu poznamku. Ab-
solvent vysoké skoly by mél zejména umét premyslet o tom, co a jak déla. Prace, kterou
lze automatizovat, byla, je a bude provadéna nemyslicimi roboty. Dale by mél mit chut
se ucit a poznavat nové véci. U studentt IT toto plati nékolikanasobné. Nikdy nevite,
pred jaky problém budete v budoucnu postaveni, ani nevite, kam se za dobu vaseho
studia posunou v oboru pouzivané technologie a nastroje. Matematika, jakozto syste-
maticky a logicky zptsob uvazovani, vam v tomto snazeni muze jen pomoci. Navic je
matematika krasna.

2.2 Struktura matematického textu

Pojdme se nyni v nékolika odstavcich podivat, jakym zpisobem jsou strukturované
tyto a dalsi materialy, na které béhem studia jisté jesté narazite. Matematicky text byva
zpravidla rozdéleny do definic, vét a diikazl. Cilem tohoto opatfeni je zpfehlednéni a
zdliraznéni logické struktury textu. Ctenaf ¢asto narazi na nasledujici typy prostredi:

« Definice: Na tomto misté se zavadéji (definuji) nové pojmy. Ve vice neformalnim
vykladu mohou byt nové pojmy zavedeny i pfimo v textu (toho ¢asto vyuzivame
i v téchto poznamkach). Smyslem definice je jednoznacné ukotvit (definovat)
pojem. Autor definice si se ¢tenafem domlouva co si pod danym pojmem ma od
toho okamziku predstavovat. To je velmi dilezité. Bez jasné definovanych pojmu
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hrozi nebezpedi, ze se dva lidé nebudou moci shodnout, protoze kazdy mluvi o
nécem jiném, ale oba pro to pouZzivaji stejny nazev.

« Véta: DulezZité tvrzeni, které si zaslouzi ¢éiselné oznaceni v textu, ¢i dokonce
jméno po svych autorech.

« Dukaz: Prostfedi obsahujici dikaz predchazejiciho tvrzeni (lemmatu, véty, da-
sledku). Ponévadz je typicky delsi nez formulace véty, byva jeho konec ozna-
¢en symbolem pro konec* ditkazu. V BI-ZMA pouzivame Halmostv symbol na-
hrobku [J. Ctenaf také miize ¢asto narazit na zkratku Q.E.D. pochazejici z la-
tinského quod erat demonstrandum (,coz bylo dokéazati“). O duikazech se ¢tenaf
podrobnéji docte v sekei 2.3.

Dale se 1ze setkat jesté s nasledujicimi:

« Lemma’: Pomocné tvrzeni, které samo o sobé nema $irsi uplatnéni®, ale pouzije
se v diikazu nékteré z bezprostiedné nasledujicich vét.

+ Dusledek: Tvrzeni velmi pfimocare plynouci z predeslych vét, preformulovani
predchozich vét do jiného kontextu. Typicky s velmi jednoduchym dukazem
(prakticky jen pfimocaré pouziti - tedy aplikace — predeslych vét).

Poznamka 2.2: Na tomto misté si dovolim jednu kratkou poznamku o ¢astém stu-
dentském nesvaru. Posledni dobou se opakované setkavam s pozoruhodnym slovnim
spojenim ,definovat vétu“. To ukazuje na fundamentalni nepochopeni ze strany uziva-
teltr tohoto nesmyslného dvouslovi. Dotyéni pravdépodobné slovo ,definovat® mylné
chéapou ve smyslu ,doslovné opsat®. ,Definovat vétu® z principu nelze. MuzZete defino-
vat pojem a poté vyslovit jisté tvrzeni o tomto pojmu, tedy vétu. Tu ale musite dokazat,
ovérit zda plati. Tvrzeni v matematice nastésti nelze definovat.

Ctenafi miize byt bliz§i notace pomoci XML jazyka. Strukturu matematického textu
si 1ze pak predstavovat tfeba nasledovné:

<definice>

</definice>

<veta>

</veta>

<dukaz>

</dukaz>

Ocividné, prezentovat ¢tenafi text timto zpisobem by bylo typograficky ztiesténé. Je

ovsem vhodné podotknout, Ze zdrojovy LaTeX kod tohoto dokumentu praveé tento pri-
stup vyuziva.

“Predstavte si ukonéovaci XML tag.

SLemma je rodu stfedniho.

SVyjimky potvrzuji pravidlo, napiiklad zndmé ,Rieszovo lemma“ nebo ,Riemann-Lebesgueovo
lemma®, jsou velmi dilezité samy o sobé, ale pfesto nadale nesou oznaleni ,Jemma®. Je tomu tak z
historickych davodu. Tato tvrzeni byla v pivodnich ¢lancich pouzita jako lemmata, ale pozdéji se vyu-
zila i v Fe$eni dalsich problému.
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Vétsina matematickych textd samozfejmé neni slozena pouze z vyse uvedenych
dilkti. K pohodli ¢tenate jsou casto uvadény i dopliujici komentare, ptiklady ¢i dia-
gramy, vysvétlujici dalsi kontext tykajici se probirané tématiky.

S timto strukturovanym pristupem k psani se lze setkat nejen v matematice, ale i v
dalsi technické a odborné literatute. Z oblasti IT zminme napfiklad zanr dokumentace,
¢i specifikace standardu, kde se klade velky diiraz na logickou strukturu textu.

2.3 Co je to dukaz?

Slovicko diikaz vyvolava v fadé studentt iracionalni odpor. V této kapitole se bu-
deme snazit jeho povést ocistit. Dikaz neni nic jiného nez logicky argument zajistujici
platnost daného tvrzeni. Je to odpovéd na zvidavou otazku ,proc¢?”“ V této kapitole se
pokusime nastinit vyznam tohoto pojmu v $irsich souvislostech a ukazeme si nékteré
jednoduché standardni dukazy.

Studenti na nasi fakultu Casto prichazeji s nazorem, ze dikazy pfeci nejsou po-
tfeba, ze staci znat pouze tvrzeni vét. To je vSak velmi kratkozraky pfistup zejména z
nasledujicich davodu.

« Jak jiz bylo feceno, ditkaz neni nic jiného nez logicky argument. Vychazi se z
predpokladii a logickymi kroky se dochazi k zavérim. Studium dikazu proto
zlepsuje nejen znalost zkoumanych objektt, ale i argumentacni a vyjadiovaci
schopnosti. Rozviji uméni jednozna¢né popsat a vyjadrit myslenku.

« Dukaz studentovi odhaluje, pro¢ dané tvrzeni plati. Je pak snadnéjsi zapamatovat
si i dané tvrzeni (napf. jeho predpoklady). Bez studia diikazt student pfichazi o
chapani souvislosti a uchyluje se k uceni vét zpaméti (coz pro néj neni nijak
obohacujici’ ani zvladnutelné).

. Rada diikazii, zejména tzv. konstruktivnich, dava piimo k dispozici navod (algo-
ritmus) na feSeni daného problému.

« O spravnosti dikazu, resp. pravdivosti dokazovaného tvrzeni, nerozhoduje nad-
fazena autorita (ucitel, profesor, guru) ale jen a pouze logika. Je-li tvrzeni doka-
zano, je dokazano navzdy. Tato absolutnost matematiky je krasna. Pythagorova
véta plati v Euklidovské geometrii navzdy a nikdo na tom uz nic nezméni.

« Stara a pravdiva anektoda fika, ze matematika bez dilkazd je jako fotbal bez
mice. Diikaz, resp. ¢inéni zavért podle logickych pravidel, je skutecné ustfednim
objektem, bez kterého by celé snazeni nemélo smysl — nevédéli bychom co je a
co neni pravda.

Zkratka matematika bez dikazti nedava prilis smysl!

2.4 Ukazka nékolika dukazu

V této sekci si ukazeme nékolik jednoduchych dikazti znamych a dilezitych tvrzeni.
S dalsimi dtkazy se ¢tenatr bude moci seznamit v dalsich kapitolach tohoto textu. V

"Vyjma tréninku paméti.
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kapitole 3.6 budeme toto uméni dale procvic¢ovat pti dokazovani nékolika souctovych
formulek.

Nez se pustime do naseho prvniho dikazu je potfeba si osvézit nékolik pojmd,
které se v dokazovaném tvrzeni budou objevovat. Pfipomenme si nejprve pojmy raci-
onalniho a iracionalniho redlného Cisla®.

Definice 2.3: Realné ¢islo z, které je podilem dvou celych ¢isel, nazyvame racionalni.
Realné ¢islo, které neni racionalni, nazyvame iracionalni.

Dale pripomenme pojmy soudélnosti a nesoudélnosti celych ¢isel.
Definice 2.4: Cela ¢isla m a n nazyvame soudélna, pravé kdyz maji spole¢ného déli-
tele vétsiho nez 1. Pokud cela ¢isla m a n nejsou soudélna, nazyvame je nesoudélna.
Otazka 1: Ktera z nasledujicich ¢isel jsou racionalni a ktera iracionalni? Pro¢?
™3 . 7T .7
—, —, sin —, sin —.
27 4 4’ 6
Otazka 2: Které z nasledujicich dvojic ¢isel jsou soudélné a které nesoudélné? Pro¢?

1. 7a 6330079,

2. \/§ a2,
3. 5192311 a 36551

Dukaz sporem

Nasledujici vétu dokazeme pomoci tzv. sporu. Myslenka dikazu sporem je jednodu-
cha. Jeden z logickych axiomu fika, Ze kazdé tvrzeni 1" je bud pravdivé, nebo neprav-
divé. Ukazeme-li, Ze logicky opak (negace) tvrzeni 7" je nepravdivy, pak je ptvodni
tvrzeni pravdivé.

Véta 2.5: Cislo odmocnina ze 2 je iracionalni.

Diikaz iracionality \/2. Piedpokladejme opak, tedy Ze v/2 je racionalni. Protoze se na-
vic jedna o kladné ¢islo, existuji dle definice racionality dvé pfirozena a nesoudélna
cela ¢isla p a ¢ spliujici

NG

SHES

Odtud ale plyne’ rovnost

[

2="20 @l 207 = pP

'le'B

Vidime, Ze p je sudé (jinak bychom méli rovnost sudého a lichého cisla, coz je ne-
mozné), tedy'’ p = 2k, kde k je pfirozené. Dosazenim do rovnice vyse a po vydéleni

8Pozor, v BI-ZMA si ukaZeme, Ze tato definice neni zcela korektni. Aby byla, museli bychom nejprve
fici, co je to mnozina realnych ¢isel. Tu nelze definovat jako mnozinu vSech racionalnich a iracionalnich
Cisel, tim bychom se dostali do pasti kruhové argumentace. V tento okamzik se s ni jesté spokojime,
stejné jako jste ¢inili doposud.

Pokud a = b, potom a? = b>.

19Tato rovnost vyjadtuje sudost ¢&isla p.
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Obrazek 2.1: Schéma ditkazu matematickou indukci. Misto abychom dokazali vsechna
T,,n=1,2,... dokdzeme T a indukéni krok, tj. tvrzeni T,, = T}, (Cervené sipky).

obou stran ¢islem 2 dostavame rovnost ¢> = 2k?. PouZijeme-li stejny argument znovu,
dostavame nutné, Ze i ¢ je sudé. Cisla p i ¢ jsou soudélna (obé délitelna ¢islem 2). Ta-
kovato situace ale nemiize nastat. Predpokladali jsme totiz nesoudélnost p a ¢, a tim
jsme dospéli ke sporu. [

Shrime si tedy jesté jednou princip ditkazu sporem. Chceme se presvédcit o prav-
divosti jistého tvrzeni T (tj. chceme ho dokazat). Ukazeme, ze logicky opak (negace)
tvrzeni 7" neplati. Tim padem nutné plati 7'.

Dukaz matematikou indukci

Dale si ukazeme ditkaz matematickou indukeci. Tento typ dikazu se ¢asto pouziva v
ptipadé, Ze mame nekoneéné mnoho tvrzeni o¢islovanych pfirozenymi indexy'’, tedy
naptiklad 71, 15, T3, . . . Dukaz se provede ve dvou krocich:

1. dokaz prvni tvrzeni, zde 71,
2. pro libovolné pfirozené n dokaz tzv. indukéni krok: pokud plati 7}, pak plati 7}, ;.

Grafické znazornéni tohoto postupu je na obrazku 2.1. Indukénimu kroku odpovidaji
cervené Sipky. Prvni bod, diikaz 77, je naznacen modrou barvou.

Matematickou indukci lze pfirovnat k bourani hada sestaveného z dominovych
kostek. Kazda kostka domina pfedstavuje ,vyrok” a muze se nachazet ve dvou stavech.
Kostka miize byt stojici, nebo spadla (podobné vyrok mtize byt pravdivy, nebo neprav-
divy). Pokud chceme zjistit, jestli nami sestaveny dominovy had cely spadl, mame dvé
moznosti. Mizeme zkontrolovat kazdou z kostek a zjistit, jestli spadla’*. Druhou moz-
nosti je zkontrolovat tyto skutecnosti:

« prvni kostka spadla,

« dvé sousedni kostky jsou umistény v takové vzdalenosti, ze pokud spadne prvni
(ta blize prvni kostce), pak spadne i jeji soused (analog indukéniho kroku).

Potom automaticky vime, ze spadly vsechny kostky. Zdiraznéme, podstatny rozdil v
téchto pristupech. Druhy zpusob (tj. matematicka indukce) kontroluje stav pouze prvni
kostky, u ostatnich se nediva jestli stoji nebo ne, pouze jsou-li u sebe dostatecné blizko.
Ukazme si dikaz pomoci matematické indukce na tzv. binomické vété. V tvrzeni
véty pouzivame zkraceny zapis souctu, tzv. sumacni notaci, o které se ¢tenat muze
podrobnéji dozvédét v sekcei 3.6. O kombinacnich ¢islech se zminime v sekci 3.7.

"Konkrétni zptsob o¢islovani neni podstatny, stejné tak neni podstatné, od jakého &isla za¢iname.
Pouze predpokladame tzv. spocetnost: tvrzeni musi byt alespont mozné precislovat pfirozenymi ¢isly.
12To by odpovidalo faktickému dtikazu vsech tvrzeni.
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Véta 2.6 (Binomicka): Pro realna ¢isla a a b a celé nezaporné ¢islo n, tj. proa,b € Ra

n € Ny, plati rovnost
(a+b)" =) (Z) af ot (2.1)

k=0

Diikaz binomické véty matematickou indukci. Ovéfme, ze zkoumana rovnost plati pro
prvni uvazované n, tj. pro n = 0. Leva strana (2.1) je rovna (a + b)? = 1 a pro pravou
stranu téze rovnosti plati

2L /0
> (k>ak60k:1-1«1 = 1.
k=0

Rovnost 1 = 1 je jisté pravdiva. Predpokladejme nyni, Ze (2.1) plati pro dané n € Ny.
Ovéfme, zda-li plati (2.1) pro n + 1 misto n. Chceme tedy zjistit, zda-li

n+1
1
(a+ b)n+1 _ Z ("Z )akbml@

k=0

Pfimocarym vypoctem dostavame'

(@+b)"" = (a+b)-(a+b)" = (a+ b) (Z) akpnr —

_ Z (Z) aF ik Zn: (Z) aFpnti—k _
k=0 k=0
n+1 n
Z ( )akanrlk 4 (Z) akpnti—k —
k=0

1

k=
n) n+lpn+1—(n+1) . ( n ) <”)) kpnt+1—k
b + + a®b +
(n o= k—1 k s

-~

an+1 (n:;l)

T\ opnt1-0 _
b
+ O)

bn+1
n+1
— § ( )akanrlk.

V rovnosti oznacené vykticnikem jsme pouzili indukéni predpoklad (platnost vztahu
pro n) a dale jsme jen provadeéli algebraické operace. Pokud precteme zacatek a konec
tohoto vypoctu uvidime, ze jsme odvodili vztah pro n + 1, coz bylo nasim cilem. [J

Tvrzeni binomické véty obsahuje dobfe znamé algebraické ,vzorecky*
(a+0b)* = a* + 2ab + b?,
(a+b)* = a® + 3ab + 3ab® + b°.

3piedstavte si, jak by vypadal zapis postupu nize bez pouZiti sumaéni notace!

10
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Tyto vzorce predstavuji specialni pfipady binomické véty pro konkrétni volbu n. Pro
tato mala konkrétni n je mozné tyto vzorce snadno alternativné ovéfit pomoci rozna-
sobeni zavorek. Napiiklad pro prvni rovnost, tedy pro n = 2 mame

(a+0)°=(a+b)-(a+b)=a*+ab+ba+b>=a®+2ab+ b

Tento vypocet efektivné dokazuje binomickou vétu pro n = 2. I kdyz podobnym zpi-
sobem ovéfime platnost této véty pro n = 3 nelze to povazovat za dikaz binomické
véty. Chybél by nam dikaz pro n = 3,4, 5,...! Nastésti jsme tato tvrzeni dokazovat
nemuseli, stacilo pouzit matematickou indukci.

Vyznam binomické véty lze dale demonstrovat na konkrétnim piikladé (nékdo by
fekl ,triku®). Pfedstavme si, Ze mame rychle z hlavy spocitat 482%. Mtizeme vyuzit toho,
ze Cislo 48 je blizko ¢isla 50, jehoz druha mocnina se snadno pocita. Konkrétné dle
binomické véty mame

48% = (50 — 2)* = 50 — 2- 50 - 2 + 4 = 2500 — 200 + 4 = 2304.
Otazka 3: Cemu se rovna soucet prvnich n lichych piirozenych ¢isel? Tj. cemu se

rovna soucet

14345+ +2n—1)=> (2j—1), neN

Jj=1

Své tvrzeni dokaZte.

Piimy dikaz
Dalsim typem dukazu je tzv. pfimy dukaz. Takfikajic bez oklik, pfimocare, z predpo-
kladd odvodime tvrzeni. Uvazme nasledujici vétu.

Véta 2.7: Pro libovolna redlna a a b an € Ny plati rovnost

n—1
a" =" =(a—0b)) dv (2.2)
k=0

Dikaz. Méjme tedy a,b € R an € Ny. Mame dokazat rovnost (2.2). Vyjdéme z pravé
strany této rovnosti a postupnymi algebraickymi upravami ji upravme az ziskame le-
vou stranu (2.2). Konkrétné

n—1 n—1 n—1
(CL . b) E :akbn—l—k —a- E :akbn—l—k —b- E :ak;bn—l—k —
k=0 k=0 k=0
n—1 n—1
— § ak+lbn—1—k . E akbn—k —
k=0 k=0
n n—1
— § akbn—k . § akbn—k —
k=1 k=0
n—1 n—1
—a" + E akbn—k —_pn — E akbn—k —
k=1 k=1
=a" —b".

11
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Jinak feceno, po roznasobeni sumy zavorkou (a — b) se drtiva vétsina ¢lent vzajemné
odecte a zbude pouze rozdil a™ — b™. [

Alternativné by bylo mozné vétu 2.7 dokazat i pomoci matematické indukce (pro-
vedte!). Pod tvrzeni véty 2.7 se skryvaji znamé specialni ptipady:

a? —b* = (a —b)(a +b),
a® —b* = (a —b)(a* + ab+ b?).

Tyto vzorce a obecny vzorec 2.2 se nam budou v budoucnu hodit (nejen) pfi vypoctu
limit. V ¢em je véta 2.7 tak uzite¢na? Umoznuje nam vyjadrit rozdil stejnych mocnin
dvou ¢isel pomoci rozdilu ¢isel samotnych. Jinak feceno, pokud mame néjakou infor-
maci o rozdilu a — b, pak pomoci této véty lze néco usoudit i o rozdilu a™ — 0".

Poznamka 2.8: V dokazaném vzorci (2.2) je obsaZen i vzorec pro soucet prvnich né-
kolika ¢lentt geometrické posloupnosti s prvnim ¢lenem 1 a kvocientem q. Skutecné,
uvazime-li v tomto vzorci a = ¢ # 1 a b = 1, pak dostanem

n—1
¢"=1=(-1)) ¢
k=0
a po vydéleni nenulovym faktorem ¢ — 1
n—1
1
T
k=0 q

Poznamka 2.9: Dalsi uZite¢nou aplikaci (2.2) je moznost ,zbavit se odmocnin®. Pres-
néji, pfedstavme si, ze pracujeme s vyrazem tvaru \/z — /y a chtéli bychom vyuzit
nasi znalosti samotného rozdilu z — y. Jak toho docilit? Sta¢i vzorec (2.2) pouzit ve
tvaru ) )
a®—b
a-+b
apolozita = \/x,b = /Y. Tim dostaneme

a—b=

T—y
presné jak jsme chtéli. Nové vzniknuvsi jmenovatel nas vétsinou netrapi, protoze se v
ném provadi soucet, ne rozdil.

Podobnou upravu lze udélat i pro vyssi odmocniny i rizného fadu. Déle je tato
uprava dilezita i z pohledu numerickych vypocta na pocitaci. Lze se pomoci ni alespon
trochu branit tzv. katastrofickému kraceni pfi odecitani podobné velkych hodnot ve
strojové presnosti.

2.5 Co neni dukaz?

Predchozi cast textu se zabyvala otazkou co je to dikaz a obsahovala nékolik kon-
krétnich ukazek dikazi. V této sekci vypichneme casté omyly souvisejici s dukazy.
Budeme se tedy zabyvat tim co neni dtukaz.

12
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»Dukaz“ prikladem vs. protipiiklad

Pravdivost obecného tvrzeni nelze zalozit na nékolika konkrétnich prikladech podpo-
rujicich jeho pravdivost. Oproti tomu pravdivost tvrzeni lze vyvratit udanim i jenom
jednoho protipfikladu’.

Uvedme jako demonstrativni ptiklad tvrzeni, s kterym pfisel v roce 1650 Fermat':

Pro libovolné n € Ny je ¢islo tvaru 2" + 1 prvoéislo.

Pierre de Fermat

Prozkoumanim hodnot vyrazu 22" + 1 pro nékolik malych n dostavame &isla: 3, 5,
17,257, 65 537, ktera skutecné jsou prvocisla. Ovérili jsme platnost tohoto tvrzeni pro
prvnich pét pripadd. Z toho ovsem neplyne pravdivost tvrzeni pro vsechna n! Skutecné,
hned nasledujici hodnota pro n = 6 neni prvocislo,

2%° 4+ 1 = 18446744073709551617 = 274177 - 67280421310721. (2.3)

Tento rozklad ve Fermatové dobé samoziejmé nebyl znam. Rozklad v rovnici (2.3) je
tedy protiprikladem k Fermatovu tvrzeni uvedenému vyse. Tento priklad Fermatovo
tvrzeni vyvraci. Jinak feceno uvedené tvrzeni neni pravdivé.

Samoziejmé, priklady podporujici dané tvrzeni jsou také uzite¢né. Mohou ¢lovéka
i navést na ditkaz obecného tvrzeni. Nelze z nich ale odvodit pravdivost ptvodniho tvr-
zeni. Jak jiz bylo zminéno, nelze napfiklad dokazat binomickou vétu 2.6 tim, ze ovérime
jeji tvrzeni pouze pron = 1,2, 3. To nic nefikaon = 4,5, ...

Od predpokladu k tvrzeni

Dalsim castym ukazem je nepochopeni zpisobu vedeni diikazu. Znovu zopakujme, Ze
cilem je z predpokladu logickymi kroky dospét k tvrzeni véty/lemmatu/disledku.
Pokud dukaz studujete mélo by v ném byt vidét kde a jak se predpoklady pouzily (neni
nic vtipnéjsiho nez dukaz, v kterém se ani jednou neprojevi predpoklady véty).

Pokusme se tento jev ilustrovat na dalsim pomérné casto se vyskytujicim omylu.
Pro jednoduchost uvazme velmi jednoduché tvrzeni: soucet sudych cisel je sudé cislo.
Pro Gplnost dale pripomenme, Ze celé ¢islo k£ nazyvame sudé, pravé kdyz ho lze vyjadrit
ve tvaru k = 2/, kde ¢ je néjaké jiné celé Cislo (toto byla definice sudosti celého ¢isla).
Jako dukaz by pak lecktefi studenti napsali: ,kdyz sec¢tu dvé suda ¢isla, tak musim zase
dostat sudé ¢islo.“ Je toto dukaz? Samoziejmé neni, jde pfeci pouze o zopakovani toho
co se ma dokazat, jen se tvrdi, Ze ono tvrzeni musi platit. I kdyby to musi bylo napsano
velkym pismem a krvi, tak to nebude diivod pro pravdivost daného tvrzeni (dukaz).

Spravny (pfimy) dikaz by vypadal takto: vezméme tedy dvé suda c¢isla, treba a, b €
Z. Jsou suda a tedy dle definice existuji néjaka cela ¢isla k a £ splnujicia = 2k a b = 2¢.
Tudiz pro jejich soucet podle distributivniho zakona plati

a+b=2k+20=2(k+1),

4Pokud vam nékdo bude tvrdit, Ze viechna auta na celém svété maji modrou nebo zelenou barvu,
jak ho nejlépe presvédéite o jeho omylu? Vyjdete na ulici a ukdZete mu auto Cervené (nebo jiné nez
modré a zelené) barvy. Tj. vyvratite jeho tvrzeni nazornou demonstraci protiptikladu.

5Vyraz a®* znamena a na b°, to neni vyraz totozny s (a?)¢ = a’e.
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Kdyz si nyni uvédomime, ze k + ¢ je néjaké celé cislo, tak vidime, ze a + b je skute¢né
dvojnasobek néjakého celého ¢isla a podle definice je tedy sudé!

Ctenaf doufim nyni oceni rozdil mezi ,dtikazem® a skuteénym ditkazem v pred-
chozich odstavcich. V pfedchozim odstavci se na zakladé predpoklad, definice sudosti
a vlastnosti celych ¢isel (distributivni zakon, uzavienost vici séitani) ukazalo, Ze ono
tvrzeni je skutecné pravdivé. Je krasné vidét co je k platnosti onoho tvrzeni potteba a
Ctenafi je to nalezité vysvétleno. Argumentace neni zahalena jen prostym vykrikem, ze
to pfece musi byt pravda (navic ona to u spousty takovych vykfika ani pravda nebude).

Zrejmy dukaz
Na zavér upozornéme na vyznam slovicka ,ziejmy“. Tvrzeni je ziejmé, pravé kdyz

Vas okamzité napadne jeho dikaz. Ne protoze mu bezmezné véfite, ale vlastné nevite
proc plati.

14



3 Zakladni pojmy

If I have seen further it is by standing on the shoulders of giants.

Isaac Newton

3.1 Poznamka k matematické notaci

Kazdy programovaci jazyk vyzaduje dodrzovani spravného zapisu kodu neboli syn-
taxe. Pokud programator zvyklosti daného jazyka nedodrzuje, maze byt jeho kod pro
preklada¢ (pfipadné interpretr) nesrozumitelny, a tedy nepouzitelny. Ackoliv mate-
matika nema zadny pevné kodifikovany zptisob znaceni, je dobré dodrzovat nékteré
zazité zvyklosti. V této podkapitole se proto pokusime shrnout alespon ty nejcastéji
pouzivané notacni zvyklosti.

Poznamka 3.1: Casto se u studentii setkdvam s prekvapenim nad timto stavem. Pro¢
neni matematicka notace a terminologie jasné a globalné kodifikovana? Ano, existuje
standard ISO 80000-2, ktery se snazi nékteré symboly a pojmy zafixovat, ale neni prilis
rozsifeny. Jednotné znaceni a nazvoslovi se nepouziva jednak z historickych davodi,
ale zejména i kvili rozdilnym potfebam riznych matematickych odvétvi. Matematika
je kreativni a ziva, svazat ji ISO standardem nedava smysl. I v malifstvi a umeéni existuje
spousta styli vyuzivajicich riizné nastroje k dosazeni podobnych vysledkd. Podobné,
pro¢ neexistuje pouze jeden programovaci jazyk? A je to dobre.

Co ovsem plati globalné je pravée logicka struktura matematiky a zptsob jakym
se matematika buduje. Jinak feceno, je pomérné jedno v jakych symbolech a v jakém
jazyce mluvim, jde o to jakym zpiisobem a jakymi pravidly se ridim. Je ovsem velmi
vhodné v ramci daného textu/kurzu/knihy drzet jednotnou notaci. To je konec konct
smysl této kapitoly.

Rovnost a rovnice

Nejprve rozebereme vyznam veledilezitého symbolu rovnosti =. V programovacich
jazycich i v matematickém zapisu hraje symbol = zasadni roli. Bohuzel v kazdé z téchto
oblasti se pouziva trochu jinym zptisobem, coz muze byt velmi ¢asto matouci.

V drtivé vétsiné programovacich jazyktt ma symbol = vyznam tzv. prifazeni. Na-
priklad radek kodu

a = 2
Casto znaci, ze od této chvile ma jista proménna a hodnotu 2. Podobné kod

a=a + 1
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pocitaci fika, Zze nova hodnota proménné a ma byt stara hodnota proménné a zvétsena
o 1. Dale pfi programovani ¢asto narazime na symbol ==, ktery testuje skutecnou rov-
nost dvou objektt. Tedy napiiklad kod

je vyhodnocen jako pravdivy (true), pokud se objekty a a b rovnaji'®. V opatném
pfipadé je vyhodnocen jako nepravdivy (false).

V matematickém zépisu je situace o néco komplikovanéjsi. V podstaté 1ze fici, ze
velmi zavisi na kontextu, v jakém se symbol = pouziva. Zakladni roli symbolu = je
vyjadfeni rovnosti dvou znamych objektd. Timto zptisobem je formulovano tvrzeni,
napr.

a="b, (3.1)

kde a a b jsou jisté definované objekty, které je bud pravdivé, nebo ne. Pro pfirozené
Cislo 4 je rovnost 4 = 4 pravdiva, ale pro c¢isla 4 a 3 je rovnost 4 = 3 nepravdiva. V
tomto vyznamu ma matematicky symbol = blizko k vyse uvedenému programator-
skému ==.

Symbol = se dale pouziva k zapisu rovnice. Napriklad v rovnici

?—1=0 (3.2)

oznacujeme pomoci z neznamou, tedy objekt, ktery je tieba urcit tak, aby po jeho
dosazeni do rovnice (3.2) platila rovnost mezi levou a pravou stranou této rovnice. O
takovychto instancich = pak fikame, Ze jsou fesenim rovnice (3.2). V nasem pripadé
rovnice (3.2) jsou feSenim ¢isla 1 a —1, libovolna dalsi realna ¢isla feSenim nejsou. A
opravdu, po dosazeni 1 ¢i —1 do rovnice (3.2) skute¢né dostavame rovnost 0 = 0, ktera
plati. Naproti tomu napiiklad po dosazeni 2 za z ziskame rovnost 3 = 0, ktera je jisté
nepravdiva'’.

Symbol = se dale pouziva k znaceni pfifazeni ve smyslu programatorském. Tento
autortiv zamér vétsinou snadno odhalime z kontextu. Podivejme se podrobné na na-
sledujici textovou ukazku.

Uvazujme obdélnik o stranach délky a =3 a b=4. Oznacme délku thlo-
pricky tohoto obdélniku symbolem c. Podle Pythagorovy véty plati rovnost
c=+/a? + b2, tedy v nasem pripadé plati c = 5.

Prvni dvé pouziti symbolu =, oznacena Cervené, jsou ve smyslu pfifazeni. Od to-
hoto momentu maji symboly a a b piislusné hodnoty. V programatorské hantyrce
bychom fekli, Ze proménné a a b byly inicializovany. Druha véta odstavce sice symbol
= neobsahuje, ale jeji vyznam je stejny, nebot priklada jednoznacny vyznam symbolu
c. Konecné v posledni vété se tvrdi, Ze modré rovnosti jsou pravdivé. Zde se uz nejedna
o pfifazeni/definici/inicializaci, ale o platnost jistého vztahu mezi zavedenymi objekty
a,bac.

18yyznam rovnosti miize zaviset na konkrétnim objektu, na jeho typu.

7Poznamenejme, e piiklady uvedené v tomto odstavci slouZily pouze k vysvétleni vlastnosti ,byt
fe$enim rovnice“. Viibec se nebavime o tom, jak fe$eni efektivné hledat a jestli to vitbec pro zadanou
rovnici lze. Vice o tomto problému se dozvite v BI-ZMA.
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Nékdy se ke znaceni prifazeni pouziva symbolu :=. Zejména po tomto symbolu sa-
hame, chceme-li ¢tenafe upozornit na zavedeni nového objektu. Symbol na levé strané
od := je pak definovan vyrazem na pravé strané od :=. Na tomto misté ¢tenare upozor-
fiujeme, ze v CAS' Mathematica je vyznam probiranych symbolt jesté lehce odlisny.
Podrobnéji se této problematice vénujeme v kapitole ¢. 6.

Znaceni proménnych

Shriime nyni nékolik dalsich nota¢nich zvyklosti, které se snazime v tomto dokumentu
i v predmétu BI-ZMA dodrzovat. Ackoliv je volba oznaceni pouzivanych objektii zcela
v rezii autora, je dobré ridit se nasledujicimi nepsanymi pravidly.

« Neznamé v rovnicich se oznacuji pismeny z konce latinské abecedy, typicky na-
priklad z, y, ¢i 2.

« Znamé - definované — objekty ¢i parametry problému se oznacuji pismeny ze
zacatku latinské abecedy, naptiklad a, b, ¢, atd. Pro ¢iselné hodnoty se casto po-
uziva fecké abecedy, tedy a, 3,7, . ..

« Pro scitaci indexy (viz nize podkapitolu ¢. 3.6) a celociselné velic¢iny se casto
pouziva pismen ¢, j, k, ¢, m nebo n. Pfi pouzivani pismena 7 je tfeba dat pozor,
aby nedoslo ke kolizi s imaginarni jednotkou, oznac¢ovanou téz' i.

« Mnoziny se oznacuji velkymi pismeny A, B, C, ... Body v roviné (prostoru) se
také vétsinou oznacuji velkymi pismeny latinské abecedy.

« K parametrizaci geometrickych objektt (pfimky, kruznice, plochy atp.) se pou-
zivaji pismena r, s, ?.

« Funkce vétsinou znacime pismeny f, g, ¢i h.

Zavorky

Dale pfipomenime roli zavorek v matematickém zapisu. Zavorky pouzivame k ozna-
¢eni argumentu funkci (zobrazeni), k upfesnéni poradi provadéni operaci ¢i k znaceni
intervalt a bodu. Bez pouziti zavorek by fada algebraickych vyrazii nedavala smysl®.
Ve zbytku této podkapitoly podrobnéji probereme pravé takové pripady uziti zavorek.

Méme-li funkci f a bod a z defini¢niho oboru funkce f, pak f(a) oznacuje funkéni
hodnotu funkce f v bodé a. Piesnéji, f(a) je ¢islo, naopak f je abstraktni objekt typu
funkce. Toto pouziti zavorek tedy presné odpovida tomu, se kterym se setkate v pro-
gramovacich jazycich. Byly-li f a a pfedem definovany, vyznam vyrazu f(a) je: zavolej
funkci f s argumentem a a vrat vysledek f(a). Hodnotu a lze chapat jako vstup a f(a)
jako vystup funkce f. Graficky si tuto situaci miizeme predstavovat jako na obrazku
3.1

BComputer Algebra System, tedy poéitacovy algebraicky systém.

YProto se imaginarni jednotku snazime asponi typograficky odlisit, porovnejte  a i. Pro tiplnost jesté
poznamenejme, Ze zejména ve fyzikalni (napf. elektrotechnické) literatufe se imaginarni jednotka casto
znaci symbolem j, pismenko : je rezervovano pro okamzitou hodnotu proudu.

?Nebyla jednozna¢né interpretovatelna. Uvazte naptiklad vyraz 2 - 3 + 5. Bez zavedeni konvenéni
priority operaci nelze rozhodnout, zda-li se jedna o 2 - (3 4+ 5) nebo (2 - 3) + 5.
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a f f(a)

Obréazek 3.1: Funkce f a jeji funkéni hodnota. Na vstupu je a a na vystupu f(a). Funkce
f samotna je ,Cerna skiinka“ zajistujici pfevod vstupu na vystup.

Nékdy se vsak mluvi pfimo o f(x) jako o funkci. Tento thel pohledu ¢asto pou-
zivame v piipadé, ze chceme zaroven ¢tenari sdélit, jak budeme oznacovat nezavisle
proménnou (zde x). V nékterych pripadech se zavorky u argumentt funkci vynecha-
vaji, zejména z divodl zlepSeni Citelnosti a zjednoduseni zapisu. Napt. ¢asto piseme
sin o misto sin(«) nebo In 2 misto In(2). Je vsak tieba opatrnosti, nebo muze dojit k
nedorozuméni. Napiiklad vyraz

In2-3 (3.3)

by mohl byt interpretovan jako
In(2-3) nebo In(2)-3.

Tato ¢isla samoziejmé nejsou stejna. Pomoci kapesniho kalkulatoru?! se snadno pre-
svédcime, ze priblizné plati nasledujici rovnosti

In(2 - 3) = In(6) ~ 1.791 759 469 23,
In(2) - 3 ~ 2.079 441 541 68,

Zvlasté pii ,ruénim® poéitani** mohou tyto nepiesnosti vést ke katastrofalnim chy-
bam. Proto je lepsi multiplikativni faktory psat pred funkcemi, vyraz 3 In 2 uz ma jed-
noznacny vyznam, na rozdil od vyrazu uvedeném v (3.3).

Upozornéme jesté ¢tenafe, ze pro nékteré funkce se pouziva specialni notace nevy-
zadujici zavorky. Naptiklad druh4a odmocnina se znadi 1/, tfeti odmocnina v/, nebo
absolutni hodnota |z|. Ctenafi je také jisté znama dolni (resp. horni) cel4 ¢ast realného
Cisla x oznacovana symbolem | x| (resp. [x]).

Zavorky se dale pouzivaji k upfesnéni poradi algebraickych operaci. Napriklad vy-

- (a + (c/z)) 3

je tieba ¢ist nasledovné: nejprve vydél ¢ dvéma a k vysledku pricti a, takto ziskané
¢islo vynasob tfemi. Bez zavorek,

a+c/2-3,

by (bez zavedeni konvenci*® prednosti operaci) nebylo jasné, jak presné tento vyraz
vyhodnotit. Tato situace v matematice se opét nijak nelisi od situace mezi programo-
vacimi jazyky. Vétsina programovacich jazyka zavadi prioritu mezi svymi operatory
(viz napf. C Operator Precedence).

?1Tak kapesni kalkulator/poéita¢ tyto hodnoty nalezne? Miizeme mu vibec véfit? Na tuto otazku
odpovime v BI-ZMA po studiu Taylorovych fad funkei.

22Napiiklad v pisemce.

23 Ano, piednost nasobeni pred s¢itAnim je pouze konvenéni a umoziiuje nam zptehlednit fadu alge-
braickych vyrazi.
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Poznamka 3.2: Muze se zdat, Ze to co zde popisujeme je opravdu elementarni a vsemi
studenty dobfe chapané. Bohuzel mnozstvi chyb které vzniknou v pisemkach kvali
nepresnostem typu

In(l+z)=lnl+z=In(l)+zx==x

ukazuje, Ze nejde o néco co by bylo mozné v tomto textu zanedbat. Jak se témto problé-
mum vyvarovat? Vzdy pfi psani myslete na to, jakou myslenku vyjadfujete.

Indexy

Na zavér této podkapitoly jesté zminme vyznam hornich a dolnich indext. Horni in-
dex se vétsinou pouziva k oznaceni mocnin, napiiklad

3%, a", ¢ atp.

Nékdy se horni index pouziva i k oznaceni slozek vektort nebo tfeba operace kom-
plexniho sdruZeni ¢isla a. Casto se lze setkat s a* misto @. V BI-ZMA budeme pouzivat
horni index u objektti typu funkce k oznaceni jejich derivaci vyssich rada.

Dolni index slouzi k oznaceni bud poradi prvku v posloupnosti, nebo obecnéji za-
vislosti dané veli¢iny na celo¢iselném parametru. Tento zapis ma blizko k indexovani
prvki pole, programatorské a [ 2] ma prakticky stejny vyznam jako nase as. Posloup-
nostmi se budeme podrobnéji zabyvat v BI-ZMA.

3.2 MnozZiny a operace s nimi

Pod pojmem mnoziny rozumime sadu objekt zadanou vyc¢tem, nebo pomoci vlast-
nosti, kterou musi prvky mnoziny spliiovat®. Pokud je pocet prvkii maly, nebo je lze
jednoduse vyjmenovat, piSeme napiiklad

A={me}, B={1,2,3,..} (3.4)

Mnozina A obsahuje pravé dva prvky (Cisla 7 a €). MnoZina B obsahuje vsechna pfi-
rozena Cisla (¢tenafi musi byt jasné, jaké prvky si ma za tfi tecky doplnit). Pokud =
patfi do mnoziny A, piseme x € A, v opa¢ném ptipadé = nepatti do mnoziny A a pak
symbolicky piseme x ¢ A.V pfipadé mnoziny A zavedené v (3.4) tedy plati tvrzeni
m € A, ale tvrzeni 1 € A uZ neni pravdivé.

Prazdnou mnozinu, tj. mnozinu neobsahujici zadné prvky, oznacujeme symbo-
lem (). Pomoci vy¢tového zépisu mnoziny uvedeného vyse miizeme psat

0={}.

Naopak ov§em mnozina {()} je mnozina obsahujici prazdnou mnozinu, ) € {0}, a
neni proto prazdna. Lidé obcas také zaménuji symbol pro prazdnou mnozinu, (), se

24Tato naivni definice miiZe obecné vést k logickym paradoxtim, nejzndméjsim je asi Russelv para-
dox. Uvazujeme-li pouze ,malé“ podmnoziny ¢iselnych mnozin, k zidnym problémiim nedojde. Proble-
matikou definice pojmu mnoziny se podrobné zabyva matematicka Teorie mnozin, napiiklad Zermelo-
Fraenkelova teorie pochazejici z poc¢atku dvacatého stoleti.
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symbolem pro ¢islo nula, 0. To je velky omyl potencialné vedouci k nepfesnostem a
nepochopeni. Je pravda, Ze pocet prvkit mnoziny ) je 0. Ale 0 neni prazdna mnozina,
ani () neni 0.

Je-li N mnozina a A(x) vyrok o prvku x z mnoziny N pak mnozina

C={reN|AQ)}

je tvofena véemi x € N, pro které je vyrok A(x) pravdivy. Zde A(z) oznacuje tvrzeni,
jehoz pravdivost ¢i nepravdivost zavisi na hodnoté proménné x. Jako priklad mizeme
uvést N = Z a A(x) necht je tvrzeni ,z je sudé ¢islo®. Potom A(2) je pravda ale A(3)
nikoliv. Napfiklad mnozinu vsech sudych celych ¢isel mizeme popsat nasledovné

D = {m € Z | m je délitelné dvéma}.

Pomoci vy¢tu bychom lehce nepfehledné® mohli psat D = {...,—4,—-2,0,2,4,...}.

Mnoziny muzeme porovnavat podle toho, jaké obsahuji prvky. O mnoziné A rek-
neme, Ze je podmnozinou mnoziny B, pravé kdyz kazdy prvek mnoziny A patii také
do mnoziny B. V tom pfipadé pak piseme A C B, nebo B D A. Vlastnost byt pod-
mnozinou piedstavuje tzv. usporadani mezi mnozinami. Toto usporadani je neuplné
v tom smyslu, Ze existuji (snad si takové vymyslite) mnoziny A a B pro které neplati
AC Bani B C A.

Poznamka 3.3: Na tomto misté upozornéme na casté nedorozuméni. Mnozinova in-
kluze (vlastnost byt podmnozinou) zavedené vyse neni ostra. Presnéji, pro kazdou
mnozinu A plati A C A. Tj. z inkluze A C B nutné neplyne, Ze B obsahuje néjaky
prvek nepatfici do A.

Tato poznamka souvisi s poznamkou 3.1. V zasadé jsou dva pristupy ke znaceni
ostré (nepripousti rovnost) a neostré (pfipousti rovnost) inkluze:

1. A C B znaéi neostrou inkluzi a A ;Cé B znaéi ostrou inkluzi,
2. A C B znadineostrou inkluzi a A C B znadi ostrou inkluzi.

V tomto textu a vétsiné predmét na FITu narazite na prvni konvenci s tim, Zze symbol
pro ostrou inkluzi ani nepouzivame (v drtivé vétsiné pfipadl neni potfeba). Vzdy je
dobré si v daném textu zjistit, jaka konvence se pouziva.

O dvou mnozinach A a B tikame, Ze jsou jsou si rovny (nebo jsou ,stejné®), pravé
kdyz A C B a soucasné B C A. Rovnost mnozin pfirozené zapisujeme jako A = B.
Toto vyjadfeni rovnosti nam pfimo dava navod jak pfipadné dokazovat rovnost dvou
mnozin, staci ovérit obé inkluze. Pokud si dvé mnoziny A a B nejsou rovné, pak tento
fakt pfirozené symbolicky zapisujeme jako A # B.

Mnozinové operace

Pripomenme zékladni operace s mnozinami. Mame-li dvé mnoziny A a B, podmnoziny
jisté mnoziny X, pak jejich prunik definujeme jako mnozinu vsech prvka, které patti

25 A nepresné. Onen zapis pomoci tecek neni jednoznaény, hrozi nebezpeéi nepochopeni.
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zaroven do A ido B. Prunik dvou mnozin zna¢ime symbolem A N B. Symbolicky tedy
tuto mnozinu mizeme popsat jako

ANB:={re X |z € Aax € B}.

Sjednoceni dvou mnozin A a B je tvofeno vSemi prvky, které patii do A nebo®®
do B. Znacime ho symbolem A U B a lze tedy psat

AUB :={z € X |z € Anebo z € B}.

Tyto dvé operace lze prirozené zobecnit na libovolny pocet mnozin. Necht [ je libo-
volna (tzv. indexova) mnozina a pro kazdé ¢ € I je A; jistd mnozina. Potom klademe

mAi ={x |z € A, prokazdéi € I},

iel

UAi = {x | existuje i € I tak, ze x € A;}.

i€l
Priklad 3.4: Méjme dvé mnoziny A = {1, A} a B = {2, A,0}. Potomplati AUB =
BUA={1,2,A,0aANnB=BNA={A}

Priklad 3.5: Zvolme napfiklad pro kazdé prirozené ¢ mnoziny

A= (1147,
]

Mnozina A; je tedy otevieny interval od 1 do 1+ % Urceme prinik a sjednoceni vsech

téchto mnozZin,
ﬂAi =0 a UAi = (1,2).
ieN ieN
Rozmyslete!

Dalsi dulezitou mnozinovou operaci je rozdil. Rozdil dvou mnozin A\ B je tvofen
vSemi prvky mnoziny A, které nepatii do B. Symbolicky zapsano

ANB:={re€A|x ¢ B}.

Pokud se bavime o podmnoziné A jisté pevné zvolené mnoziny X, pak mnozinu A° :=
X \ A stru¢né nazyvame doplinkem mnoziny A. Musi byt ale pfedem jasné, jak je
zvoleno X!

Otazka 4: Pro mnoziny A = (1,3) a B = (2,4) urcete rozdily A \ Ba B \ A.

Vsimnéte si, Ze zatimco pro libovolné dvé mnoziny A a B plati
AUB=BUA a ANB=BnNA,

pro rozdil dvou mnozin tato vlastnost (komutativita) neplati. Tedy obecné je mnozZina
A~ B rizna od mnoziny B \ A.

Dalsi zakladni operaci na mnozinach je kartézsky souc¢in mnozin®'. Pro libovolné
dvé mnoziny A a B je jejich kartézsky soucin, oznac¢ujeme ho A x B, tvofen vSemi

%Toto ,nebo“ neni exkluzivni, jde o oby¢ejnou disjunkei.
2TRené Descartes, francouzsky filozof a matematik, 1596—1650, v latiné Renatus Cartesius.
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uspoiradanymi dvojicemi”® prvki z A a B, tj. dvojicemi (a,b) kdea € Aab e B.O
a (resp. b) mluvime jako o prvni (resp. druhé) slozce uspoiadané dvojice (a, b). Pfesnéji

Ax B:={(a,b)|ac Aabe B}.

Kartézsky soucin lze zavést i pro vice mnozin. Naptiklad pod A x B x C' rozumime
mnozinu vSech usporadanych trojic prvka z A, B a C.
Priklad 3.6: Uvazme dvé mnoziny A = {1,2} a B = {/A,, V}. Potom mnozZina
A x Bma?2-3 =6 prvka a plati

Ax B={(1,A),(1,0),(1,V),(2,4),(2,0),(2,V) }.
Podobné B x Ama 3 -2 = 6 prvku a plati

BxA={(A1),(A,2),(0,1),(0,2),(V,1),(V,2) }.

Oc¢ividné A x B # B x A. Tyto mnoziny obsahuji zcela jiné prvky.

Priklad 3.7: Notoricky znamym kartézskym soucinem je mnozina R x IR, kterou zkra-
cené oznacujeme R? a predstavujeme si ji jako idealizaci roviny.

Otazka 5: Pokud ma mnozina A m prvkd a mnozina B n prvku, kolik prvka maji
mnoziny A X Ba B x A?

3.3 Ciselné mnoziny

V této casti textu zuzime nasi pozornost na mnoziny tvorené ¢isly. Tyto mnoziny budou
jednim z hlavnich objekt naseho zajmu v BI-ZMA.

Prirozena ¢isla
Mnozinu ptirozenych ¢éisel” oznacujeme symbolem N,
N:={1,2,3,...}.

Pfirozena ¢isla abstrahuji ,pocet® objektd. Na obrazku 3.2 jsou uvedeny tfi sady raz-
nych geometrickych atvart. Priklady (a), (b) i (c) maji tu vlastnost, Ze vzdy obsahuji tfi
utvary. Tento postieh vyjadiujeme konstatovanim, ze Gtvary jsou tii a znacime arab-
skou ¢islici 3.

Vsimnéme si, Ze mnozina prirozenych ¢isel je uzaviena vic¢i nasobeni a s¢itani.
Presnéji, nasobenim a s¢itanim dvou pfirozenych ¢isel dostaneme opét prirozené ¢islo:

pokud a,b € Npotoma + b € N,
pokud a,b € N potoma -b € N.

%Je nutné rozliSovat mezi usporddanou dvojici (a,b) a mnoZinou {a, b}. MnozZiny {a,b} a {b,a}
jsou stejné, ale uspofadané dvojice (a,b) a (b, a) obecné ne (pro rtzné a a b). Uspofaddana dvojice na
rozdil od mnoziny jesté nese informaci o poradi svych prvku.

#Mnozinu pfirozenych ¢isel s nulou zna¢ime Ny := {0,1,2,3,...}.
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000 VVV mnln
(a) (b) (c)

Obrazek 3.2: Skupiny symboli (a), (b) a (c) maji jistou spole¢nou vlastnost, kazda z
uvedenych skupin obsahuje 3 symboly.

K docenéni pozi¢niho zapisu ¢isel pomoci arabskych® cifer se zkuste zamyslet nad
problémem provadéni algebraickych operaci (s¢itani, nasobeni, od¢itani) pomoci fim-
ského ¢iselného systému. Neni to nic jednoduchého, ze? Arabské ¢islice v Evropé pro-
pagoval Leonardo z Pisy (znamy pod jménem Fibonacci) na zacatku tfinactého stoleti.
V roce 1202 vydal spis Liber abbaci (,Kniha o po¢itani®), ktery vyznamné napomohl
rozvoji obchodu a védy. Dalsi zajimavosti o této ,prvni vypocetni revoluci® se mize
zvidavy Ctenar dozvédét v poutavé knizce [4].

Cela ¢isla
Mnozina N vsak neni uzaviena vuci odecitani dvou pfirozenych ¢isel. V pripadé scitani
muzeme tento fakt také formulovat tak, Ze rovnice

a=b+ux (3.5)

pro zadana pfirozena a,b € N nemusi mit pfirozené feseni x. Uvazme tfeba a = 4
a b = 5. Jinak feceno, pouze pomoci pfirozenych ¢isel nemtzeme vyjadrit koncept
»dluhu® (zaporné ¢islo) a ,prazdného poctu” (nula).

K odstranéni téchto nedostatkd musime k pfirozenym ¢islam pridat nulu a zaporna
¢isla. Dostavame tak mnozinu celych ¢cisel,

Z={.,-3,-2,-1,0123,...}.

V této mnoziné uz mizeme nasobit, s¢itat i od¢itat, ale vysledek operace déleni uz tuto
mnozinu opusti. Tedy feSeni rovnice

a=b-x (3.6)

pro zadana celociselnad a a b nemusi byt celociselné. Tuto operaci opét miizeme mo-
tivovat potfebou rozdélovat jeden objekt na nékolik casti. Napriklad pfi déleni jedné
pizzy (a = 1) na osm kouskut (b = 8) dostavame osminy pizzy (v = %) Musime prejit
k racionalnim® ¢islam.

Racionalni ¢isla
Mnozina racionalnich ¢isel je tvofena feSenimi rovnice (3.6) s nenulovym b, ktera

zapisujeme jako zlomky’?

Q=4{L|pez ¢ecNnesoudélna }. (3.7)
q

3%Ve skute¢nosti pochézeji z Indie a do Evropy byly dovezeny arabskymi obchodniky.
31Ratio — podil.
32Dvé cela ¢isla jsou nesoudélna, pravé kdy? jejich nejvétsi spoleény délitel je roven 1.
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Operace s¢itani a nasobenti je na zlomcich definovana pomoci operaci v Z nasledovné*

pyr_pster pro_ P PT g
q S q s qs q

qs

®» |3

Na pravych stranach téchto vyraza vzdy mizeme zkratit spolec¢né faktory a skutecné
tak dostavame prvek mnoziny (3.7). Cela ¢isla pfirozené patii do mnoziny racional-
nich ¢isel, tj. Z C Q, jakoZto zlomky £, kde p € Z, pficemz algebraické operace jsou
zachovany.
Racionalni ¢isla Q spolu s operacemi scitani + a nasobeni - spliuji veledilezité
vztahy
a+(b+c)=(a+b)+¢c, a-(b-c)=(a-b)-c, (3.8)

a-(b+c)=(a-b)+(a-c) (3.9)

platné pro libovolna racionalni ¢isla a, b, c. Rovnosti (3.8) se nazyvaji asociativni za-
kony pro s¢itani, resp. nasobeni. Pouze diky jejich platnosti mizeme u opakovaného
scitani a nasobeni prestat psat zavorky. Celkovy vysledek totiz na uzavorkovani ne-
zalezi**. Rovnost (3.9) se nazyva distributivni zakon. Ctenaf je s nim jisté intimné
obeznamen, nebot diky nému lze provadét operaci ,vytykani pred zavorku“. Abychom
nemuseli na pravé strané (3.9) psat zavorky, zavadi se konvenc¢ni prednost operace na-
sobeni pred s¢itanim. Vyzna¢nym prvkem mnoziny racionalnich c¢isel je ¢islo 0, které
splnuje
O+a=a+0=a

pro libovolné racionalni ¢islo a. Ke kazdému racionalnimu ¢islu a existuje racionalni
¢islo oznacované jako —a spliujici

a+(—a)=(—a)+a=0.

Podobny vyznam jako ¢islo 0 pro operaci s¢itani ma ¢islo 1 pro operaci nasobeni, pro
kazdé racionalni ¢islo a plati
l-a=a-1=a.

Koneéné ke kazdému nenulovému racionalnimu ¢islu a existuje racionalni ¢islo ozna-
¢ované jako a~! spliujici

a-at=atla=1.

Predchozi odstavec 1ze shrnout do kratkého konstatovani, Ze mnoZina racionalnich
¢isel Q spolu s operacemi scitani + a nasobeni - tvoii téleso. Studiem c¢iselnych téles

3Definice operace s¢itani miize na prvni pohled vypadat nepochopitelné. Motivace je vsak jedno-
duché. Predstavte si, Ze chceme vyjadfit, jaky zlomek pizzy predstavuji % a i pizzy. Abychom toho
dosahli, musime si nejprve rozmyslet, jak tato mnozstvi vyjadfit ,porovnatelnym® zplisobem. Tfetiny i
Ctvrtiny lze beze zbytku rozdélit na dvanactiny. Mame tedy % a % pizzy, dohromady % = % pizzy.
Operace s¢itani zlomki je jen zobecnénim tohoto postfehu na vsechny zlomky. Tento postup jisté znate
pod slovnim spojenim ,pfevod na spoleény jmenovatel.

Napt. (4+2)+1=4+(2+1) =4+2+ 1 = 7. Uvédomme si, Ze toto neni automaticky splnéno
pro libovolnou binarni operaci. Uvazime-li napt. operaci déleni <, a + b := ¢, pak % =2+4)+2+#

2+-4+2)=1
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"

Obrazek 3.3: Ctverec o strané délky 1 a jeho thlopticka o strané délky .

1

se zabyva® oblast matematiky nazyvana obecna algebra. Konetna® télesa nachazeji
Siroké uplatnéni v modernich Sifrovacich algoritmech a pocitacové bezpecnosti vitbec.

V mnoziné racionalnich ¢isel 1ze tedy provadét tzv. algebraické operace s¢itani, od-
¢itani, nasobeni a déleni (nenulovymi ¢isly). Toto ,¢iselné prostredi® plné dostacuje k
provadéni jednoduchych tcetnich a obchodnich operaci, které motivovaly vznik alge-
bry ve sttedovéku. Bohuzel (nebo mozna nastésti) tato ¢iselna mnozina je nedostatecna
k popisu celé fady praktickych problému. Na druhou stranu, ani takto stary koncept
jako jsou racionalni ¢isla, nelze plné modelovat na modernich pocitacich (neméame k
dispozici nekone¢nou pamét). Pfi provadéni algebraickych operaci v racionalnich ¢is-
lech ovsem nedochazi k zaokrouhlovacim chybam.

Realna cisla
Na zacatku této kapitoly jsme si ukazali, Ze pfirozenych a celych ¢isel ,neni dost®.
K uspokojeni nasich pozadavka bylo vzdy nutné dalsi ¢isla pridat. Podobna situace
nastava i v pripadé racionalnich ¢isel. Tato mnozina je sice jiz uzaviena vuci binarnim
algebraickym operacim s¢itani a nasobeni, ale tentokrat narazime na potize pii analyze
nasledujiciho geometrického problému. Uvazujme ¢tverec o strané délky 1 (racionalni
¢islo), viz obréazek 3.3.

Ptame se, jaka je délka jeho uhlopricky. Tu lze zkonstruovat pomoci pravitka a
kruzitka. Na obrazku 3.3 je tato oznacena pismenem x. Podle Pythagorovy véty plati

12 4+1% = 2% (3.10)

Tedy 22 = 2. Takovéto kladné ¢islo nazyvame odmocninou ze dvou a znaéime = = /2.
Lze snadno ukazat, Ze toto Cislo neni racionalni, jak jsme si jiz ukazali ve vété 2.5.
Stojime tedy pred zavaznym problémem. Na obrazku 3.3 nelze délku Cervené usecky
vyjadrit racionalnim ¢islem! Znamena to, ze s konceptem thlopficky v tomto pripadé
nemuzeme pracovat? Ne, jen to ukazuje na nedokonalost racionalnich ¢isel, musime
pristoupit k realnym ¢islim.

3 Mimo jiné.
%¢Majici koneény poéet prvki.
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Obrazek 3.4: Ciselna osa

Mezi vyznamna iracionalni ¢isla dale patfi napifiklad Ludolfovo® ¢islo (tradi¢né
oznacované feckym pismenkem 7) ¢i Eulerova® konstanta (tradi¢né oznac¢ované la-
tinskym pismenem e¢). V jistém smyslu je iracionalnich ¢isel podstatné vice® nez raci-
onalnich, lze fici, ze ,typické® realné ¢islo je iracionalni. Vice si o vztahu téchto dvou
mnoZin povime v BI-ZMA. Ctenafi je jisté znamo, Ze ¢isla si mizeme predstavovat jako
body lezici na pfimce, tzv. ¢iselné ose. Na pfimce je zvolen vyznaény bod odpovidajici
nule a ¢islo a vynasime na osu ve vzdalenosti |a| od bodu 0. Kladna ¢isla umistujeme
napravo a zaporna ¢isla nalevo od 0.

Pokud bychom na osu vynaseli pouze racionalni ¢isla, vysledna pfimka by byla
,dérava®“. Naptiklad ve vzdalenosti V2 (napravo i nalevo) od bodu 0 by nebyl zanesen
zadny bod. K zaplnéni ¢iselné osy je potfeba uvazovat i iracionalni ¢isla. Pozadavek na
nedéravost realné osy presnéji vyjadfuje ,axiom uplnosti“. Podrobnéji se touto pro-
blematikou budeme zabyvat v jedné z prvnich pfednasek BI-ZMA.

Poznamenejme pro zajimavost, Ze rozhodnout o racionalnosti ¢i iracionalnosti ¢isla
nemusi byt jednoduché. Dokonce existuji ¢isla, o kterych se doposud nevi, do které
mnoziny patfi. Pfikladem mize byt Euler-Mascheroniho konstanta definovana vzta-

hem™
n

1
v:= lim ZE—IHn ~ 0.5772156649.

n—-4o00

Vice informaci o tomto konkrétnim problému lze nalézt v [&].

Poznamka 3.8 (Strojova ¢isla): Realna c¢isla v plné obecnosti zdaleka nejde reprezen-
tovat v pocitaci. Misto realnych Cisel se pouzivaji tzv. ¢isla s plovouci desetinnou
carkou, ¢i strojova c¢isla (floating point numbers, familiarné floaty). Podle toho kolik
bit pouzijeme k jejich reprezentaci (v dnesni dobé typicky 64 bittr), takovou ziskame
maximalni pfesnost. Na tomto misté nebudeme prilis zabihat do detailt, strojova ¢isla a
praci s nimi presné popisuje IEEE standard 754 [7]. Alespon uvedme nékolik zasadnich
poznamek tykajicich se strojovych ¢isel:

« kazdé strojové ¢islo ma v binarni soustavé konec¢ny pocet cifer,

« mnozina strojovych ¢isel je konecna a nerovnomérné rozprostiena (nejvice jich
jeu0),

« mnozina strojovych ¢isel je ve skutecnosti podmnozina racionalnich ¢isel.

« pfi provadéni operaci se strojovymi ¢isly dochézi k zaokrouhlovacim chybam v
jejichz dasledku naptiklad neplati asociativni zakony.

3"Ludolph van Ceulen, 1540 - 1610, matematik nizozemského ptivodu, zasvétil sviij Zivot vypoétu
Cisla 7 na 35 desetinnych mist, ktera jsou i vyryta na jeho nahrobku.

Leonhard Euler, 1707 — 1783, §vycarsky matematik a fyzik.

$9Zdtraznéme tuto myslenku. Ctenai mfize mit pocit, ze k raciondlnim ¢isliim piiddvame jen par
dalsich iracionalnich ¢isel. Opak je ale pravdou!

400 limité se dozvite podrobnéji v BI-ZMA.
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Pro zajimavost, v 64 bitové piesnosti plati: nejmensi kladné strojové ¢islo je 5 - 107324,
nejvétsi strojové &islo je 1.7976931348623157 - 1038,

Komplexni ¢isla

Mohlo by se zdat, Ze po doplnéni racionalnich ¢isel iracionalnimi ¢isly jiz neni nutné
zadna dalsi Cisla pridavat. Vsimnéme si, ze geometrickou uvahu z minulého odstavce
lze prosté redukovat na pozadavek (viz rovnici (3.10)), aby rovnice

22 —2=0

méla v dané ¢iselné mnoziné feseni (zde +v/2 € R). Oviem uz hned jednoducha ob-
meéna této rovnice,
2 4+1=0, (3.11)

nemarealné feseni*'. Tuto rovnici Ize vyfesit zavedenim imaginarni jednotky (zna¢ime
i), jez splituje rovnost i> = —1 a fesi proto i rovnici (3.11). Cislo i nazyvame komplexni
jednotkou. Toto nové cislo miizeme nasobit a scitat s libovolnym relanym cislem.
Ziskavame tak komplexni ¢isla,

C={a+bi|abeR}

Je-li z = a + bi komplexni ¢islo, pak realné ¢islo a nazyvame realnou casti 2 a realné
¢islo b imaginarni casti z. Dvé komplexni ¢isla se rovnaji, pravé kdyz se rovnaji jejich
realné a imaginarni casti. Realnou ¢ast komplexniho ¢isla z znac¢ime Re z a imaginarni
cast znacime Im z. Realna ¢isla jsou v mnoziné komplexnich ¢isel pfirozené obsazena
ztotoznime-li realné ¢islo a s komplexnim ¢islem a + 0i.

Algebraické operace na mnoziné C jsou zavedeny nasledovné

(a+ bi) + (c+di) == (a +c) + (b+ d)i,

(a+bi) - (c+di) := (ac — bd) + (ad + bc)i, a+bi, c+di € C. (3.12)

Vsimnéte si, Ze pokud d = b = 0 pak soucet a + ¢ a soucin a - ¢ ma stejny vyznam jako

v realnych ¢islech. Mnozina C s takto zavedenymi operacemi opét tvoii téleso.
Komplexni ¢isla si lze predstavit napfiklad jako body v komplexni roviné. Vo-

dorovnou osu nazyvame realnou osou a svislou osu nazyvame imaginarni osou.

Komplexnimu ¢islu a + ib pak odpovida bod o soufadnicich (a, b). Viz obrazek 3.5.
Zavadi se absolutni hodnota komplexniho ¢isla

la +ib| := Va? + b2, a,beR.

V komplexni roviné si lze absolutni hodnotu komplexniho ¢isla a + ib predstavit jako
délku tsecky spojujici body 0 a a + bi. Cislo a — ib nazyvidme komplexné sdruzenym
cislem k ¢islu a + ib, a, b € R. Komplexné sdruzené ¢islo tak ziskame zrcadlenim vaci
realné ose.

#To by mélo byt ziejmé. Pro libovolné realné &islo  je jeho kvadrat 22 nezaporny a proto je vyraz
22 + 1 vzdy vétsi nebo roven jedné a nikdy nemtize byt nulovy.
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Obrazek 3.5: Komplexni rovina.

C+i,d,,,,“,, ] /‘
/ eatib
Re
Im o
|21+ 22| = |21 - |22
// 29 —
Lo
/ , / /.Zl
///R”// )‘

Obrazek 3.6: Geometricka interpretace operace s¢itani a nasobeni komplexnich ¢isel.

Operaci s¢itani komplexnich ¢isel si lze predstavit jako s¢itani vektoru (séita se ,,po
slozkach®). Operaci nasobeni komplexnich ¢isel Ize v komplexni roviné znazornit jako
rotaci a Skalovani. To neni zcela zfejmé tvrzeni, lze ho vSak odvodit z definice ope-
race nasobeni (3.12). Pro ilustraci uvadime obrazek 3.6. Specialné nasobeni imaginarni
jednotkou i silze v komplexni roviné predstavovat jako rotaci o thel 7 vzhledem k po-
catku souradného systému, ktery odpovida cislu 0, proti sméru hodinovych rucicek.

Duvod k zavedeni komplexnich ¢isel se mize zdat uméle vykonstruovany. Napfi-
klad se hned nabizi otazka, zda v pfipadé, kdy budeme zkoumat feSeni jiné polynomi-
alni rovnice nez (3.11), nebudeme potfebovat dalsi komplexni jednotku. Odpovéd na
tuto otazku podal Gauss* ve své slavné Fundamentalni vété algebry: kazdy polynom s

“2Johann Carl Friedrich Gauss (30. dubna 1777 - 23. inora 1855) byl némecky matematik.
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komplexnimi koeficienty stupné n méa n komplexnich kofent*’. K feseni polynomial-
nich rovnic tedy naprosto vysta¢ime s komplexnimi ¢isly.

Rada matematickych metod aplikovanych v praxi je ve své podstaté komplexni.
Napriklad Fourierova transformace (resp. Fast Fourier Transform, FFT), vyuzivana k
analyze signalu, je bez aparatu komplexnich ¢isel jen nesikovné popsatelna. Bez kom-
plexnich ¢isel by slo jen velmi tézko formulovat kvantovou fyziku, teorii, na které stoji
fada modernich technologii a jez mozna v blizké budoucnosti kompletné zméni otazku
bezpecnosti IT.

Kvaterniony

Na zavér této kapitolky poznamenejme, ze komplexni ¢isla 1ze jesté dale rozsitit na
(nekomutativni) téleso kvaternionu. V ném nemame jen jednu komplexni jednotku,
ale hned tii (i, j a k). Celkem tedy dostavame ¢tyfi jednotky (jedna realna 1 a tii
~komplexni®), odtud néazev. Vztahy mezi témito jednotkami jsou definovany pomoci

rovnic
?=7?=k*=-1 a ijk=-1. (3.13)

Z téchto vztaht dokazete odvodit dalsi souciny riznych kombinaci jednotek.

Otazka 6: Z defini¢nich vztahti (3.13) odvodte hodnotu soucint
ij a ji

Mnozinu
H={a+0bi+c+dk|a,b,cdeR},

s operacemi definovanymi podobné jako v komplexnich ¢islech, zavedl Hamilton. (Sir
William Rowan Hamilton (4. srpna 1805 — 2. zafi 1865) byl irsky fyzik a matematik.
Poté, co objevil defini¢ni vztahy (3.13), vyryl je do mostu v Dublinu.) Pro¢ se tu o kva-
ternionech zminujeme? Pomoci kvaternioni Ize totiz velmi vyhodné (ve vypocetnim
slova smyslu) pocitat napriklad rotace vektora v tfirozmérném prostoru. Vyuziva jich
fada algoritmt implementovanych v grafickych kartach. Pro zajimavost viz napf. [3].

Otazka 7: Zakreslete nasledujici komplexni ¢isla do komplexni roviny.

a)z = (4+3i)(1—2i), b)yz=(2-1i)%
1

c) z =i(l+1), d)z:2+i.

3.4 Vyznacné podmnoziny realnych cisel

V této kapitole pfipomeneme definici intervall a uvedeme nékolik pojmu popisujicich
vlastnosti podmnozin realnych ¢isel.

#Koteny pocitame dle jejich nasobnosti (tj. napt. polynom 2% — 4 méa dva kofeny —2 a 2).
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Intervaly predstavuji dilezité podmnoziny mnoziny realnych cisel. Pro a, b € R,
a < b, zavadime znaceni:
= {x eR | a<z< b} otevieny interval,
= {x eR | a<zx< b} uzavreny interval,

)
)
) = {x eR | a<z< b} polouzavfeny interval,
) = {x eR | a<z< b} polouzavfeny interval,
)

(a,+00) = {x eR | a < x} neomezeny interval.

Podobné zavadime neomezené intervaly (a, +00), (—00, a) a (—o0, a).

Dale pro podmnoziny realné osy zavadime nasledujici, skoro az o¢ividné, nazvoslovi.
Definice 3.9 (Omezenost mnoziny): Mnozinu A C R nazyvame omezenou shora
(resp. zdola), pravé kdyz existuje konstanta K € R takova, Ze pro kazdé x € A plati

x < K (resp. z > K). Mnozinu A C R nazyvame omezenou, pravé kdyz je omezena
shora i zdola zaroven.

Priklad 3.10: « Naptiklad libovolny uzavfeny interval (a,b) je z definice ome-
zeny shora i zdola. Skute¢né pro kazdé x € (a,b) jisté plati ttebaa — 1 < x a
r<b+1

« Mnozina pfirozenych c¢isel N je omezena zdola (napfiklad lze volit konstantu
K = —m), ale neni omezena shora (pro kazdé ¢islo K existuje pfirozené ¢islo
vétsi nez K, naptiklad [ K| + 1).

« Mnozina celych ¢isel Z neni omezena shora ani zdola

Casto potiebujeme porovnavat prvky mnoziny podle jejich velikosti. DiileZitou roli

pak hraji nejvétsi a nejmensi prvky, tzv. maxima a minima mnoziny. Pfesna definice je
nasledujici.
Definice 3.11 (Maximum a minimum mnoZiny): Necht A C R. Cislo a € A nazy-
vame maximem mnoziny A, pravé kdyz pro kazdé x € A plati nerovnost z < a.
Cislo b € A nazyvidme minimem mnoziny A, pravé kdyz pro kazdé © € A plati
nerovnost z > b. Jinak feceno, maximum (resp. minimum) mnoziny A realnych ¢isel
je jeji prvek, ktery je vétsi (resp. mensi) nebo roven nez vsechny ostatni prvky této
mnoziny. Maximum (resp. minimum) mnoziny A také znac¢ime max A (resp. min A).

Takto definované maximum (pfipadné minimum) mnoziny nemusi vzdy existovat.
Naptiklad interval (1,2) nem4 ani minimum, ani maximum. Cisla 1 ani 2 skute¢né
nepatii do mnoziny (1, 2). S timto faktem se obcas studenti odmitaji smifit, ale je tomu
skute¢né tak. Kdyby existovalo maximum mnoziny (1, 2), oznaé¢me si ho a, pak by toto
a nutné muselo splnovat a < 2 (jinak by do uvedeného intervalu nepatfilo, viz definici
intervalu). Pak ale ¢islo

a—+2 +2—a
=a
2 2
~——
>0

je ostie vétsi nez a a stale mensi nez 2. Patfi proto do intervalu (1,2) a a nemuze byt
maximem mnoziny (1, 2) (ted jsme udélali dukaz!).
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3. ZAKLADNi POJMY VYROKY A LOGICKE SPOJKY

Tento problém lze odstranit zavedenim infima a suprema mnoziny, ktera predsta-
vuji zobecnéni pojml minimum a maximum. Podrobnéji se jim budeme vénovat v
prednaskach BI-ZMA.

Otazka 8: Ktera z nasledujicich mnozin je shora omezena, zdola omezena ¢i omezena?

1. {%‘nGN},

2. mnozina vSech prvocisel,

3. mnozina viech feseni nerovnice 72 — (7 + 1)z + 7 > 0,

4. {sinz | z € R}.

Otazka 9: Urcete maxima a minima nasledujicich mnozin, pokud existuji.
1. A={2,-1,3},

2. B = (4,a),kde a > 4 je pevné zvoleny parametr,

3. C={(-1)"|n €N},

4. D ={2k -3 | k € N},

5. E={2k-3|keZ}.

Otazka 10: Ma prazdna mnozina maximum a minimum?

3.5 Vyroky alogické spojky

Matematicka tvrzeni je vyhodné zapisovat ve zkracené formé pomoci symboliky pre-
dikatové logiky. Podrobné bude tato oblast matematiky probrana v predmétu Matema-
ticka logika (BI-MLO). Diky vyuziti tohoto pfistupu vynikne logicka struktura tvrzeni,
ktera by jinak mohla ¢tenaii ztstat skryta za vétami prirozeného (v nasem pripadé
ceského) jazyka. Na tomto misté pouze stru¢né shrneme zaklady, které jsou ctenafi jiz
jisté znamy.

Poznamka 3.12: Thned u¢ifime jednu motivaéni a vysvétlujici poznamku. Rada stu-
denttt ma k formalnim zapisim jisty odpor. Ten je nutné prekonat. Uvédomte si, zZe
presna formulace matematickych tvrzeni pouze pfirozenym ceskym jazykem je velice
~kiehka“ a ndchylna na dezinterpretaci. Obranou proti tomu je velmi podrobny slovni
popis, ¢imz ovSem text ztraci na Citelnosti. Tento pristup se pouzival ve stfedovéku, od
té doby jsme se jiz posunuli. Formalni zapis odstranuje neurcitost, fada problému tim
nasledné odpada.

Je také vhodné si uvédomit, ze libovolny programovaci jazyk je ve své podstaté
vysoce formalizovany zapis jistych instrukci. Budoucim programatorim by formalné
presné vyjadfovani mélo byt blizké. Pieklada¢ vas vytresta za sebemensi chybicku,
matematika je v tomto sméru preci jen malinko shovivavéjsi!
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3. ZAKLADNi POJMY VYROKY A LOGICKE SPOJKY

Vyrok je tvrzeni, o kterém lze v principu jednoznacné rozhodnout, zda je ¢i neni
pravdivé. Vyroky znacime velkymi pismeny A, B, C,... Casto narazime na vyroky
zavisejici na parametru z, tzv. predikaty, které znac¢ime dle o¢ekavani A(z). Pro rizna
x tak dostavame razné vyroky A(x). Uvedme alespon dva piiklady.

« Necht = probihd mnozinu vech obyvatel planety Zemé. Symbolem A(x) ozname
vyrok ,x je muz“. Oznacuje-li a autora tohoto textu, pak je vyrok A(a) pravdivy.

« Necht x probih4d mnozinu vsech celych ¢isel. Symbolem B(z) ozna¢me vyrok ,x
je sudé ¢islo®. Pravdivymi vyroky pak jsou napiiklad B(2), ¢i B(4), ale B(99)
pravdivy neni.

Pripomenme ¢tyfi zdkladni vyrokové spojky (operace), pomoci nichz z danych vy-
roku sestavujeme slozitéjsi. K dispozici mame:

« A, negace, A neni pravdivé.

A N B, konjunkece, plati A a zaroven B.
« AV B, disjunkce, plati A nebo** B.
« A = B, implikace, A implikuje B, pfipadné z A plyne B.

« A & B, ekvivalence, A je ekvivalentni s B, pfipadné A plati pravé tehdy kdyz
B.

V zavislosti na pravdivostnim ohodnoceni prvotnich vyroki A a B jsou pravdivostni
hodnoty vyrokovych spojek dany nasledujici tabulkou (symbol 1 standardné oznacuje
pravdivost a 0 nepravdivost).

A B -A ANB AVB A=B A&B

0 0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1

Abychom mohli kvantifikovat proménné vyskytujici se ve vyrokovych formulich,
zavadime tii kvantifikatory

+ V, obecny kvantifikator, pro vsechna, pro kazdé.
+ 3, existen¢ni kvantifikator, existuje, pro néjaké.
« Jl, 31, existuje pravé jedno.

Pokud proménna = probiha vsechna realna cisla, piseme Vx € R. Podobné pokud se
tvrdi existence celého c¢isla k, pisSeme Jk € Z. Pro vétsi piehlednost kvantifikatory v
zépisu formule oddélujeme zavorkami. Pfedvedme si nazornou ukazku.

#“Toto ,nebo” neni exkluzivni.
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Priklad 3.13: Prirozené cislo p je prvocislo, pravé kdyz kazdé prirozené k délici p je
rovno 1 nebo p. Zapsano pomoci kvantifikatorti a vyrokovych spojek odpovida tomuto
tvrzeni formule

(VkeN)(klp = (k=1V k=p)),
zde pouzivame oznaceni k|p pro predikat .k déli p“.

Priklad 3.14: Podminku v definici omezenosti mnoziny A C R shora bychom mohli
ekvivalentné vyjadrit nasledujici formuli

(3K € R)(Vz € A)(z < K)

Priklad 3.15: Goldbachova hypotéza patfi mezijednoduché matematicka tvrzeni, ktera
jsou numericky ozkousena pro miliény ptipadut, ale dikaz jejich pravdivosti doposud
neni znam. Tato hypotéza tvrdi, Ze kazdé sudé prirozené cislo lze vyjadrit jako sou-
cet dvou prvocisel. Oznacime P mnozinu vSech prvocisel a 2N mnozinu vsech sudych
prirozenych ¢isel, pak Goldbachovu hypotézu lze vyjadrit formuli

(Vn € 2N)(Fk,l € P)(n =k +1).

Nutna a postacujici podminka

Na zaveér této podkapitoly oziejmime jesté jeden obrat Casto pouzivany (nejen) v mate-
matické literatufe, a sice vysvétlime vyznam ,postacujici” a ,nutné“ podminky. Plati-li
tvrzeni A = B, pak o A mluvime jako o postacujici podmince pro B a o B mluvime
jako o nutné podmince pro A.

Duvod k tomuto nazvoslovi by mél byt o¢ividny. Plati-li tvrzeni A = B a vime-li,
ze A je pravdivé, pak plati i B! Platnost A tedy staci pro to, aby platilo B. Naopak,
pokud je tvrzeni A = B pravdivé a vime, Ze B je nepravdivé, potom A je nepravdivé.
Tj. aby vibec A mohlo byt pravdivé, tak B musi byt nutné pravdivé.

Konec¢né, je-li jisté tvrzeni nutnou a postacujici podminkou pro A, pak je ekvi-
valentni A.

Priklad 3.16: Nutnou podminkou pro piijeti studenta na FIT CVUT je podani pii-
hlasky na FIT CVUT. Podani piihlagky na FIT CVUT ale neni postacujici podminkou
pro pfijeti na FIT CVUT.

Otazka 11: Je sudost pfirozeného ¢isla nutna pro jeho neprvociselnost?

3.6 ZKkracené psani souctu a soucinu

Latka v této kapitole je pravdépodobné pro ¢tenafe nova. Neni vsak naro¢na, v podstaté
jde o zalezitost notace, s kterou je dobré se co nejdrive seznamit.

Velmi ¢asto narazime na potfebu scitat jisty konecny pocet ¢isel aq, as, . . ., a,, pti-
padné na pottebu diskutovat vlastnosti tohoto souctu. Misto zdlouhavého a potenci-
alné nejednoznac¢ného® vyrazu

ay+as+---+ay (3.14)

#Ctenat by mohl v konkrétnim ptipadné $patné pochopit, co ma doplnit za ,tecky“. Mohlo by se
tak snadno stat, Ze ¢tenafi nedavame snadno pochopitelnou informaci, ale IQ test. Situace se dale kom-
plikuje, pokud navic i kazdy ze s¢itanct je opét jistym souétem. Napiiklad: 1 +04+0+ 2+ 10 +4 +
40+ --- + 365596 =7
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piSeme

Symbol >, tedy velké pismeno sigma, pochazi z fecké abecedy, kde oznacuje velké
,S . Je zvoleno, protoze oznacuje soucet (v ¢estiné jde o nahodu, anglicky sum, latinsky
summa). ,Lokalni proménna“ k se nazyvé s¢itaci index, ¢islo 1 se oznac¢uje jako dolni
mez a Cislo n jako horni mez. Je pouze na nasi volbé, jak scitaci index oznacime.

Napriklad soucty
Saa Y
k=1 j=1

jsou sirovné, nebot oznacuji stejny soucet (3.14), ktery samoziejmé na zadném scitacim
indexu nezavisi (nevyskytuje se v ném ani k, ani j). VSimnéte si ovSem, Ze s¢itaci index
je vzdy stejny pod symbolem sumy i ve s¢itanci, naproti tomu plati

J

n
g aj:gj+aj+...+aj:n.aj’
_ v
k=1 ~
coz je zcela néco jiného.
Diky asociativnimu a komutativnimu zakonu (viz rovnici (3.8)) plati rovnost

n

D (ar+bi) =D ar+ Y b (3.15)
k=1 k=1

k=1

Skutec¢né, staci pouzit asociativitu a komutativitu sc¢itani a vhodné preusporadat sci-
tance. Podobné diky distributivnimu zakonu (viz rovnici (3.9)) je pravdivé tvrzeni

n

Z(C Lag) =c- Zak, (3.16)
k=1

k=1

kde ¢ € R je jista konstanta, tedy ¢islo nezavislé na k. Tato rovnice pfedstavuje zo-
becnéni znamé operace ,vytykani pred zavorku®. V obou rovnicich (3.15) a (3.16) je
naprosto podstatné, ze dolni i horni mez je stejna.
Ukazme si tento koncept na konkrétnim prikladé. Chceme mluvit o souctu vsech
pfirozenych ¢isel od 3 do 10. Zkraceny zapis je nasledujici
10
S=3+44+5+6+T+8+9+10=>) k. (3.17)
k=3
Porovnejme tento zptisob zapisu souctu s pouzitim for cyklu k nalezeni tohoto souctu
v jazyce C.

int main ()

{
int sum = 0;
for (int k = 3; k <= 10; k++) sum += k;
cout << mSoucet : []<< sum << endl;
return O;
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K provadéni vypoctli pomoci této sumacni notace je dobré umét manipulovat se scita-
cimi indexy. Napriklad soucet S' v rovnici (3.17) 1ze zapsat také jako (s¢itame v opacném
poradi)
8
S=> (11-k)=10+9+8+T+6+5+4+3,
k=1

nebo (sc¢itaci index bézi pékné od 1 a s¢itame ve stejném poradi jako ptivodné)

S=> (2+k).

k=1

Zdtraznéme pointu tohoto odstavce znovu. jJeden soucet lze vyjadrit mnoha ekvivalent-
nimi zpusoby.
Nékdy se zménou mezi s¢itaciho indexu soucet zménit nemusi, jako naptiklad zde

k=1 k=0

Pridali jsme totiZ jen ¢len odpovidajici & = 0 spliujici 02 = 0.

Priklad 3.17: Traduje se, Ze mlady Gauss dostal ve skole za kol se¢ist vSechna ¢isla
od 1 do 100. Jako jediny ve tfidé dosahl dobrého vysledku, nebot nescital ¢isla od
nejmensiho k nejvétsimu, ale v§iml si, Ze pokud secte prvni (tj. 1) s poslednim (tj. 100),
dostane soucet 101, pokud secte druhé (tj. 2) a pfedposledni (tj. 99), dostane opét 101.
Takto muze postupovat az k 50 + 51 = 101. Graficky je tento postup znazornén na
obrazku 3.7. Vysledek je tedy

50 - 101 = 5050.

Obecné plati, Ze soucet ¢isel od 1 do jistého prirozeného n je

1) 1
Zk— "+ nn;r . (3.18)

Diikaz Gaussovy souctové formulky. Pomoci sumacni notace je snadné Gaussovu mys-
lenku popsat nasledovné

100 50 50
Y k=> (k+(101—k)) =) 101 =50-101 = 5050.
k=1 k=1 k=1

Vsimnéme si, Ze naprosto stejny trik 1ze pouzit v pripadé, Ze mame secist ¢isla od 1 do
obecného n:

2Zk_2k+2n+1— :zn:(k+(n+1—k)):
k=1 k=1

:Z(n+1):n(n+1)

k=1

Dostavame tak veleznamy vzorecek (3.18). O

35



3. ZAKLADNi POJMY ZKRACENE PSANT SOUCTU A SOUCINU

1 2 3 - 50 5L --- 98 99 100

K>101<j

101
101

101
_'_
5050

Obrazek 3.7: Gaussuv trik pro secteni prvnich sto pfirozenych ¢isel.

K dostate¢nému ocenéni tohoto vysledku je vhodné si uvédomit rozdil mezi zada-
nim (secist ¢isla od 1 do 100) a vysledkem. Na levé strané rovnosti

%k_ 100 - (100 + 1)
B 2

k=1

musime provést celkem 99 operaci s¢itani oproti jednomu sc¢itani, nasobeni a déleni
na strané pravé. Proto byl Gauss jediny, kdo ziskal dobry vysledek. Poznamenejme, Ze
kdyz budeme zvétsovat n, bude pocet operaci na levé strané stale rast, kdezto pocet
operaci nutnych k vyhodnoceni Gaussova vzorecku bude stale stejny. Implementace
tohoto konkrétniho souctu pomoci prosté sumy by proto byla zna¢né neefektivni. Po-
moci Landauovy symboliky lze toto pozorovani vyjadrit konstatovanim, Ze vypocetni
slozitost sou¢tu samotného je O(n) a Gaussova vzorce O(1). O Landauové symbolice
se dozvite na pfednaskach BI-ZMA a zejména BI-ZDM.

Dalsi soucet, ktery jsme schopni vyjadrit explicitné bez symbolu sumy, je obsahem
nasledujiciho prikladu.

Priklad 3.18: Pro kazdé realné ¢ riizné od 1 a prirozené n plati

n

n 1_

E ¢t = ; iy (3.19)
—q

k=1

Diikaz vzorce pro soucet clenti geometrické posloupnosti. Oznacme si zkoumany vyraz
jako

Sp = qu_l, n € N.
k=1

Vsimnéme si, jak se tento vyraz chova vzhledem k vynasobeni kvocientem g. Kon-
krétné pfimo z definice .S,, plynou vztahy

Sppt =144+ @+ +- +¢ " +¢" =1+q(l+q+-+q" 7 +¢"") =
:1+an7
SnJrl:Sn_'_qna
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platné pro libovolné kladné prirozené n. Porovnanim téchto dvou riznych vyrazi pro
S+1 dostadvame rovnost
n+

1+an:Sn—|—qn7 HEN,

odkud
S,(1—¢)=1-¢", neN.

Za uvedeného predpokladu g # 1 pak ihned dostavame dokazovany vztah (3.19).
Alternativné bychom se také mohli odvolat na poznamku 2.8. [

Alternativni ditkaz vzorce pro soucet clenti geometrické posloupnosti. Kazdé tvrzeni mtze
mit vice dikaz, neexistuje vzdy jen jeden. Dikazy se od sebe ale mohou lisit svou
komplexitou a ptivabnosti. Vzorec pro soucet prvnich nékolika ¢lenti geometrické po-
sloupnosti bychom alternativné mohli dokazat invokovanim jiz dokazané véty 2.7. V
ni polozme a = q a b = 1. Pak tvrzeni uvedené véty po vynasobeni obou stran ¢islem
—1 1ika, ze pro kazdé n € Ny plati rovnost

n—1

l—q"=(1-9q)) ¢"

k=0

Za predpokladu g # 1 tedy dostavame hledany vztah

O]

Otazka 12: Lze se v pfedchozim pfikladu zbavit pfedpokladu ¢ # 1? Jak je pfipadné
nutné zménit formulku (3.19)?

Otazka 13: K procviceni zakladnich operaci se sumami vypoctéte

Otazka 14: Ktery z nasledujicich vyrazi lze bez dalstho komentare jednoznacné in-
terpretovat, tedy prifadit mu jednoznacné ¢iselnou hodnotu?

4 30
a) > k+1, b)j> 30k
k j=1

0i
c) ZQ]’, d) zj:sinj.
i j=1
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Zkraceny zapis soucinu

Podobné jako soucet Ize zkracené zapisovat i soucin. K tomu se pouziva velké recké
pismeno [ ] (¢ti pi, produkt). Naptiklad souéin prvnich deseti ptirozenych ¢isel lze za-

psat
10

1-2-3-4-5-6-7-8-9-10=[] k.
k=1
S produkty se manipuluje velmi podobné jako se sumami. Jedinym rozdilem je, Ze misto
s¢itani pouzivame nasobenti, jinak je myslenka stejna. Napriklad plati

kf[lak'bk: <;f[1ak) : (lf[lbk),

n
Hc-ak = C"Hak.
k=1 k=1

3.7 Faktorial a kombinacni c¢isla

Faktorial kladného pfirozeného ¢isla n je definovan predpisem

n!:= ﬁ k.
k=1

Pfipomenme, Ze se dale zvlast definuje faktorial nuly, 0! := 1. Faktorial zapornych
celych ¢isel neni definovan.

Faktorial 1ze rozsirit na vSechna realna ¢isla vyjma zapornych celych ¢isel. Timto
rozsifenim je specialni funkce I, ktera spliiuje I'(n + 1) = n! pro n € Ny a navic plati
['(x+4+1) =2l(z) prox € R {...,—2,—1,0}. S funkeci I se Ctenaf zajisté setkd v
pfedmétu Pravdépodobnost a statistika (BI-PST).

Kombinacni ¢isla nachazeji ¢asto uplatnéni v praktickych vypoctech. Pro pfiro-
zené n a celé k splnujici 0 < k£ < n definujeme

(1) =5 m

Ackoliv tato definice vypada nepfehledné, skutecny vyznam kombinacéniho ¢isla (Z) je
prosty. Toto ¢islo predstavuje pocet zptsobu, jak z n objektti vybrat £ objektd, nezalezi-
li na poradi a neuvazujeme-li opakovany vybeér jiz vybraného objektu.

Casto se hodi znat vechna kombinaé¢ni &isla pro pevné n. K jejich vypoétu lze
pouzit Pascaliv trojuhelnik. Nejprve si vsimnéme, Ze plati rovnost

(k - 1) " (Z) = ("Zl) (3.20)
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Skutecéné,

(/{:ﬁl) * (Z) e k;+71!)!(k;— D —n/i;)!k! -

n! 1 1
- (n—k;)!(k—l)!(n—k+1+E> -
—_——

(1) (nA41

C(n—k+ DK ( k )
Predstavme si, Ze usporadame kombinacni ¢isla do tzv. Pascalova trojuhelniku. Vzo-
rec (3.20) nam pak rika, Ze soucet sousednich kombinac¢nich ¢isel najdeme o fadek nize.
Viz obrazek 3.8.

Radky Pascalova trojihelniky indexujeme od nuly, napt. tedy v nultém fadku je
pouze 1, v prvnim fadku 1, 1, ve druhém tadku 1, 2, 1 atd. Tento zpusob indexovani je
konvencné zvolen tak, aby kombinac¢ni ¢isla (Z) lezela v n. fadku. Snadnéji se pak také
pamatuje binomicka véta (viz rovnici 2.1), koeficienty pro vyraz (a + b)" hledame v n.

fadku (kdybych Pascalav trojahelnik indexovali od jedné, pak by tyto koeficienty byly
v (n — 1). fadku, coz by nebylo hezké).

3.8 Vyznamné konstanty

V aplikacich velmi ¢asto narazime na potfebu pocitat s Eulerovym c¢islem (ozn. e) a
Ludolfovym cislem (ozn. 7). Pfiblizné hodnoty téchto konstant s pfesnosti na tisic
desetinnych mist jsou uvedeny nize.

T~ 3.14159265358979323846264338327950288419716939937510582097494459230781
64062862089986280348253421170679821480865132823066470938446095505822
31725359408128481117450284102701938521105559644622948954930381964428
81097566593344612847564823378678316527120190914564856692346034861045
43266482133936072602491412737245870066063155881748815209209628292540
91715364367892590360011330530548820466521384146951941511609433057270
36575959195309218611738193261179310511854807446237996274956 735188575
27248912279381830119491298336733624406566430860213949463952247371907
02179860943702770539217176293176752384674818467669405132000568127145
26356082778577134275778960917363717872146844090122495343014654958537
10507922796892589235420199561121290219608640344181598136297747713099
60518707211349999998372978049951059731732816096318595024459455346908
30264252230825334468503526193118817101000313783875288658753320838142
06171776691473035982534904287554687311595628638823537875937519577818
27780532171226806613001927876611195909216420199 . ..
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1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Obrazek 3.8: Pascalav trojuhelnik.

e~ 2.71828182845904523536028747135266249775724709369995957496696 762772407
66303535475945713821785251664274274663919320030599218174135966290435
72900334295260595630738132328627943490763233829880753195251019011573
83418793070215408914993488416750924476146066808226480016847741185374
23454424371075390777449920695517027618386062613313845830007520449338
26560297606737113200709328709127443747047230696977209310141692836819
02551510865746377211125238978442505695369677078544996996794686445490
59879316368892300987931277361782154249992295763514822082698951936680
33182528869398496465105820939239829488793320362509443117301238197068
41614039701983767932068328237646480429531180232878250981945581530175
67173613320698112509961818815930416903515988885193458072738667385894
22879228499892086805825749279610484198444363463244968487560233624827
04197862320900216099023530436994184914631409343173814364054625315209
61836908887070167683964243781405927145635490613031072085103837505101

15747704171898610687396965521267154688957035035 . . .
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3. ZAKLADNi POJMY VYZNAMNE KONSTANTY

Definici Eulerova ¢isla se budeme podrobné zabyvat na prednaskach BI-ZMA. Vyznam
Cisla 7 asi neni tfeba zdliraznovat. Jedna z aplikaci ¢isla e souvisi s jeho pouzitim jako
zékladu v pfirozeném logaritmu o kterém se budeme bavit v sekci 4.10.
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4 Elementarni funkce

V této kapitole probereme nejprve samotny koncept funkce a dale shrneme vlastnosti
nékolika vseobecné znamych realnych funkci realné proménné f. Tyto funkce a zna-
lost jejich vlastnosti by mély patfit do vseobecného prehledu (jakéhosi pomyslného
studentova/studentcina toolkitu).

4.1 Co je to funkce?

Pro tcely tohoto opakovaciho textu budeme pod pojmem ,funkce“ chapat nasledujici:

Definice 4.1 (Realna funkce realné proménné): Méjme neprazdnou mnozinu realnych
¢isel A C R. Realnou funkeci realné proménné (zkracené funkci) f rozumime jedno-
znacny zpisob jak kazdému ¢islu x z mnoziny A pfifadit realné ¢islo f(x). Takovouto
funkci znac¢ime f : A — R. Je-li a € A a pfifazuje-li mu funkce f ¢islo b = f(a), pak
o ¢isle a mluvime jako o vzoru ¢isla b a o b jako o obrazu ¢isla a vzhledem k funkci f.
O f(a) také mluvime jako o funkéni hodnoté funkce f v bodé a.

Dulezitost pojmu funkce asi ani nelze dostate¢né zduraznit. Hned po pojmu ,mnoZina“
pujde v nasem nadchazejicim studiu o dilezity stavebni kdmen (jesté dulezitéjsi bude
obecnéjsi ,zobrazeni®, ale tim se budeme zabyvat az v BI-ZMA). Davod by mél byt
nasnadé. Mnoziny jsou ze své podstaty ,statické” objekty. Jakmile chceme popisovat
zménu, dynamické procesy, ¢i jinak manipulovat s prvky mnozin, pfirozené se nabizi
pouzit funkei.

Priklad 4.2: Uvazme mnozinu A = (—1, 1). Pokusme se zadat funkci g nasledujicim
zptisobem: ke kazdému x z mnoziny A piifadme realné y splitujici 22 + y? = 1. Je
timto zpiisobem jednozna¢né zadana funkce g : A — R? Méjme tedy = € A. Ptame se,
je-liy € R podminkou z%+y? = 1 zad4no jednoznaéné. Tato podminka je ekvivalentni
rovnosti

P =1-2% (4.1)

Pokud z € A pak 1 — 2% > 0 a rovnice (4.1) ma proto dvé feSeni (pro x # +1)
y=+Vv1-—2x2

Které y si mame vybrat? Toto neni jednoznacny zpusob prifazeni o kterém se mluvi v
definici funkce. Zptisobem popsanym na zacatku tohoto prikladu tedy nelze sestrojit
funkci. Musime zadani lehce upravit.

Priklad 4.3: Uvazme mnozinu A = (—1, 1). Pokusme se zadat funkci g nésledujicim
zptisobem: ke kazdému x z mnoziny A ptifadme nezaporné realné y spliujici 2> +
y? = 1°. Je timto zpiisobem jednoznaéné zadana funkce g : A — R? Ze zacatku lze
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4. ELEMENTARNI FUNKCE Co JE TO FUNKCE?

postupovat stejné jako v predchozim prikladu. Ovsem v okamziku kdy mame vyfesit
rovnici (4.1) vzhledem k y pro zadané z € A si sta¢i uvédomit, Ze tato rovnice ma v
tomto pripadé praveé jedno nezdaporné feseni

y=v1-—ua2

Toto y je obrazem zadaného x € A. Definice funkce g uvedena na zacatku tohoto
prikladu je tedy v poradku a my ji po této ivaze muzeme zapsat explicitnéji:

g(x) = V1—2a2,

kde defini¢nim oborem této funkce je D, = A = (—1,1).

Mluvime-li o funkcich je velmi ¢asto potfebné souhrné mluvit o zobrazovanych
objektech a moznych funkénich hodnotach.

Definice 4.4: Méjme funkci f : A — R ve smyslu definice 4.1. O mnoziné A mluvime
jako o defini¢nim oboru a znac¢ime ji D;. Mnozinu

Hy = {beR| (3a € Dy)(f(a) = 1)) (42)

nazyvame oborem hodnot funkce f.

Pripomenme vyznam symbolického zapisu pouzitého v rovnici (4.2). Mnozina H
je tvofena vSemi realnymi b pro které existuje a z defini¢niho oboru funkce f spliiujici
f(a) = b. Defini¢ni obor funkce f také obcas znacime bez indexu, tj. D(f).

Na tomto misté upozornéme na jeden Casto se u studentt vyskytujici omyl. Je-li
dana funkce f : A — R, pak R nemusi nutné byt obor hodnot. Naptiklad funkce sin, o
které se budeme bavit dale, je ve smyslu notace z definice 4.1 funkce sin : R — R. Jeji
obor hodnot je ovéem mnozina Hg, = (—1,1). Coz jisté neni cela realna osa.

Ctenéf je jisté zvykly zadavat f(x) pomoci explicitniho vzorce udavajiciho, jaké
operace je potieba s (relnym) ¢islem = provést, abychom ziskali jeho obraz f(x). Toto
neni jediny (ani nejcastéjsi) zptisob zadani funkce f. Dalsi zpusoby si ukazeme v BI-
ZMA. Je-li takto zadan funkéni predpis (vzorec) bez dalsiho komentare, pak mnozinu
vSech realnych z, pro kterd ma f(x) smysl jakoZto realné ¢islo, nazyvame piirozenym
defini¢cnim oborem takovéto funkce f.

Napiiklad zapisem f(x) = x? + 3z mame pro kazdé realné = jednoznacné f(z),
které ziskame provedenim uvedenych operaci (zde vynasobenim = sama se sebou a pfi-
¢tenim trojnasobku z). Pokud neni fe€eno jinak, je tato funkce definovana na nejvétsi
mozné mnoziné realnych cisel, kde ma uvedeny predpis smysl, zde tedy Dy = R.

Je dobré neztotoznovat ,vzorec” a ,funkci®. Funkce lze zadat mnoha dal$imi zpt-
soby, jak si zanedlouho ukazeme. Také je dobré si uvédomit, ze nékteré vzorce jsou v
podstaté v tento okamzik ,podvodné® a stiedoskolska matematika nam mnoho nefika
o skute¢ném vypoctu. Jak napiiklad spoéteme hodnotu \/x, nebo sin(z)?. Pro konkrétni
hodnoty z 1ze k vypoctu pouzit kalkulacku, ale jak je spocte ona? Tim se budeme mimo
jiné zabyvat v BI-ZMA.

Priklad 4.5: Uvedme alespon jeden priklad. Dejme tomu, Ze je zadana funkce pred-

pisem
h(z) =Vz%—3z+ 2,
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4. ELEMENTARNI FUNKCE Co JE TO FUNKCE?

bez jakéhokoliv komentare o definicnim oboru. Jejim defini¢nim oborem je tedy vyse
uvedeny prirozeny obor. Ten musime nalézt. Argument druhé odmocniny musi byt
nezaporny, tedy z patfici do defini¢niho oboru funkce i musi splnit

0<22-32+2=(2-2)(z—1)

Soucin dvou realnych ¢isel je nezaporny, pravé kdyz jsou obé dana ¢isla nezaporna
nebo nekladna. Aby z patfilo do Dj, musi tedy platit 2 > 2 a soucasné z > 1 (tj. z > 2)
nebo z < 2 a soucasné z < 1 (tj. z < 1). Pfirozenym definicnim oborem nasi funkce h
proto je

Dy, = (—00,1) U (2,400).

Priklad 4.6: Ne kazdy vzorecek zadava funkci. Napriklad ani jeden z vyraza
vV—1—22, Inlnsin(z),

nema smysl pro zadné realné x.

K znazornéni funkce lze pouzit jeji graf. Zavedeme-li v roviné dvé pravouhlé sou-
fadné osy oznacované standardné x (vodorovna osa, nezavisle proménna) a y (svisla
osa, zavisle proménna), pak grafem funkce f nazyvame mnozinu bodua (z,y) € R x R
spliwyjicich y = f(x). Plati tedy

graf f = {(z, f(z)) e RxR |z € Dy}.

Nyni se budeme vénovat nékolika typtim a druhiim znamych funkci. Piehled vlast-
nosti mnoha funkeci 1ze nalézt napft. v knizce [1] nebo na strance [5].

Vlastnosti funkci

Abychom mohli snadno mluvit o chovani funkci vyplati se zavést nékolik uzitecnych
pojmi. Podle rastu rozlisujeme nasledujici typy:

Definice 4.7: Funkce f s defini¢nim oborem Dy C R je na mnoziné A C Dy

- rostouci, jestlize (Vz,y € A)(z < y = f(z) < f(y)), slovné: jestlize pro kazdé
x ay z mnoziny A plati, ze je-li v < y pak f(z) < f(y),

- ostie rostouct, jestlize (Vz,y € A)(z <y = f(z) < f(y)),

« klesajici, jestlize (Vz,y € A) (x <y= f(zx) > f(y)),

- ostie klesajici, jestlize (Vz,y € A)(z <y = f(z) > f(y)),

- monotonni, jestlize je rostouci nebo klesajici,

- ryze monotonni, jestliZe je ostfe rostouci nebo ostte klesajici.

Zde opét Ctenafe upozorinujeme na poznamku 3.1. Nami pouzivané nazvoslovi neni

prilis v nasi zemi rozsifené, pouziva se spise v anglosaské literatuie a terminologii. Je

vevs

studiu anglické literatury (viz napft. [9]). To je jeden z divod motivujici nasi volbu.
Z hlediska symetrii funkci rozlisujeme funkce sudé, liché a periodické.
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Definice 4.8: Funkce [ se nazyva
« suda, jestlize (Vz € Dy)((—x € Dy) a (f(—x) = f(z))),
« licha, jestlize (Vo € Df)((—x € Dy) a (f(—x) = —f(x))),

« periodicka s periodou 7' > 0, jestlize (Vx € Dy)((x + T € Dy) a (f(x) =
flz+T))).

Graf sudé funkce je osové symetricky vici ose y. Graf liché funkce je bodové syme-
tricky vuci pocatku sourfadnic. Funkéni hodnota periodické funkce v bodé x se nezméni
s posunutim 7" do bodu z + 7.

Konec¢né na tomto misté pripomenme pojem prosté funkce.

Definice 4.9: Funkci f : Dy — R nazyvame prostou, pravé kdyz pro kazda dvé
riiznd ¢isla a a b z defini¢niho oboru funkce f jsou i jejich funkéni hodnoty f(a) a f(b)
ruzné. Ekvivalentné zapsano symbolicky,

(Va,b€ Dy)la# b= f(a) # ).
Alternativné lze pozadavek v definici preformulovat takto: funkce f je prosta, pravé

kdyz pro kazda dvé ¢isla a,b € Dy spliwujici f(a) = f(b) plati a = b.

Piiklad 4.10: Napiiklad funkce f(z) = 22 definovana na celém R neni prosta. Neni

splnén pozadavek v definici, staci zvolit dvé o¢ividné rizna ¢islaa = 1a b = —1 pro
ktera plati f(1) = f(—1).

Naproti tomu funkce f(r) = 2% definovana na celém R uZ prosta je. Skute¢né,
vezméme dvé a,b € R splijici f(a) = a®> = b* = f(b). Plyne odtud rovnost a = b? Z
predpokladu pouzitim znamého algebraického vzorce (viz vétu 2.7) plyne rovnost

0=2a®—b*= (a—0b)(a*+ ab+b?) (4.3)

Vyraz v druhé zavorce je nulovy pravé tehdy kdyz a = b = 0. O tom se miZeme
presvédcit upravou na ¢tverec:

b v 3 b\°> 3
2 2 2 2 2
+ab+0"=a"+2a- +— + =
a+ab+b"=a ag + 7 4b (a -+ 2) + 46
Pokud je alespon jedno z a, b nenulové, pak z (4.3) nutné plyne a = b.

Poznamka 4.11: Mezi Casté studentské myty patii tvrzeni: funkce f je prosta, pravé
kdyz kazdy vzor ma praveé jeden obraz. Toto tvrzeni plati pro kazdou funkci, nevyjadiuje
prostotu funkce. Je totiz vagni ve smyslu pouziti souslovi ,pravé jeden®.

Ve zbytku této kapitoly se budeme zabyvat vlastnostmi konkrétnich znamych funkci.

4.2 Absolutni hodnota

Pro realné ¢islo x klademe

—x, x<0.

x, z >0,
|z| = { (4.4)

45



4. ELEMENTARNI FUNKCE ABSOLUTNI HODNOTA
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Obrazek 4.1: Graf absolutni hodnoty.

Funkci |x| nazyvame absolutni hodnota. Zapis pouzity v rovnici (4.4) je tieba inter-
pretovat nasledovné: Pokud je dané = vétsi nebo rovno 0, pak je |x| definovana jako
x a v ptipadé, Ze x je zaporné, je |x| definovana jako —z. Graf absolutni hodnoty je
vynesen na obrazku 4.1.

Shriime nyni nékolik zakladnich vlastnosti absolutni hodnoty. Defini¢cnim oborem
absolutni hodnoty je ziejmé cela realna osa, tj. Dj;) = R. Oborem hodnot absolutni
hodnoty jsou vSechny nezaporna realna ¢isla, tedy H|,; = (0, 4+00). Skutecné, z de-
finice (4.4) o¢ividné plyne nerovnost |z| > 0 pro kazdé x a na druhou stranu pro
libovolné y > 0 plati |y| = y. Dale pfimo z definice (4.4) jasné plyne, Ze pro kazdé
realné x a y plati

el =], e<lz, —z<la] (@5)

a (rozmyslete!)

|z -yl = |z] - [yl = — pokudy # 0.

Absolutni hodnota je (ostfe) rostouci funkce na intervalu (0, +00) a (ostie) klesajici
funkce na intervalu (—oo, 0). Pfimo z definice také vidime, Ze se jedna o sudou funkci.

Dalsi veledulezitou vlastnosti absolutni hodnoty je tzv. trojuhelnikova nerov-
nost. Tu si pro jeji dulezitost (v ptilce semestru v BI-ZMA si zkuste uvédomit co vse
jsme pomoci ni dokazali) zformulujeme jako samostatnou vétu.

Véta 4.12 (trojahelnikova nerovnost): Pro kazdé realné x a y plati nerovnost
|7+ y| < [z +[yl.
Diikaz. Uvazme libovolné pevné dana realna x a y. Pokud
- x4y >0pak|r+yl=z+y<|z|+]yl,
» x4y <0pakfr+yl=—(r+y)=—z—y<l|z|+]y]
Skute¢né, pro kazdé realné = totiz plati z < |z|. O

Otazka 15: Dokazte nebo vyvratte tvrzeni: pro kazdé x € R plati V22 = x.
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4.3 Dolni a horni cela ¢ast

Dalsimi casto pouzivanymi a uzite¢nymi funkcemi jsou dolni cela ¢ast a horni cela
cast realného cisla.

Dolni cela cast realného ¢isla x je definovana jako nejvétsi celé ¢islo mensi nebo
rovné z a zna¢ime ji [z ]. Podobné horni cela ¢ast realného ¢isla x je definovana jako
nejmensi celé ¢islo vétsi nebo rovné = a znacime ji [x]. Explicitné bychom tedy mohli
psat (pouze symbolicky vyjadiime to co jsme v predchozich vétach uvedli slovné; viz
definici 3.11):

|z] = max{m € Z | m < z},
[] = min{m € Z | m > z}.

Defini¢nim oborem horni i dolni celé ¢asti je opét cela realna osa R. Skutecné, dle
uvedené konstrukce jme schopni |z |, resp. [z ], zkonstruovat pro kazdé realné ¢islo .
Oborem hodnot téchto funkci jsou pak vSechna cela ¢isla, Z. Obé funkce jsou rostouci
(ne ostfe; napt. [0] = |[1/2]), nejsou sudé, liché ani periodické. Grafy horni a dolni
celé ¢asti jsou uvedeny na obrazku 4.2.

4.4 Linearni funkce

Linearni funkci*® nazyvame kazdou funkci, pro niz existuji konstanty a,b € R tak,
Ze rovnost
flx)=ax+0b (4.6)

plati pro kazdé x € R. Grafem linearni funkce je pfimka, viz obrazek 4.3.

Dle definice je defini¢nim oborem linearni funkce cela realna osa. Pokud a # 0,
pak oborem hodnot funkce (4.6) je opét cela realné osa. V ptipadé a = 0 je oborem
hodnot funkce (4.6) pouze jednobodova mnozina H; = {b}. Shrnuto

D; =R,

R, a#0,
Hy = {{b}, a=0.

Specialni pfipad s nulovym a, tj. f(z) = b, nazyvame konstantni funkci.

Priseciky linearni funkce s osou x je snadné nalézt, napiiklad rovnice ax + b = 0
mafteSenix = %b za predpokladu, Ze a je nenulové. Pokud je a nulové a b nenulové, pak
prislusna rovnice nema zadné feseni a zadny prusecik s osou x neexistuje. V pripadé,
Ze a je nulové a b taktéz, jedna se o nulovou funkci, jejiz graf splyva s osou x.

Monotonie linearni funkce f(z) = ax + b zavisi na hodnoté koeficientu a, ten
predstavuje smérnici pfimky tvorené grafem funkce f. Je-li a > 0 (resp. a > 0), pak
je f ostfe rostouci (resp. rostouct). Je-lia < 0 (resp. a < 0), pak je f ostre klesajici (resp.
klesajici). Konec¢né, je-li a = 0, pak je f rostouci i klesajici zaroven, tj. je konstantni.

Linearni funkce f(z) = ax + b je suda pouze pokud a = 0. Licha je pravé tehdy,
kdyz jeji graf prochazi bodem (0, 0), tj. kdyz f(0) = 0, nebo ekvivalentné b = 0. Je
periodicka pravé tehdy, kdyz je konstantni (tj. « = 0). VSimnéte si ale, Zze v tomto
pripadé nema nejmensi periodu, libovolné kladné ¢islo je jeji periodou!

467 latinského linealis, coZ znamena ,piimy“ & ,rovny"“.
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Yy=—x—2

—y=2x+1
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4. ELEMENTARNI FUNKCE

Obrazek 4.2: Grafy dolni (vlevo) a horni (vpravo) celé casti.

Obrazek 4.3: Grafy nékolika linearnich funkci.
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Otazka 16: Na zacatku této sekce bylo feceno, zZe grafem kazdé linearni funkce je
pfimka. Je naopak kazda primka grafem linearni funkce?

Otazka 17: V predchozim textu byly zminény ptiklady linearnich funkei f(x) =
az + b s pravé jednim, resp. zadnym, prusecikem s osou x. Vycerpali jsme tim vSechny
moznosti co se tyce poctu prisecika linarnich funkei s osou z?

Poznamka 4.13 (Terminologicka): V druhém semestru budete studovat predmeét Li-
nearni algebra (BI-LIN) kde ustfedni roli hraje pojem linearni zobrazeni. Na tomto misté
Ctenafe upozornéme, ze slovicko ,linearni® v linearni algebfe znamena pozadavek

flx+ay) = f(z)+af(y)

pro vSechny vektory z,y a vSechna ¢isla a. Tuto podminku zde zavedené linearni
funkce splnuji jen a pouze pokud b = 0, tj. pravé kdyz jejich grafy prochazeji pocatkem
soufadného systému. Nage linearni funkce f(x) = az + b pro nenulové b byvaji proto
v linearni algebie oznacovany jako affini funkce (zobrazeni).

4.5 Kvadraticka funkce

Kvadratickou funkeci nazyvame kazdou funkci, pro niz existuji konstanty a, b, c € R,
s a # ( takové, Ze rovnost

f(z)=az®+bx+c (4.7)
plati pro kazdé x € R. Defini¢cnim oborem takovéto funkce je dle definice cela re-

alna osa R. Grafem kvadratické funkce je parabola, viz obrazek 4.4. Soutadnice jejiho
vrcholu snadno odhalime po ipravé na étverec:

2
ar’ +br+c=alz?+2 i T+ i +C_b_2_
B 2a 2a da

2
=a +i + —b—2 (4.8)
I S ‘T '

Tato Gprava je motivovana jednoduchym pozadavkem, aby se po ni nezavisle pro-
ménna x vyskytovala pouze v umocnovaném vyrazu (tzv. ctverci). Toho docilime si-
kovnym doplnénim ¢lent s 22 a x tak jak je to zde uvedeno.

Kvadrat zavorky v (4.8) je vzdy nezaporny. Odtud pak plyne, Ze vrchol paraboly se
nachéazi v bodé o soufadnicich (horizontalni soufadnice (x) vrcholu odpovida odpovida

Cislu, které vynuluje kvadrat)
b b?
——,c——|.
2a’ 4a

Z rovnice (4.8) je patrné, Ze znaménko koeficientu a rozhoduje o tom, zda jsou vsechny

. et o 2 By 1
funkéni hodnoty vétsi (mensi) nebo rovny ¢ — Z—a. Oborem hodnot nasi kvadratické
funkce proto je

<c—%,+oo>, a >0,

H, —
d (—oo,c—%>, a < 0.
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Pro priaseciky grafu funkce f s osou x plati znamy vztah
1
xi:2—<—b:|:\/b2—4ac>. (4.9)
a

Rovnice ax? + bz + ¢ = 0 ma tedy realna feseni za predpokladu nezapornosti diskri-
minantu b* — 4ac.

Diikaz vzorce pro koreny kvadratické funkce. Vzorec pro kofeny mizeme také odvodit
z Gipravy na étverec. Hledame-li koteny, tj. fe$eni rovnice ax?+ bz +c = 0 a pouzijeme-

li rovnosti (4.8) dostavame
L b\> b —dac
x =—.
2a 4a?

Odtud lze feseni vyjadrit nasledovne:

b b2 — dac

r=——
2a 2|al

Diky znaménku = lze psat souhrnné

—b+Vb% — 4dac

T+ =
2a

coz je pfesné hledany vztah (4.9). [

Na tomto misté je vhodné zdaraznit, Ze korektnich dtikazl raznych tvrzeni muze
byt vice. Nékteré mohou byt snazsi, nékteré komplikovanéjsi. Napriklad pokud bychom
chtéli pouze ovérit platnost predkladaného tvrzeni, tedy Ze x. dané vztahy (4.9) jsou
skute¢né kofeny kvadratické funkce (4.7) sta¢i postupovat nasledovné®’

Alternativni ditkaz vzorce pro koreny kvadratické funkce. Platnost vztahu (4.9) mizeme
snadno ovéfit prostym dosazenim. Ukazme, Ze = je kofenem nasi kvadratické funkce
(4.7).

ax++bx++0—a

12 ( b+\/b2—4ac> (—b—i—\/b2 4ac>+c:

1
:4—(b2—2b\/b2—4ac+62—4ac) —;——f— —Vb2 —dac+c=0

a

Bod z, je tedy kofenem! Zcela analogicky se da ovéfit, Zze bod x_ je taktéz kofenem
paraboly (4.7). O]

Otazka 18: Necht ¢ > b > 0. O ¢islech a a b fikdme, Ze jsou ve zlatém poméru®,
pokud pomér a + b ku a je stejny jako a ku b. Jaky je tento pomér, tedy ¢ = §?

47Samoziejmé abychom toto mohli provést, museli jsme onen vztah pro koteny od nékoho dostat,
nebo jsme ho mohli v zachvatu geniality uhodnout.
“Hodnota tohoto poméru se také nékdy nazyva zlatym fezem.
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—y=2z"—z+1
—y = —Tx? +42x — 54

Obrazek 4.4: Ukazka grafi dvou kvadratickych funkci.

4.6 Polynomy (mnohocleny)

Ctenéfi je jisté dobte znamo, jak definovat celo¢iselnou mocninu realného ¢isla a. Na
tomto misté si ji pfipomeneme. Pro pfirozené n klademe

a:=a-a---q (4.10)
—_—
n clent
apron = 0 pak a® := 1 (i v pfipadé a = 0). Pro zaporna cela ¢isla n a nenulové a

dale definujeme a" := a%n Cislo —n je pak kladné celé a ve jmenovateli tak miizeme
pouzit (4.10). Napriklad plati proto
0 4 o1 0
=1 2"=2-2.2.2=16, 3 =g 0" =1.
Dle této definice mocniny je zfejmé, Ze pro kazda realna nenulova a a cela k an
plati dulezité vztahy (rozmyslete!)

a*-a"=d"" a (ak)n =a", (4.11)

Operaci ,mocnéni“ s a > 0 lze definovat nejen pro celo¢iselné koeficienty. V tento
okamzik neni jasné, jak definovat (natoz pak vypocist) hodnotu vyrazu 3™ & 1.2%%,
Podrobnéji se touto otazkou budeme zabyvat v BI-ZMA.

Zobecnénim linearnich a kvadratickych funkci jsou polynomy. Polynomem na-
zyvame kazdou funkci tvaru

Pokud a,, # 0, pak n nazyvame stupném polynomu f. Realné konstanty ag, a1, . .., a,
urcuji funkei f stejné jako v predchozich pripadech konstanty a, b, ¢ u linearni, resp.
kvadratické, funkce. K zdiraznéni oboru v jakém se pohybujeme obcas o funkcich za-
vedenych vyse mluvime jako o realnych polynomech. Tyto konstanty ¢asto nazyvame
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koeficienty polynomu. V ceské literature se také o polynomech obcas mluvi jako o
mnohoclenech.

Mezi polynomialni funkce patfi samoziejmeé jak linearni, tak kvadratické funkce.
Spole¢nym rysem polynomi je, Ze pro vypocet jejich funk¢nich hodnot vystac¢ime
pouze s operacemi s¢itani a nasobeni. V tomto smyslu se tedy skute¢né jedna o jedny z
nejjednodussich (elementarnich) funkci. Tyto operace lze navic levné pocitat na CPU,
resp. FPU, a proto i vyhodnocovani funkénich hodnot polynomi je snadné.

Defini¢nim oborem libovolného polynomu je cela realna osa, Dy = R. Pokud je
stupen polynomu lichy, pak je jeho oborem hodnot také celé R. Pokud vsak je stupen
polynomu sudy, pak je oborem hodnot pouze ¢ast realné osy (konkrétné jista polo-
pfimka nebo bod v pfipadé konstantniho polynomu).

Hledani kofenti polynomi je obecné komplikovana dloha. Explicitni vzorecky, jako
napriklad (4.9), jsou znamé pouze pro polynomy stupné 1, 2, 3 a 4. Pro polynomy vys-
stho stupné nejen Zze nejsou znamy vzorce pro kofeny, ale je dokazano, ze takovéto
vzorce neexistuji. Zdiraznéme tento fakt jesté jednou. Je-li zadan polynom stupné ale-
spon pét, pak vzorec udavajici pfimo jeho kofeny neexistuje a ani nikdy existovat ne-
bude. Pti hledani kofent se pak musime uchylit k numerickym metodam®.

Otazka 19: Ktera z nasledujicich funkci je polynomem?

L f(z) =2 +2z+3+13,
2. f(z) = xsin(2) — 23,
3. f(:v) e2In( 1+22 )’

4. f(z) = 5%

Jedina stiedoskolska ,metoda“ pro hledani kofent polynomu P(z) stupné vétsiho
nez dva’ spociva v opakovani nasledujicich krokt

1. uhodni jeden kofen, oznac¢me si ho A,

2. vytkni (napiiklad pomoci algoritmu déleni polynomu polynomem) pfislusny ko-
fenovy ¢Cinitel, tj. P(x) = (z — \)Q(z), kde polynom Q(x) ma o jednicku mensi
stupeii nez polynom P(z),

3. vrat se do prvniho bodu, ale hadej kofen polynomu Q(x).

Tento proces se opakuje tak dlouho, dokud se nedostaneme k polynomu stupné dva,
jehoz kofeny jiZ umime nalézt pomoci vzorce (4.9).

Je vhodné si uvédomit, ze tento postup skutec¢né neni algoritmem fesicim ulohu
najit kofeny zadaného polynomu. Prvnim tkolem je esotericky krok opirajici se o
nahodu. Zkuste tento postup naptiklad aplikovat na nasledujici polynom (stale dost
malého stupné):

122 — 25+ 572% — 1023 — 9738 2% + 759 x + 47817.

“Viz naptiklad metoda piileni intervalu ¢i Newtonova metoda probirana v BI-ZMA.
*%Kofeny polynomu stupné jedna a dva umime nalézt snadno.
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Obrazek 4.5: Ke konstrukci sudé odmocniny ¢isla a.

Na tomto misté je vhodné ¢tenafi doporucit zopakovat si algoritmus déleni poly-
nomu polynomem. Tento algoritmus nalezne vyuziti nejen v tloze na hledani kofenti
polynomd, ale nachazi i velmi dtlezité aplikace v pocitacové bezpecnosti a Sifrovani.

Otazka 20: Naleznéte kofeny nasledujicich polynomi.
1. 22+ 2 —12,
2. 2% —22% — 5x + 6,

3. 23+ 222 —4x — 8.

4.7 Odmocniny

Uvazme nyni realné ¢islo a a pfirozené ¢islo n. Pomoci pfirozené mocniny definujeme
prirozené odmocniny jako jisté (viz nize) realné feSeni rovnice 2" = a. Toto feSeni
pak oznacujeme symbolicky nasledujicimi dvéma zptsoby

av = Va, néeN,

Je nutné rozlisit pripady lichého a sudého n a rozmyslet si v jakych pfipadech tato
konstrukce ma dobry smysl.

Sudi odmocnina

Je-lin = 2k, k € N, sudé, pak 2™ > 0 pro vSechna z € R, coz znamena, Ze rovnice
2" = a ma realné reSeni jen pro a > 0. Tato situace je graficky znazornéna na obrazku
4.5.

Pro a > 0 jsou tato feseni pravé dvé, nebot 2?* = (—z)?*. Sudou odmocninu
2/a definujeme jako nezaporné feseni rovnice #2* = a. Proto napiiklad v/z2 je rovna
|z| a nikoli .. Pro a = 0 je toto feeni pravé jedno a tedy /0 = 0.

Z vyse uvedeného je patrné, ze defini¢nim oborem i oborem hodnot funkce %/ je
mnozina (0, +00). Dale plati rovnosti

Va2k = ( %)% =2 prokazdéx > 0.

Jinak fe¢eno, ¥/ je inverzni funkci k 72 ziZené na mnozinu (0, +00). Viz obréazek 4.6.
Témito pojmy se podrobnéji budeme zabyvat v BI-ZMA.
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X

Obrazek 4.6: Druha mocnina a druhd odmocnina.

Obrazek 4.7: Konstrukce liché odmocniny ¢isla a.

Licha odmocnina

Je-lin = 2k — 1,k € N, liché, pak rovnice 2*"1 = a ma jediné feseni, o kterém
mluvime jako o liché odmocniné a zna¢ime ji opét 2*+/a. Napiiklad /—8 = —2.
Viz obrazek 4.7.

Defini¢nim oborem i oborem hodnot liché odmocniny je celda mnozina R. Licha
mocnina a pfislusna lichd odmocnina jsou k sobé navzajem inverzni, tedy plati

Va1 = ( 2’“‘\1/5)%71 =1z prokazdéx € R.

Pro ilustraci viz obrazek 4.8.

4.8 Racionalni lomena funkce

Racionalni lomena funkce je kazda funkce tvaru

Pa)
Qz)’

kde P a () jsou polynomy. Obecné lze fici, Ze defini¢nim oborem takovéto funkce je
mnozina vSech realnych ¢isel bez kofent polynomu @), tj.

Dy = {a € R | Q(x) # 0}.

fx) =
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s

Obrézek 4.8: Treti mocnina a tfeti odmocnina.

Mezi racionalni lomené funkce patfilinearni, kvadratické funkce a vSechny polynomy.
Skuteé¢né, staci volit Q(x) = 1, pro x € R a P libovolny polynom.
Dalsi znamou podttidou racionalnich lomenych funkei jsou funkce tvaru

kde P(z) = az + b je nenulovy polynom stupné nejvyse jedna, Q(z) = cz + d je
polynom stupné jedna a P i () nemaji spole¢ny koten (kdyby tomu tak bylo, dostali
bychom ,konstantni® funkci nedefinovanou v jednom jediném bodé). Grafem tako-
vychto funkci je hyperbola s asymptotami y = ¢ ax = —‘Ei.

O oboru hodnot obecné racionalni lomené funkce uz neni snadné jednoduse néco
fici a tuto otazku proto vynechame. Na nékolika prikladech si alesponn ukazeme, ze

mohou nastat velmi riznorodé situace (viz obrazek 4.9).
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4. ELEMENTARNI FUNKCE

Obrazek 4.9: Priklady racionalnich lomenych funkei.
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Obrazek 4.10: Geometricka konstrukce trigonometrickych funkei sinus a kosinus.

T s T T
g 0§ T 35 3
sina 0 % ‘/75 ‘/75 1
cosa 1 \/75 \/75 % 0

Tabulka 4.2: Nékteré vyznacné hodnoty funkci sin a cos.

4.9 Trigonometrické funkce

Mezi trigonometrické funkce (¢asto téz goniometrické funkce) fadime sinus (sin),
kosinus (cos), tangens (tg) a kotangens (cotg). Dale se v této kapitole zminime o jejich
vhodné zvolenych inverzich, tedy funkcich arkus sinus (arcsin), arkus kosinus (arccos)
a arkus tangens (arctg).

Funkce sinus a kosinus jsou definovany pomoci nasledujici geometrické konstrukce
¢i algoritmu. Na vstupu je zadan uhel’! «v a vysledkem bude hodnota sin(«) a cos(a).
Pfi ¢teni algoritmu je vhodné sledovat obrazek 4.10.

1. V pocatku souradného systému s pravouhlymi osami x a y sestroj jednotkovou
kruznici K (tj. kruznici s polomérem 1 v danych jednotkach os a sttedem v bodé

(0,0)).

2. Od kladného sméru osy x vynes uhel** « proti sméru hodinovych ruéicek. Jednim
ramenem tohoto uhlu je kladna ¢ast osy x a druhé rameno oznacme p.

3. Oznacme A prunik p a K. Dale sestrojme bod P, prunik osy x a rovnobézky s osou
y prochazejici bodem A. Timto zptisobem ziskavame pravouhly trojuhelnik O P A.

4. (Orientovana) délka strany O P predstavuje cos(«) a délka strany P A predstavuje
sin(a).

S1Pfesnéji, velikost tihlu, tuto nuanci vsak pfilis nerozlisujeme. Tu métime v radidnech, pokud neni
uvedeno jinak.
>2Uhel méfime v radianech.
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Presnost vysledku samoziejmé zavisi na presnosti nasich rysovacich nastroji. Ne-
konec¢né presnosti lze dosahnout pouze v pripadé nekonecné presnych nastroji (zde
pravitko, kruzitko a dhlomér). Je zfejmé, ze tato metoda ,vypoétu® neni piili§ prak-
ticka. V pfedmétu BI-ZMA si ukazeme, jak efektivné vyhodnocovat funkéni hodnoty
(nejen) téchto funkei.

Zakladni hodnoty funkci sinus a kosinus jsou shrnuty v tabulce ¢. 4.2 a jejich grafy
si muzete pfipomenout na obrazku 4.11.

Pfimo z konstrukce funkci sinus a kosinus ihned plyne dulezita vlastnost téchto
funkeci,

sin®(a) +cos’(a) =1, a€R. (4.12)

Tato rovnost pouze vyjadiuje Pythagorovu vétu v pravouhlém trojuhelniku OPA s
preponou délky 1 a odvésnami délky sin(a) a cos(«) (viz popis vySe a obrazek 4.10).
Dale je z uvedené konstrukce patrné, ze funkce sinus je licha a kosinus suda, tedy

sin(—a) = —sin(a) a cos(—a) = cos(a), «a€R.
Pro defini¢ni obory téchto funkci plati
Dgin = Deos = R

a pro obory hodnot plati
Hsin - Hcos - <_17 1>

Konecné, obé funkce jsou periodické s nejmensi periodou 27, obé funkce jsou de-
finovany na celém R a pro kazdé x € R plati rovnosti sin(z + 27) = sin(z) a
cos(z + 2m) = cos(x).

Velmi uzite¢né jsou tzv. souctové vzorce pro funkce sinus a kosinus. Tyto vzorce
lze nejsnadnéji odvodit pomoci vlastnosti nasobeni komplexnich ¢isel s vyuzitim go-
niometrického tvaru komplexniho ¢isla. Pro libovolna realna « a 3 plati rovnosti

sin(a + ) = sin(«) cos(f) + cos(a) sin(S), (4.13)

resp.
cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(/3). (4.14)

Diky sudosti funkce kosinus a lichosti funkce sinus ze vzorci (4.13) a (4.14) ihned
dostavame analogické vzorce pro rozdil

sin(a — ) = sin(a) cos(f) — cos(a) sin(f),
cos(a — ) = cos(a) cos(f) + sin(a) sin(5).

Podobné vzorce lze odvodit pro funkce tangens i kotangens. Vyznam téchto vzorct a
jejich vyuziti je nasnadé: mame-li informaci o hodnotéach sin «v a cos 3, pak nam tyto
vzorce umoziuji ziskat informaci napt. o hodnoté sin(a + ).
Dale ze vzorct (4.13) a (4.14) plynou vzorce pro tzv. dvojnasobny uhel, které se
pouzivaji velmi casto:
sin(2a) = 2sin(«) cos(a),

resp.
cos(2a) = cos?(a) — sin*(a). (4.15)
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— sin(z)
— cos(x)

— tg(x)
— cotg(z)

Obrazek 4.11: Trigonometrické funkce sin, cos, tg a cotg.

Pomoci vztaht (4.12) a (4.15) ihned odvodime vzorce pro sinus a kosinus polovic¢-
niho dhlu,

cos*(a/2) = = (1 4 cos(a)), |cos(a/2)| = \/%(1 + cos(a)),

N — N

1
sin’(a/2) = = (1 — cos(av)), |sin(a/2)| = \/5(1 — cos(a)).
Pokud bychom se v téchto vzorcich chtéli zbavit absolutnich hodnot, museli bychom o
znaménku vyrazi rozhodnout na zakladé thlu o, presnéji jeho prislusnosti do nékte-
rého ze ctyt kvadranti.
Pomoci funkci sin a cos definujeme funkce tangens tg a kotangens cotg predpisy

tgozzzsma, aEDtg:R\{z—l—kﬂkEZ},
COoS (v 2
Cotga = " € Doy = R~ {km |k € Z).
sin o

Jejich obory hodnot jsou tvofeny celou mnozinou R. Pro nazornost uvadime i jejich
grafy na obrazku 4.11.

Ani jedna z doposud zavedenych trigonometrickych funkci neni prosta na svém de-
fini¢nim oboru. Pokud zvolime libovolné y z oboru hodnot funkce sin, pak existuje ne-
kone¢né mnoho x z defini¢niho oboru funkce sin tak, ze sin(x) = y (viz obrazek 4.11).
Nelze tedy zadanému y € Hg, jednoznaéné piifadit + € Dy, spliwjici y = sin(x).
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,,,,,,,,,,,,,,,,,, ——y = arcsinz
1 — Yy =arccosx
|

| | | | — Y = arctg X
1 ——y = arccotgx

INE

Obrazek 4.13: Grafy funkci arctg x a arccotg x.

Stejna poznamka plati i pro cos, tg a cotg. Trigonometrické funkce nejsou prosté, a
proto k nim neexistuji inverzni funkce.

K vyfeseni tohoto problému musime trigonometrické funkce vhodné zuzit, tedy
zmensit jejich defini¢ni obor. Ve shodé se zazitou konvenci definujeme

« arkus sinus, arcsin, jako inverzni funkci k sin ziZené na interval (—g, g),

- arkus kosinus, arccos, jako inverzni funkeci k cos ziZené na interval (0, 7)

5
5

arkus tangens, arctg, jako inverzni funkei k tg ziZené na interval (-7, 7)
« arkus kotangens, arccotg, jako inverzni funkci k cotg zZené na interval (0, 7).

Otazka 21: Z geometrické definice funkci sin a cos odvodte hodnoty sin % a cos 3.

Otazka 22: Z geometrické definice funkci sin a cos odvodte hodnoty sin § a cos 7.

Otazka 23: Bez pouziti kalkulacky (ta by vysledek ani nedala pfesné) vypoctéte hod-
notu nasledujicich vyrazt.
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Obrazek 4.14: Exponencialni funkce.

.. 7T
1. arcsinsin Z,

e
2. siln —

4

Otazka 24: Odvodte souctovy vzorec pro funkei tg. Tzn. vyjadrete tg(x + y) pomoci
tg(x) a tg(y)-

4.10 Exponencialni a logaritmické funkce

Pro 0 < a # 1 funkci®®
f(x)=a", wz€Df=R,

nazyvame exponencialou o zakladu a. Tato funkce rozsifuje mocninnou funkci ze
zacatku této podkapitoly i na necelo¢iselné exponenty. Pro libovolna realna z a y plati

znameé vzorce
Yy
a®-a¥ =a* a (a"”) = a™V.

Na obrazku 4.14 je znazornén znamy prubéh funkce f pro ruzné zaklady a.

Poznamenejme, ze predchozi odstavec nelze povazovat za definici exponencialni
funkce. Jde spise o dohodnuti znaceni. Problému, jak skutecné funkci oplyvajici uve-
denymi vlastnostmi zkonstruovat, se budeme vénovat v prabéhu BI-ZMA.

Obecné lze fici, ze pro a > 1 je f ostfe rostouci (f(z) < f(y) kdykoliv z < y),
Dy =RaHy = (0,400).Proa < 1je f ostie klesajici (f(z) > f(y) kdykoliv z < y),
Df :RaHf = (0,+OO)

Exponencialni funkce neni suda, lich4, ani periodicka.

>Definici obecné mocniny, tj. hodnoty a®, pro kladné a a redlné x se podrobné budeme zabyvat v
BI-ZMA. V tento okamzik k této funkci pfistupujeme stejnym zpisobem jako na stfednich skolach, tedy
axiomaticky.
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4. ELEMENTARNI FUNKCE EXPONENCIALNI A LOGARITMICKE FUNKCE

Obrazek 4.15: Grafy nékolika logaritmickych funkeci s raznymi zaklady.

Logaritmus

Inverzni funkci k exponencialni funkci o zakladu a, 0 < a # 1, kterazto je prosta,
nazyvame logaritmem o zakladu a a znacime log,. Defini¢nim oborem exponenci-
alni funkce bylo celé R a oborem hodnot interval (0, +00). Odtud plyne, ze defini¢nim
oborem logaritmu je Dz, = (0, 400) a oborem hodnot logaritmu je H,,, = R.

S logaritmem se Ctenar jiz v praxi jisté nepfimo setkal. Napiiklad Richterova stup-
nice (vyjadfujici intenzitu otfest) nebo decibelova skala (méfici intenzitu zvuku) jsou
logaritmické.

Z vlastnosti exponencialy lze odvodit dilezité vlastnosti logaritmu,

a%a® =g x>0, (4.16)
log,a" =z, z€eR, (4.17)
log, xy = log, x +log,y, z,y>0 (4.18)
log,2¥ =ylog,z, x>0ayeclR. (4.19)

Prvni dvé vlastnosti, (4.16) a (4.17), jsou pouze vyjadienim inverzniho vztahu mezi
exponencialou a logaritmem, plati tedy definitoricky. Dokazme si vlastnost (4.18). Pro
kladna z, y existuji realna u, v takova, Ze

Odtud
TakZe

log, 2y = v+ v = log, x + log, v.
Podobnym zptuisobem lze dokazat vlastnost (4.19).
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4. ELEMENTARNI FUNKCE EXPONENCIALNI A LOGARITMICKE FUNKCE

Poznamka 4.14: Ctenaf je jisté seznamen s operaci tzv. odlogaritmovani. Tedy tvrze-
nim, Ze pokud
log, x = log, v,

pro néjaka x,y > 0a0 < a # 1, pak
r=y.

Tato operace neni nijak magicka. Jde pouze o vyuziti prostoty funkce log,. Stejna
uprava je korektni pro libovolnou prostou funkci (v pfipadé prosté funkce f je totiz
rovnost obrazt f(z) = f(y) ekvivalentni rovnosti vzora z = y)!

Otazka 25: Jaky je defini¢ni obor funkce f(z) = log, x2?
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5 Analyticka geometrie

Bez znalosti geometrie sem nikdo nevstupuj.

Napis na vstupu do Platonovy Akademie

5.1 Zakladni pojmy

Pfipomenme, jak 1ze pomoci rovnic a funkci popisovat geometrické objekty v roviné.
Tento pristup ke geometrii je velmi uZite¢ny a nachazi fadu uplatnéni ve fyzice a apli-
kované matematice. Pro nase FIT ucely snad jen zdUraznéme, Ze vystupni periferie
drtivého mnozstvi elektronickych zafizeni jsou v podstaté dvourozmérné (monitory,
papir, projektory atd.) a jakakoliv prace s pocitacovou grafikou stoji na tomto analy-
tickém pfistupu ke geometrii.

Bod

Uvazme v roviné pravouhly soufadny systém s osami z, y a pocatkem O. Bod v této
roviné je popsan dvéma Cisly nazyvanymi souiradnice bodu. Vyzyvam Ctenare, aby se
nad timto kratkym konstatovanim na chvilku zamyslel. Ve skute¢nosti jde o klicovou
a velmi mocnou myslenku. Idealizovany bod (geometricky objekt) popisujeme pomoci
dvojice cisel (Cisté abstraktni konstrukt). V podstaté provadime ,digitalizaci geomet-
rie®.

Ma-li napiiklad bod A soufadnice (1,2), piseme™ A = (1, 2), ptipadné lze pouzit
i hranaté zavorky, A = [1,2]. Bod A lezi na priseéiku pfimky rovnobézné s osou y
prochézejici bodem (1,0), tj. pfimky s rovnici x = 1, a pfimky rovnobézné s osou z
prochéazejici bodem (0, 2), tj. pfimky s rovnici y = 2. Podrobné je tato situace znazor-
néna na obrazku 5.1.

Analyticky popis geometrickych objektii v roviné

Jakmile jsme schopni body v roviné popisovat pomoci ¢isel, mizeme se pokusit mno-

ziny bodt v roviné popsat pomoci podminek nakladenych na jejich souradnice.
Vezméme nejprve velmi jednoduchy, konkrétni a ¢tenafi jisté znamy priklad primky.

Kdyz nam nékdo fekne, ze mame primku zadanou rovnici y = 2x + 1, pak tim vlastné

>*Znadeni soufadnic bodu pomoci vyrazi typu A[1, 2] nepouzivame. Toto znaceni ve &tenafi spise
evokuje pocit, Ze A je jakasi funkce dvou proménnych. Navic je tento zapis nebezpeéné podobny syntaxi
pro volani funkce v Mathematica. A navic v ném chybi sloveso.
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5. ANALYTICKA GEOMETRIE ZAKLADNi POJMY

Obréazek 5.1: Provouhly soufadny systém a bod A = (1, 2).

iika, ze v nasi roviné R? ho zajima mnozina bodi
{(z,y) e R* | y = 2z + 1}.

Slovné, mnoZina viech bodi se soufadnicemi (z,y) € R? které spluji rovnost y =
2z 4 1. Bod o soufadnicich (1, 1) do této mnoziny nepatfi (nelezi na této ptimce), pro-
toze po dosazeni do nasi podminky dostaneme rovnost 1 = 3, ktera neplati. Naopak
bod (1, 3) do nasi mnoziny patfi (na této pfimce lezi), protoze po dosazeni do dosta-
neme rovnost 3 = 3, ktera je pravdiva.

Graf libovolné funkce f : A — R je pfesné mnozina boda

{(z,y) eR? |z € Aay = f(x)}

Tento pristup lze dale zobecnit. Pomoci funkci samotnych bychom snadno nepo-
psali dalsi jednoduché geometrické objekty (jako naptiklad kruznice — na to bychom
potiebovali funkce dvé). MiiZeme uvazovat mnoziny tvaru

{(x,y) e R*| F(z,y) = 0},

kde F'(z,vy) je zadany vyraz ve dvou proménnych x, y. Napiiklad kruznici se stfedem
v bodé (0,0) a polomérem 2 lze popsat rovnici 22 + y? = 4.

Dalsi mozné zobecnéni spoc¢iva v prechodu od rovnic k nerovnicim. Diky tomu
mizeme popisovat i dalsi typy objektt jako napriklad prava polorovina (z > 0), kruh
se sttedem v bodé (0,0) a polomérem 2 (2% + y* < 4).

Tento popis ¢asti roviny bychom mohli nazvat implicitni. To z toho davodu, Ze
soufadnice bodu do popisovaného utvaru patticich ihned nezname, musime je nalézt.
Body v roviné bychom ale mohli popisovat i explicitné nasledujicim zptisobem

M={(z,y) eR*|te ] a=f(t)ay=g(t)}

kde J je zadany interval a f, g zadané funkce. Proménnou ¢ vétsinou nazyvame pa-
rametrem. Rikdme, Ze jsme mnozinu M ,parametrizovali®. K nalezeni bodu patficich
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5. ANALYTICKA GEOMETRIE ZAKLADNi POJMY

do mnoziny M prosté staci prislusna ¢ € J dosazovat do f a g a konstruovat tak body
mnoziny M.
Ukazme si tento pfistup opét na kruznici o poloméru 2 se stfedem v bodé (0, 0):

{(z,y) e R? | 2* +y* =4} = {(z,y) € R* | t € (0,27), * = 2costay = 2sint}.

Na levé strané této rovnosti mame tuto kruznici popsanou implicitné, na pravé expli-
citné.

Kazdy z téchto piistuptt ma rtizné vyhody a nevyhody. Radu zakladnich geometric-
kych objektt (viz dale) 1ze popsat obéma zptisoby. Explicitni popis se hodi, kdyZ chceme
dany utvar vizualizovat pomoci pocitace. Implicitni tvar je zase vyrazné efektivnéjsi
pro zjistovani, zda dany bod do daného utvaru patfi, nebo ne. V praxi se pouziva obou
pristupt.

Vektor

Dalsim dualezitym geometrickym objektem je vektor. Vektory budeme oznacovat ma-
lym pismenem se Sipkou, napft. a@, g, ¢. Vektor chapeme jako dvojici ¢isel’” udavajici
smér; je-li dan vektor @ = (ay, ay), pak ¢isla a; a ay nazyvame slozkami vektoru d.
Vektory muzeme nasobit ¢islem a scitat podle predpist

a-(ay,as) := (ay, aas), (ay,a2) + (by,be) := (a1 + by, as + bs). (5.1)

O operacich nasobeni ¢islem a s¢itani vektor zavedenych v (5.1) se nékdy ze zfejmych
davodu fika, ze ptisobi ,po slozkach®. Rovnost mezi vektory je definovana intuitivné.
Rekneme, ze dva vektory @ = (a1, az) a b = (b, bs) jsou si rovny, pravé kdyz se
jejich slozky rovnaji, tedy kdyz a; = b; a ay = by. Rovnost pak pfirozené zapisujeme
jako @ = b. Geometricka interpretace operaci nasobeni ¢islem a sc¢itani vektori je
znazornéna na obrazku 5.2.

Vektor miizeme nasobit ¢islem. Mizeme nasobit dva vektory mezi sebou? K tomuto
ucelu slouzi skalarni sou¢in’. Standardni®’ skalarni soucin dvou vektort @ = (ay, az)
ab = (by,by) je definovan predpisem

a- 53: CL1b1 + Cl2b2.

Soucdin se nazyva skalarni, protoze jeho vysledkem neni vektor, ale ¢islo (skalar). Ska-
larni soucin déle souvisi s thlem mezi vektory. Dva vektory @ a b sviraji thel a € (0, ),
pravé kdyz

-

ib
] ol

>Budeme stale pouzivat fadkovy zapis, i kdyZ korektnéjsi by bylo psat vektory do sloupctl. Vice na
toto téma se dozvite v BI-LIN.

Jisté vite, Ze existuje i tzv. vektorovy soucin, ktery dvojici trojrozmérnych vektorii ptifadi dalsi
trojrozmérny vektor. Tato kapitola se ale tyka pouze rovinnych objektt a proto se zde o této operaci
nebudeme podrobnéji zminovat.

%7Skalarnich sou¢int existuji vicero, dokonce nekone¢né mnoho. Vice se o této problematice dozvite
v BI-LIN.
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5. ANALYTICKA GEOMETRIE PriMkA

a-a, a>1

ST

a-a,0<a<l

O

(b)

Obrazek 5.2: Geometricky vyznam nasobeni vektoru ¢islem (a) a s¢itani vektoru (b).

Délka vektoru @ = (ay, as) je opét dana pomoci Pythagorovy véty. Znacime ji

||@|| a plati
||l :=+/a? + a2 prod = (ai,as).

Vsimnéme si, ze délku lze vyjadfit pomoci skalarniho soucinu jako ||d@|| = V@ - a.
Témito a dalsimi geometrickymi objekty se budete podrobnéji zabyvat v predmeétu
BI-LIN, a to nejen ve dvou dimenzich.

5.2 Primka

Nejjednodussim geometrickym utvarem (mimo bod samotny) je pfimka. K dplnému
popsani ptimky p staci zadat bod A = (A, A;) € R?, kterym ptimka prochazi, a smér,
ve kterém ptimka bézi, tedy nenulovy vektor @ = (aj, ay). Pfimka p je pak tvofena
vSemi body se souradnicemi

(x,y)=A+t-d, teR, (5.2)
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5. ANALYTICKA GEOMETRIE KRUZNICE A ELIPSA

pripadné po slozkach

.T:A1+ta1,
y:A2+ta2, teR.

Cislu ¢ se fika parametr, nebot parametrizuje body na piimce. Vsimnéme si, 7e omezime-
li mnozinu, ze které bereme hodnoty ¢, dostaneme pouze ¢asti pfimky. Napfiklad pro
t € (0,+00) dostdvame poloptfimku zadinajici v bodé A a mifici ve sméru @, zatimco
prot € (0,1) dostaneme usecku spojujici body A a A + @. Tento explicitni zptsob
zadani pfimky, tj. pomoci rovnice (5.2), se Casto nazyva parametrické vyjadreni
primky (dle dfive zminéného jde o explicitni vyjadreni).

Zminme nyni alternativni implicitni zpasob popisu pfimky. Pfimka je tvofena vSemi
body se soutadnicemi (x,y), které spliuji rovnici piimky

ar + by +c=0. (5.3)

Konstanty a, b, ¢ jsou parametry dané ptimky. V rovnici (5.3) vystupuji symboly = a y
jako neznamé. Bod («, 3) na zadané ptimce lezi, pravé kdyz po dosazeni o za x a  za
y do (5.3) dostaneme platnou rovnost (0 = 0). Rozeberme konkrétnéji priklad primky
p zadané rovnici

r—2y+1=0. (5.4)

Bod (1, 2) na pfimce p nelezi, protoZe po dosazeni do (5.4) dostavame —2 = 0, coZ neni
pravda. Naopak body (—1,0) a (0, 1/2) po dosazeni davaji 0 = 0 a na pfimce tedy lezi.
Dva body nam staci k nacrtnuti pfimky.

Predpokladame, Ze ¢tenai umi prechéazet od parametrického popisu pfimky k jeji
rovnici a naopak.
Otazka 26: Udejte rovnici pfimky zadané parametricky: (z,y) = (1,2) + (2t, —t),
teR.
Otazka 27: Udejte parametrické vyjadieni pfimky zadané rovnici 3x — 2y + 1 = 0.
Otazka 28: Sestrojte rovnici pfimky prochazejici body (1, —3) a (2,4).

5.3 KruzZnice a elipsa

Rovnici kruznice 1ze snadno sestavit, vzpomeneme-li si opét na Pythagorovu vétu.
KruZnice se sttedem v bodé C' = (¢, ¢2) a polomérem r > 0 je mnozina vsech bodu
(z,y), jejichz vzdalenost od bodu C' je rovna r. Tedy

Vie—a)+y—c)?=r

resp. ekvivalentné
(x—c1)? + (y—c)* =717

Tato situace je podrobné znazornéna na obrazku 5.3.
Rovnice elipsy ma tvar

(z —c1)?
a? b?
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Obrézek 5.3: KruZnice se sttedem v bodé (cy, ¢2) € R? a polomérem r > 0.

&1

Obrazek 5.4: Elipsa se stfedem v bodé (cy, ;) € R?, hlavni poloosou b a vedlejsi polo-
osoua,) <a <b.
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5. ANALYTICKA GEOMETRIE KRUZNICE A ELIPSA

kde a a b jsou kladné parametry a A = (cy, ¢2) je stied elipsy. Parametry a a b uda-
vaji délku hlavni a vedlejsi poloosy. Pokud je a = b, dostavame samoziejmé kruznici.
Ilustrace typické elipsy je na obrazku 5.4.

Pokud chceme elipsu, resp. kruznici, explicitné vyjadfit pomoci parametrizace, staci
si vzpomenout na definici funkci sin a cos vyuzivajici jednotkové kruznice.

Kruznice se stiedem v bodé C' = (c¢y, ¢3) a polomérem r je mnoZina boda

{(c1 +rcost,co +rsint) | t € (0,27)}.

Pfi této volbé s parametrem ¢ ménicim se od 0 od 27 obihame kruznici proti sméru
hodinovych ruci¢ek a za¢iname i koné¢ime v bodé (c; + r, ¢o).

Podobné, pro elipsu se sttedem v bodé (cy, ¢2) a poloosami a, b rovnobéznymi se
soufadnymi osami mame vyjadreni

{(c1 +acost,co + bsint) | t € (0,27)}.

70



6 Casté problémy

Predmét BI-ZMA se prednasi na Fakulté informacnich technologii, fada studenttt ma

proto viely vztah k riznym pocitacovym algebraickym systémim (CAS), at uz se jedna

o samostatné programy (Mathematica, Maple, Matlab, Sage, Maxima,...) ¢i on-line

aplikace (WolframAlpha, CoCalc). Radi bychom na tomto misté upozornili, Ze acko-

liv pouzivani téchto systému v zasadé vitame, mohou byt jejich vystupy a chovani pro

uzivatele nedostatecné zasvéceného do riiznych partii matematiky matouci.
Namatkou zminime jiz klasické pasti.

6.1 Chytré kalkulacky jsou az moc chytré

Jak to, ze In(—1) , ¢isin(i) , jsou vyhodnoceny a nevraceji chybu?

Prakticky vSechny elementarni funkce lze rozsirit takrka na celou mnozinu komplex-
nich ¢isel. Ano, plati In(—1) = ir a sin(i) = isinh(1). Komplexni analyzou se vsak v
BI-ZMA z ¢asovych divodu zabyvat nemtizeme. Na prednasce vsak alespon zminime,
jak definovat e pro libovolné komplexni z.

Napfiiklad Mathematica implicitné pracuje v ,komplexnim rezimu®. To mze byt
pro neznalého uzivatele velmi matouci.

Jak to, ze v/—1 je vyhodnocena jako % + \/731 ane jako —17?

Pokud jste zvidavi, snadno ovéfite, ze tento vysledek neni Spatny:

-1+
3 1
—_2_-_-
4 4

~Problém® tkvi v tom, Ze v komplexnich ¢islech ma tloha

2=-1, ze€C,

celkem tfi feSeni. To, které jsme dostali, je tzv. principialni feSeni — feSeni s nejmensim
L2argumentem®. Opét, komplexni analyzou se v BI-ZMA zabyvat nebudeme.
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6. CASTE PROBLEMY CASTO KLADENE DOTAZY

Rovnost v CAS Mathematica

V CAS Mathematica maji rizné symboly rovnosti nasledujici vyznam.
« Symbol == se pouziva ve smyslu logické rovnosti (porovnani, zapis rovnic).
« Symbol = se pouziva ve smyslu pfifazeni.
« Symbol : = ma vyznam ,opozdéného vyhodnoceni®.

Demonstrujme tento rozdil na prikladé. Vystupem tohoto kodu

a = 4;

b = a;
Print [b]
a = 2;
Print [b]
je

4

Naopak vyhodnoceni bunky s obsahem

a = 4;
b = a;
Print [b]
a = 2;
Print [b]

ma za nasledek vystup

4
2

6.2 Casto kladené dotazy

Zde shrnujeme nejcastéjsi dotazy, problémy a omyly, na které studenti zejména na
zacCatku semestru narazeji a na které lze upozornit jiz nyni.

Na stiedni jsme to délali/znacili/nazyvali jinak

To je mozné a naprosto v poradku. Neocekavate ale prece, Ze vsichni na celém svété bu-
dou ctit pristup, ktery jste na sttedni méli. Rizni lidé mohou pouzivat riizné konvence
a mit k tomu velmi dobré davody.

Pokud studujete néjaky material, pak je rozumné se nejprve seznamit s jazykem,
ktery tento material pouziva. Naptiklad v poznamkach k BI-ZMA je hned na zacatku
uveden seznam symboll a na konci rejstiik pojmt umoznujici snadno konkrétni defi-
nice dohledat.

Jako konkrétni ptipad uvedme pojmy tykajici se monotonie funkci a posloupnosti
(rostoucti, ostfe rostouci, nerostouci aj.). Existuje mnoho variant tohoto nazvoslovi. My
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6. CASTE PROBLEMY CASTO KLADENE DOTAZY

pouzivame pouze jednu, aby nedochazelo ke zmatkim. Viz prednasky a poznamky k
prednaskam.
Tato poznamka se netyka jenom matematiky ale plati naprosto obecné.

Inkluze

Nejen v pfedmétu BI-ZMA pouzivame pro inkluzi pouze symbol C a nerozliSujeme
mezi vlastni a nevlastni podmnozinou. Tj. inkluze A C B plati pravé tehdy, kdyz
kazdy prvek mnoziny A patfi do mnoziny B. Specialné pro libovolnou mnozinu plati
A C A.V celém kurzu bez problému vystacime s timto jednim pojmem.

V textech, kde se mezi vlastni a nevlastni podmnozinou rozlisuje, byva zvykem k
tomu vyuzivat i specialni znaceni A C Ba A C B.

Defini¢ni obory trigonometrickych funkci

Funkce sin, cos, tg nejsou prosté a tudiz k nim neexistuji inverzni funkce. Lze je ovsem
z0zit na obor, kde jsou prosté a k témto prostym zizenim pak sestrojit inverzni funkce.
Je ale nekone¢né mnoho zpusobi, jak tyto funkce zuzit a vyrobit tak prosté funkce.
Standardni volba je nasledujici

-1
arcsin = (sin‘ ) ,
(=m/2,m/2)

-1
arccos = | cos ‘ ,
(0,7)

arctg = [ t ’
8 (g(ﬂ/h/?))

Odtud plynou nasledujici vztahy

-1

DarCSin = <_17 1>7 Harcsin - <_7T/277T/2>7
Darccos = <_17 1)7 Harccos = <07 7T>7
Darctg = R> Harctg = (_7[_/27 71'/2)

Nula na nultou

Algebraicky vyraz 0° definujeme jako 1. Nula v exponentu vyjadfuje prazdny souéin
(neni co nasobit) a vysledkem je proto neutralni prvek vaci nasobeni, tedy 1. Podobné
u prazdné sumy je vysledkem 0, neutralni prvek vici s¢itani.

Nutna podminka, smér implikace

Pokud plati implikace A = B, pak o B ¢asto mluvime jako o nutné podmince pro A.
Pokud B neplati, pak nutné nemuze platit A (protoze kdyby A platilo, pak plati B).
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7 Prehled pouzitého znaceni

Nize uvedené znaceni je kompatibilni s pfednaskami a cvicenimi BI-ZMA.

Symbol Vyznam

symbol rovnosti
= defini¢ni rovnost, symbol nalevo je definovan pravou stranou
# symbol nerovnosti

a<b a je mensi nebo rovno b
a>b a je vétsi nebo rovno b
a<b a je mensi nez b

a>b a je vétsinez b
N={1,2,...} mnozina pfirozenych ¢isel

No ={0,1,2,...} mnozina pfirozenych ¢isel s 0
Z mnozina celych c¢isel

Q mnoZina racionalnich ¢isel

R mnozina realnych cisel

C mnozina komplexnich ¢isel
Rez realna c¢ast komplexniho ¢isla z

Im =z imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla z

(a,b) otevfeny interval, usporadana dvojice nebo bod v roviné
{a,b) uzavfeny interval

ACB A je podmnozinou mnoziny B, pfipoustime A = B
AUB sjednoceni mnozin A a B

ANB prunik mnozin A a B

AN B rozdil mnozin

AXx B kartézsky souin mnozin A a B

| Al pocet prvkil mnoziny A

r€eA x je prvkem mnoziny A

ré¢ A x neni prvkem mnoziny A

A konjunkce

\% disjunkce

= implikace

& ekvivalence

v obecny kvantifikator

= existen¢ni kvantifikator

D¢ nebo D(f) defini¢ni obor funkce f
Hy nebo H(f) obor hodnot funkce f

e Eulerovo éislo
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7. PREHLED POUZITEHO ZNACENI{

Symbol Vyznam

T Ludolfovo ¢islo

i imaginarni jednotka

sin funkce sinus

cos funkce kosinus

tg funkce tangens

cotg funkce kotangens

arcsin funkce arkus sinus

arccos funkce arkus kosinus

arctg funkce arkus tangens

log, logaritmus o zékladu a, 0 < a # 1
In pfirozeny logaritmus, tj. log,
log dekadicky logaritmus, tj. log,,
| ] dolni cela ¢ast realného ¢&isla x
[x] horni cela ¢ast realného cisla
|| absolutni hodnota ¢isla x

n! faktorial ¢isla n

) kombinaéni ¢islo

V nasledujici tabulce jsou uvedena ¢asto pouzivana recka pismena i s jejich ptibliz-
nou ¢eskou vyslovnosti.

Recké pismeno Kapitalka Cesk4 vyslovnost LaTeX
o) alfa alpha
15} beta beta

v r gama gamma
4] A delta delta

€ epsilon epsilon
¢ zeta zeta

i éta eta

0 S} théta theta

K kapa kappa
A A lambda lambda
0 mi mu

v ny nu

19 = ksi xi

T 11 pi pi

p rd rho

o by sigma sigma
T tau tau

% ) fi varphi
X chi chi

P v psi psi

w Q omega omega
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Odpovédi na nékteré otazky

1 Raciondlni jsou 2 asin Z = %, protoze je lze napsat jako podil celych ¢isel, pfesné

4 6
dle definice. Iracionalni jsou 7 a sin § = V2

7l *5° protoze vime, 7e T a V2 jsou iracionalni
¢isla.

2 1. soudélna (obé déli 7), 2. ani nesoudélna, ani soudélna, nejedna se o dvojici celych
Cisel, 3. nesoudélna (obé jsou prvocisla).

3 >7_,(2j—1) = n® Tento vztah laskavy ¢tenat snadno dokaze pomoci matematické
indukce.

4 ANB=(1,2),B~A=(3,4)
5 Obém - n.

6 Zrovnosti ijk = —1 vynasobenim k zprava plyne —ij = —k a tedy ij = k. Podobné
z rovnosti ijk = —1 vynasobenim postupné i zleva a poté i j zleva ziskdme —k = ji.

7 a) Rez = 10,Imz = —=5,b) Rez = 3, Imz = —4,¢c) Rez = —1,Imz = 1, d)
Rez = %, Imz = —%.
8 a) omezena, b) pouze zdola omezena, c) neni zdola ani shora omezena, d) omezena.

9 a)minA = —1, max A = 3, b) nemid minimum, max B = a, ¢) minC = —1,
max C' = 1, d) min D = —1, nema maximum, e) nema maximum ani minimum.

10 Nema. Aby tato otazka méla nadéji na uspéch, musela by tato mnozina mit néjaky
prvek.

11 Neni. Cislo 2 je sudé a je prvocislem.

n
12 Ano, v ptipadé ¢ = 1 plati Z ¢t =n.
k=1

13 5, —6.
14 Ani jeden ze zapist neni jednoznacny.

15 Tvrzeni neni pravdivé, uvazte libovolné zaporné ¢islo x. Pro vSechna realna x plati

va?=|z|.
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ODPOVEDI NA NEKTERE OTAZKY

16 Neni. Napriklad libovolna pfimka rovnobézna s osou y neni grafem zadné funkce,
tedy ani funkce tvaru y = ax + b s redlnymi a, b.

17 Ne. Linearni funkce f(z) = 0 splyva s osou z a praseé¢iki s ni je tedy nekoneéné
mnoho.

1++5

18 p = 5

19 1. ne, 2. ano, 3. ano, 4. ano.

20 1.3a—-4,2.1,—2a3,3. —2a?2.

21

22

23 L5275
24

25 R~ {0}.

26 v+2y—5=0.
27 (xz,y) = (—1,—-1)+t-(2,3).

28 Tx —y — 10 =0.
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Rejstrik

uprava na Ctverec, 49
Cisla
cela, 23
kombinaéni, 38
nesoudélnd, 8
prirozena, 22
racionélni, 23
s plovouci desetinnou ¢arkou, 26
soudélna, 8
strojova, 26
¢islo
iracionalni, 8
racionalni, 8
Cast
dolni cela, 47
horni cela, 47
¢initel
kotenovy, 52
reSeni, 16

akrus kosinus, 60
arkus kotangens, 60
arkus sinus, 60
arkus tangens, 60

bod, 64
soufadnice, 64

dokaz, 6, 7
sporem, 8
dasledek, 6
definice, 5
disjunkce, 32
diskriminant, 50
doplnék, 21

ekvivalence, 32

faktorial, 38
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funkce, 42
affini, 49
exponencialni, 61
goniometrické, 57
graf, 44, 65
klesajici, 44
konstantni, 47
kvadraticka, 49
linearni, 47
monotonni, 44
ostte klesajici, 44
ostfe rostouci, 44
periodicka, 58
prosta, 45
racionalni lomena, 54
rostouci, 44
trigonometrické, 57

hodnota
absolutni, 46
funkéni, 42

hyperbola, 55

implikace, 32
index
dolni, 19
horni, 19
sCitaci, 17, 34
interval, 30

konjunkce, 32
kruznice
jednotkova, 57
kvantifikator
existencni, 32
obecny, 32
kvantifikatory, 32

lemma, 6
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REJSTRIK

logaritmus
o zadaném zakladu, 61

maximum
mnoziny, 30
mez
dolni, 34
horni, 34
minimum
mnoziny, 30
mnozina, 19
omezena, 30
omezena shora, 30
omezena zdola, 30
prazdna, 19
mnohoclen, 52
mocnina, 51

negace, 32

nerovnost
trojuhelnikova, 46

neznama, 16

obor
definiéni, 43
hodnot, 43
prirozeny defini¢ni, 43
obraz, 42
odmocnina, 53
liché, 54
suda, 53
osa
¢iselna, 26

primka, 67
parametrické vyjadreni, 68
smeérnice, 47
predpoklad, 13
prirazeni, 15
parabola, 49
podminka
nutna, 33
nutna a postacujici, 33
postacujici, 33
polynom, 51
stupen, 51
prunik, 20
protipriklad, 13
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rovnice, 16
elipsy, 68
kruZnice, 68
primky, 68

rovnost, 15, 16
mnozin, 20

rozdil, 21

sjednocenti, 21
soucin

kartézsky, 21, 22

skalarni, 66
spojky

logické, 32

téleso, 24
trojuhelnik
Pascalav, 38, 39
tvrzeni, 13
zfejmé, 14

vyrok, 32
véta, 6
Pythagorova, 68
vektor, 66
délka, 67
slozky, 66
vzor, 42
vzorce
dvojnasobny uhel, 58
souctové, 58

zakon
asociativni, 24
distributivni, 24
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