Poznamka k typim definitnosti matic

ToMAS KALVODA & STEPAN STAROSTA, KAM FIT CVUT, 7. LISTOPADU 2024

Nejprve zafixujme notaci pouzivanou v tomto dokumentu. Symbolem R™ madme na mysli vektorovy
prostor realnych n-tic se standardnimi operacemi sc¢itani a nasobeni realnym cislem. Prvky tohoto
prostoru znac¢ime & a jejich komponenty zapisujeme do sloupcového vektoru,
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Transpozici tohoto vektoru # mdme na mysli fddkovy vektor #1 = (z1, @9, ..., 1,). Dale symbolem

tecky oznacujeme standardni skalarni sou¢in mezi dvéma vektory & a 7, tj.
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=1

Konecné, R™™ oznacuje prostor vSech ¢tvercovych matic typu n X n s readlnymi slozkami. Jedna se
tedy o redlny vektorovy prostor dimenze n?. Matici M € R™" nazyvame symetrickou, pravé kdyz je
shodné s matici k ni transponovanou, tj. M = M7,

Vektory standardni baze prostoru R" znac¢ime €;, i =1, 2,...,n. Piresnéjiﬂ

el =(0,...,0,1,0,...,0), i € {1,2,...,n}

kde 1 je na -té pozici.

Definice, ptiklady a poznamky jsou ¢islovany postupné. Symbolem A zde oznacujeme konec po-
znamky ¢ pifkladu. Ctverecek oznacuje konec ditkazu .

Pripomenme nejprve definici probiranych pojmii.

Definice 1. Ctvercovou symetrickou matici M € R™" nazjvame

(i) pozitivné definitni, préavé kdyz pro kazdé & € R™ ~ {0} plati Z7 M7 > 0,

(i) negativné definitni, prave kdy?z pro kazdé & € R™ ~ {0} plati Z7 M7 < 0,

(iii) pozitivné semidefinitng, pravé kdyZ pro kazdé & € R" plati 27 Mz > 0,

(iv) negativné semidefinitni, pravé kdyz pro kazdé ¥ € R™ plati #7 M ¥ < 0,

(v) indefinitni, pravé kdyz existuji vektory Z, ¢ € R™ spliujici 27 MZ > 0 a y* My < 0.
Definice 2. Pro danou matici M € R™" nazyvame funkci ¢;; : R" — R definovanou predpisem

qu (%) = 2" MZ, T eR",

kvadratickou formou prislusnou matici M.

PovSimnéte si, Ze hodnotu kvadratické formy piislusejici matici M = (My;)7,—; 1ze vyjadiit né-
kolika rtiznymi zapisy:
n

ij=1

! Alternativné lze Fici, Ze slozky vektoru é; spliuji (€;); = d;; pro kazdé j € {1,2,...}. &;; je rovno 1 pravé kdyz
indexy ¢ a j jsou shodné, jinak je rovno 0 a nazyva se Kroneckerovym symbolem.


mailto:tomas.kalvoda@fit.cvut.cz
mailto:stepan.starosta@fit.cvut.cz

Priklad 3. Uvazme matici

v ()

Potom
— 2 3 1 2&31 + 3.3(32
qum (%) = (1, x9) (3 1) <x2> = (21, x2) (le P 222 4 62,29 + T2,
V tomto prikladé je qu; redlna funkce dvou proménnych jistého specidlniho tvaru. A

Vysetrovani lokalnich extrému funkce vice proménnych vede na tlohu rozhodnout o typu defi-
nitnosti Hessovy® matice. Pokud jde o uréeni pozitivni (negativni) definitnosti matice, pak mizeme
pouzit néasledujici vétu:

Véta 4 (Sylvestrovo kritérium). Bud M € R™" symetrickd matice a oznacme My, Mo, ..., M, tak,
ze My je ¢tvercova matice typu k X k lezici v levém hornim rohu matice M. Potom M je

(i) pozitivné definitni, pravé kdyz determinanty vsech My, My, ..., M, jsou ostfe vétsi nez nula.

(ii) negativné definitni, pravé kdyz vSechny determinanty matic M}, jsou nenulové, stiidaji zna-
ménko a prvni je zaporny.

V pripadé, ze nam tato véta nedd odpoveéd na otazku definitnosti matice M, pak stéale jesté matice
M mize byt pozitivné ¢i negativné semidefinitni, nebo indefinitni. K rozreseni této otazky je pak
tfeba pouzit primo definici definitnosti a zkoumat prislusnou kvadratickou formu pomoci tzv. upravy

na ctverce.
2 2
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V nasem znaceni je M; = (2) a My = M. Pro determinanty plati det M; =2 > 0 a det My = 2 > 0.
Matice M je navic symetrickd a proto podle Sylvestrova kriteria (Véta E) se tedy jedna o pozitivné
definitni matici.

Tento fakt ovSsem muzeme ziskat primo z definice pozitivné definitni matice, tedy néasledujici
upravou na ctverce:

Priklad 5. Vysettete definitnost matice

qu (%) = (w1, 29)M @1) = 207 + 4x129 + 375 = Q(x% + 22129 + x%) + 13 =
2

2
2
= 2(1‘1 + l‘g) + 5.
Z pravé strany vidime, Ze tento vyraz je nezdporny (soufadnice x; a x5 jsou realné!) a rovny nule
pravé v pripadé (z1,xq)? = 0. A

Priklad 6. Vysetfete definitnost matice

Spocteme postupné determinanty

-1 2

det My = det(—1) = —1, det My = det ( 5 _5> =1, detM;=detM = -3.

Matice M je navic symetrickd a proto podle druhého bodu Sylvestrova kritéria (Véta @) vidime, zZe
se jedna o negativné definitni matici. A

2Ludwig Otto Hesse, 22. dubna 1811 — 4 srpen 1874, némecky matematik.
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Priklad 7. Rozhodnéte o definitnosti matice

5o 2 -1
M=12 1 -1
-1 -1 1

Napocteme-li determinanty ,, podmatic* dostaneme det M7 =5 > 0,det My =1 > 0adet M3 = —1 <
0. Sylvestrovo kritérium nam tedy tikda, ze matice neni definitni. Upravou na ¢tverce dostavame

qu (%) = 5% + 23 + x% + dx1x9 — 20103 — 22923 =
=235 — 2w3(21 + 29) + (21 + 22)* — (21 + 22)* + 5] + 23 + 4a129 =
= (r3 — 11 — :1:2)2 + 4%% + 22129 =

1 21
= (r3 — 21 — 29)* + (2:61 + 2x2) — 13:3

V tomto pripadé se tedy jednd o indefinitni formu. Hodnoty rtizného znaménka dostaneme napiiklad
na vektorech (1,0,0)7 a (—1,4,3)T.

Shrime metodu doplnovani na ¢tverce, kterou jsme ukazali na prikladech vyse. Méjme matici
M € R™". V kazdém kroku upravujeme vyraz ¢, (%) tak, abychom se zcela ,, zbavili“ jedné souradnice
tim, Ze ji dostaneme do néjakého ¢tverce. Maximalné po n krocich dostaneme vyraz, ktery je souctem
maximalné n cterci s néjakymi koeficienty. Jsou-li vSechny tyto koeficienty kladné, pak M je pozitivné
semidefinitni. Je-li navic koeficientt (a tedy ¢tvercii) pravé n, je matice pozitivné definitni. (Pozor, je
nutné dodrzet pravidlo o zbavovani se proménnych v kazdém kroku doplinovéni na ¢tverec.) Jsou-li
vSechny koeficienty zéporné, pak M je negativné semidefinitni. Je-li navic koeficientt (a tedy ¢tverct)
pravé n, je matice negativné definitni. Ve zbylém pripadé, tedy mame-li alespon jeden koeficient
kladny a alespon jeden zaporny, je matice M indefinitni.

Poznamka 8. S pomoci Sylvestrova kritéria nelze usuzovat na semidefinitnost nebo indefinitnost.
Presnéji, studenti ¢asto ¢ini zavér, ze pokud det My, > 0 pro kazdé k =1, 2,...,n, pak je M pozitivné
semidefinitni.

Jako protiptiklad k tomuto omylu uvazme symetrickou matici

1 0 2
M=10 00
2 01

Zde det My =1, det My = 0 a det M3 = 0, avsak jedna se o indefinitni matici, nebot
qu (%) = 23 + 23 + 43 = 27 + dwyws + 4os — 323 = (2 + 223)* — 373,
Ziejmé qur((1,0,0)7) =1 a qu((~2,0,1)7) = -3, A
Na druhou stranu ovsem lze zformulovat jedno uziteéné kritérium pro indefinitnost:

Véta 9. Pokud ma matice M € R™" na diagondle dva prvky s riznym znaménkem (jeden kladny a
druhy zéporny), pak je indefinitni.

Diikaz. Dukaz je snadny. Necht mame M € R™™ a i,j € {1,2,...,n} tak, ze M;; > 0a M;; <O0.
Pak naptiklad pro vektor €; plati

My;
qu(6) = & Mé; = & MQ% = M, > 0.
My
Na vektoru €; pak dostaneme naopak zadpornou hodnotu. O
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Vyklad uzavieme uvedenim zakladnich typii matic z R*? a zndzornénim grafi jejich kvadratickych
forem.

pozitivné definitni
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qu(Z) = x% + x%

negativné definitni

-1 0
=4

qu (Z) = —x% — 2x§

pozitivné semidefinitni

)

qu (%) = (21 + 22)°




negativné semidefinitni

(o )

qu(T) = — 3

indefinitni
1 0
M= 0 -1

qu(T) = I? - ffg

Poznamky k determinantim

Pripomenme znovu, co jiz bylo uvedeno v Poznamce E: Sylvestrovo kritérium nelze pouzit k roz-
hodnuti o semidefinitnosti ¢i indefinitnosti. Podrobné&ji, pomoci ¢isel det M; lze rozhodnout pouze
o definitnosti matice M.

Pro tplnost v tomto dodatku bez ditkkazu uvadime vycerpavajici charakterizaci symetrickych
matic. Zminime téz, jak jediné 1ze determinanty det M; ze Sylvestrova kritéria pouzit pro rozhodnuti
o indefinitnosti.

Pro matici M € R™" definujeme jeji submatici My, kde I C {1,...n}, takto: M; vznikne vyma-
zéanim vsech fadku a sloupcti majicich index v mnoziné 1.

Priklad 10. Je-li napriklad

1 2 -1
M=|-1 0 2
™ 3 =3

a J = {2}, pak
1 -1
(7).

Véta 11. Bud symetrickd matice M € R™". Matice M je

Pokud J = (), mame M; = M.
i) pozitivné definitni, pravé kdyz det My, 1. .1 > 0 pro vsechna k, 0 < k < n;
{k+1,...,n}

)
ii) negativné definitni, pravé kdyz (—1)¥det My 1. 0 > 0 pro véechna k, 0 < k < n;
{k+1,...,n}
(iii) pozitivné semidefinitni, praveé kdyz det My > 0 pro vSechna I C {1,...n};

)

(iv) negativné semidefinitn{, pravé kdyz (—1)"#! det M; > 0 pro vSechna I C {1,...n};



(v) indefinitni, pravé kdyz det M; < 0 pronéjaké I C {1,...n}, kde n—#1I je sudé, nebo det M; < 0
a det M; > 0 pro néjaké I,J C {1,...n}, kde n — #I a n — #J jsou licha.

Vsimnéme si, ze prvni dva body jsou Sylvestrovo kritérium. Z posledniho bodu lze odvodit avi-
zované kritérium pro indefinitnost pomoci determinantii det Mj.

Disledek 12. Bud symetrickd matice M € R™". Pokud existuje sudé k takové, ze det M, < 0, nebo
pokud existuji licha k, ¢ takova, ze det M, < 0 a det M, > 0, pak matice M je indefinitni.

Z bodt a plyne, Ze pro semidefinitni matici vzdy nalezneme k takové, ze det M; = 0.
Diky tomu odvodime druhé kritérium pro indefinitnost:

Disledek 13. Bud symetrickd M € R™™ matice, ktera neni ani pozitivné definitni a ani negativné
definitni. Pokud pro vSechna k plati det M, # 0, pak matice M je indefinitni.

Dvourozmérny pripad

V ruznych zdrojich (zejména na nékterych www strankach) lze najit Hjakési ,havody* na vysSetfeni
extrému. Mnoho z téchto navodu je ovSem omezeno na funkce dvou! proménnych, kdy je situace
o poznani jenodudussi nez pro vice nez 2 proménné. Nasledujici priklad uvadi, jak lze pripad n = 2
rychle Tesit.

Priklad 14 (Dvourozmérny ptipad). Necht M € R?? je symetrickd. Oznaéme o = My, = det M
ay = Mso. Z Véty [L1 plyne:

1. M je pozitivné definitni praveé, kdyz a > 0 a g > 0;

2. M je negativné definitni pravé, kdyz a < 0 a g > 0;

3. M je pozitivné semidefinitni pravé, kdyz a >0, 5 =0avy>0NEBO a=0,5>0a v > 0;
4. M je negativné semidefinitni prave, kdyz a <0, 5=0a~v<0NEBO a=0,8>0a~vy <0;
5. M je indefinitni pravé, kdyz g < 0 NEBO avy < 0.

Predchozi pripad dava kucharku, kde 1ze porozuméni problému odstranit na druhou kolej. Dopo-
ruc¢ujeme tuto kucharku pouzivat pouze pokud je jasné, odkud prisla a jak je tfeba TeSit vicerozmérné
priklady.

Na zavér dodatku poznamenejme, ze v nékterych zdrojich lze nalézt definici semidefinitnosti,
kterd se lehce lisi od nasi: je ve formé, ze zahrnuje i definintost, ktera je v nasi definici vyloucena, aby
nenulova matice spadala pravé do jedné z moznosti a aby semidefinitnost neobsahovala definitnost.

Semidefinitnost

Velmi castym jevem je tivaha, ze pozitivné semidefinitni Hessova matice v néjakém bodé znamena,
ze tento bod je bod neostrého lokdlniho minima. Tato Gvaha je Spatna a neplyne z zddného tvrzeni
z prednasky. Semidefinitnost znamené, ze nevime nic. Tomu lze nahlednout pomoci nasledujicich
prikladi, které jsou jednoduché na prozkoumani:

L f(z,y) =a2* + 9%
2. f(z,y) = 2* 4+ y*
3. flz,y) =9

3Dvou, ne t¥1, atd.



