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Ciselné mnoziny

Znamé ciselné mnoZiny oznacujeme v BI-ZMA nasledovné:
e pFirozena ¢&isla N = {1,2,3,...},
@ pfirozena &isla s nulou Ny = {0,1,2,...},
eceladislaz=4{..,-2,-1,0,1,2,...},
o racionalni ¢isla Q = {# |p € Z a q €N jsou nesoudgIn},
o realnd ¢isla R

o komplexni ¢isla C.

Plati inkluze NCZ Cc QCcR c C.

zakladni vlasnosti. .
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7/ yd v 7
Reéalna Cisla
Na mnoziné redlnych isel existuji dvé vyznamné binarni operace (jistd zobrazenf,

viz déle) nazyvané séitani a nasobeni,
.t RxR R,

+ :RxR—-R a

splnujici znamé komutativni, asociativni a distributivni zakony
a-b="b-a,
(a-b)-¢c=a-(b-c),

a+b=b+a,
pro kazdé a,b,c € R.

(a+b)+c=a+(b+c),

a-(b+c)=(a-b)+ (a-c),

ZS 2018/2019
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Realna cisla

Na mnoziné redlnych isel existuji dvé vyznamné binarni operace (jistd zobrazenf,
viz déle) nazyvané séitani a nasobeni,

+:RxR-5R a - :RxR—-R,

splnujici znamé komutativni, asociativni a distributivni zakony:

a+b=b+a, a-b="b-a,
(a+b)+c=a+ (b+c), (a-b)-c=a-(b-c),
a-(b+c)=(a-b)+ (a-c), pro kazdé a,b,c € R.

V realnych Cislech mame k dispozici Cisla 0 a 1 spliujici

0+a=a+0=a, prolib.aeR, 1-a=a-1=a, pro lib. nenulové a € R.
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Realna cisla

Na mnoziné redlnych isel existuji dvé vyznamné binarni operace (jistd zobrazenf,
viz déle) nazyvané séitani a nasobeni,

+:RxR-5R a - :RxR—-R,

splnujici znamé komutativni, asociativni a distributivni zakony:

a+b=b+a, a-b="b-a,
(a+b)+c=a+ (b+c), (a-b)-c=a-(b-c),
a-(b+c¢c)=(a-b)+ (a-c), pro kazdé a,b,c € R.

V realnych Cislech mame k dispozici Cisla 0 a 1 spliujici
0+a=a+0=a, prolib.aeR, 1-a=a-1=a, pro lib. nenulové a € R.

Pro kazdé a € R existuje —a € R spliiujici a + (—a) = —a +a = 0.

/ =

A
;e el
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Realna cisla

Na mnoziné redlnych isel existuji dvé vyznamné binarni operace (jistd zobrazenf,
viz déle) nazyvané séitani a nasobeni,

+:RxR-5R a - :RxR—-R,

splnujici znamé komutativni, asociativni a distributivni zakony:

a+b=b+a, a-b="b-a,
(a+b)+c=a+ (b+c), (a-b)-c=a-(b-c),
a-(b+c¢c)=(a-b)+ (a-c), pro kazdé a,b,c € R.

V realnych Cislech mame k dispozici Cisla 0 a 1 spliujici
0+a=a+0=a, prolib.aeR, 1-a=a-1=a, pro lib. nenulové a € R.

Pro kazdé a € R existuje —a € R spliiujici a + (—a) = —a +a = 0.
Pro kazdé nenulové a € R existuje a=! = 1 € R splfivjici a-a™ ' =a™' - a=1.
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Realna cisla

Na mnoziné redlnych isel existuji dvé vyznamné binarni operace (jistd zobrazenf,
viz déle) nazyvané séitani a nasobeni,

+:RxR-5R a - :RxR—-R,

splnujici znamé komutativni, asociativni a distributivni zakony:

a+b=b+a, a-b="b-a,
(a+b)+c=a+ (b+c), (a-b)-c=a-(b-c),
a-(b+c¢c)=(a-b)+ (a-c), pro kazdé a,b,c € R.

V realnych Cislech mame k dispozici Cisla 0 a 1 spliujici
0+a=a+0=a, prolib.aeR, 1-a=a-1=a, pro lib. nenulové a € R.

Pro kazdé a € R existuje —a € R spliiujici a + (—a) = —a +a = 0.

Pro kazdé nenulové a € R existuje a=! = 1 € R splfivjici a-a™ ' =a'-a=1.
Rikdme, ze mnoZina redlnych &isel s operacemi + a - tvori tzv. téleso (field; \//%‘?f@%@
déle BI-LIN). J Ul

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019 5/30



Mnozina realnych &isel

0O00e0000000
4 v

Redlna Cisla: usporadani

Reélna ¢isla Ize srovnavat podle velikosti, tj. existuje mezi nimi vztah (relace)

usporadani:
a<b (&sloa je mensinez &islo b),

resp.
(¢islo a je mensi nebo rovno &islu b).

a<b

ZS 2018/2019
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4 v

Redlna Cisla: usporadani

Reélna ¢isla Ize srovnavat podle velikosti, tj. existuje mezi nimi vztah (relace)
usporadani:
a<b (&sloa je mensinez &islo b),
resp.
a<b (sloa je mensi nebo rovno &islu b).

Relace usporadani je svazana s operaci sCitani a nasobeni znamymi pravidly pro
pocitani s nerovnicemi. Pfipomenme je zde explicitné:

a<b ¢c>0 = a-c<b-c
a<b, c<0 = a-c>b-c
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Realna Cisla: intervaly

Pomoci usporadani definujeme speciadlni podmnoziny R, a to intervaly. Pro
a,b € R, a <b, klademe:

otevieny interval z€R|a <z <b},
xER’a<ax<b}
z€R|a<x<b},

xG]R|a<x<b}.

uzavfeny interval

polootevieny (polouzavieny) interval

~ o~ o~ —
8

SRS

S~ N~ S~
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analogicky

(0}
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—
R
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Realna Cisla: intervaly

Pomoci usporadani definujeme speciadlni podmnoziny R, a to intervaly. Pro
a,b € R, a <b, klademe:

otevreny interval

(a,b) :=

uzavfeny interval (a,b) := {x eRrR ’ a<z< b},
polootevieny (polouzavieny) interval (a,b)
(a,5) =

analogicky
A neomezené intervaly

(¢, 400) == {z eR|c <z},

(—o0,¢) :={z € R‘x <c}, atd.
Ve vsech téchto intervalech je a tzv. pocatecni bod a b tzv. koncovy bod
pfislusného intervalu.

b

[0]S]
(0]
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Realna cisla: absolutni hodnota a vzdalenost

Zavadime absolutni hodnotu resiného y = |z
Cisla a predpisem
a proa >0
la| :=
—a proa <O0.
! z

3

=
W
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Realna cisla: absolutni hodnota a vzdalenost

Zavidime absolutni hodnotu reilného y = |z|
Cisla a predpisem

a proa >0
la| :=

—a proa <O0.
! z
Vzdalenost dvou ¢isel a,b € R je rovna |a — b| = |b — a|.
o fa—bl
—>
| |
0 a b R
J ‘@5%
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Redlna Cisla: vlastnosti absolutni hodnoty

Pro libovolna redlna Cisla a, b plati

o <lal 418, labl=lal- 11, [5]= 5.0 20.

S uvedenou nerovnosti se jeSté mnohokrat setkdme, nazyva se trojuhelnikova.
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Redlna Cisla: vlastnosti absolutni hodnoty

Pro libovolna redlna Cisla a, b plati

o <lal 418, labl=lal- 11, [5]= 5.0 20.

S uvedenou nerovnosti se jeSté mnohokrat setkdme, nazyva se trojuhelnikova.

Dikaz trojuhelnikové nerovnosti.

Maji-li obé ¢isla a a b stejné znaménko, dostavame z definice absolutni hodnoty
rovnost. Predpokladejme, ze a > 0 a b < 0.

o Jeliat+b>0, pak [a+bl=a+b<a—b=la|+]b.
@ Jelia+b<0, pak [a+b=—a—b<a—b=]a|+ 10|

Zde jsme vyuzili nerovnosti z < |z| a —z < |z| platnych pro kazdé z € R. O

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)

ZS 2018/2019



Mnozina realnych &isel
00000008000

Iracionalni cisla

@ Mnozina iracionalnich Cisel je ponékud ,,magicka.” Nelze ji popsat nijak
jednoduse.

Z dosavadniho studia jisté vite, ze racionalni ¢isla Q i redlna Cisla R splniuji
vlastnosti télesa uvedena drive. Cim se tedy lisi?
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Iracionalni cisla

@ Mnozina iracionalnich Cisel je ponékud ,,magicka.” Nelze ji popsat nijak
jednoduse.

Z dosavadniho studia jisté vite, ze racionalni ¢isla Q i redlna Cisla R splniuji
vlastnosti télesa uvedena drive. Cim se tedy lisi?

o Definovat iracionalni Cisla jakozto realnéa Cisla, kterd nejsou racionalni,
prevadi problém charakterizace iracionalniho ¢isla na definici redlného Cisla.
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Iracionalni cisla

@ Mnozina iracionalnich Cisel je ponékud ,,magicka.” Nelze ji popsat nijak
jednoduse.

Z dosavadniho studia jisté vite, ze racionalni ¢isla Q i redlna Cisla R splniuji
vlastnosti télesa uvedena drive. Cim se tedy lisi?

s w7

o Definovat iracionalni Cisla jakozto realnéa Cisla, kterd nejsou racionalni,
prevadi problém charakterizace iracionalniho ¢isla na definici redlného Cisla.

o Pouzijeme-li geometrického znazornéni R jako primky, pak Ize pozadovat, aby
primka nebyla nikde pretrzena, jinymi slovy mnozina realnych Cisel
,neobsahuje diry."

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)
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Iracionalni cisla

@ Mnozina iracionalnich Cisel je ponékud ,,magicka.” Nelze ji popsat nijak
jednoduse.

Z dosavadniho studia jisté vite, ze racionalni ¢isla Q i redlna Cisla R splniuji
vlastnosti télesa uvedena drive. Cim se tedy lisi?

s w7

o Definovat iracionalni Cisla jakozto realnéa Cisla, kterd nejsou racionalni,
prevadi problém charakterizace iracionalniho ¢isla na definici redlného Cisla.

o Pouzijeme-li geometrického znazornéni R jako primky, pak Ize pozadovat, aby
primka nebyla nikde pretrzena, jinymi slovy mnozina realnych Cisel

,neobsahuje diry."

@ Objasnéme tento pozadavek na nasledujicim prikladu.
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Iracionalita v/2

Priklad.

Existuje kladné ¥edeni rovnice 2 = 2, které oznatujeme symbolem /2.
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Iracionalita v/2

Priklad.

Existuje kladné ¥edeni rovnice 2 = 2, které oznatujeme symbolem /2.

@ Motivaci, ¢i geometrickou interpretaci, této tlohy miZze byt problém nalezeni
délky Ghlopticky ve Ctverci o strané délky 1.

1 1
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Iracionalita v/2

Priklad.

Existuje kladné ¥edeni rovnice 2 = 2, které oznatujeme symbolem /2.

@ Motivaci, ¢i geometrickou interpretaci, této tlohy miZze byt problém nalezeni
délky Ghlopticky ve Ctverci o strané délky 1.

1 1

0 V2

s

@ DokaZzme (pomoci sporu), Ze takovéto = nemiize byt racionalnf &islo.
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Iracionalita v/2

Priklad.

Existuje kladné ¥edeni rovnice 2 = 2, které oznatujeme symbolem /2.

@ Motivaci, ¢i geometrickou interpretaci, této tlohy miZze byt problém nalezeni
délky Ghlopticky ve Ctverci o strané délky 1.

1 1

0 V2

@ DokaZzme (pomoci sporu), Ze takovéto = nemiize byt racionalnf &islo.

@ Pravy koncovy bod vyse zkonstruované cervené lseCky odpovida Cislu x,
které neni racionalni. Jak zformulovat obecny pozadavek ,bezdérovosti*
realné osy? /
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Iracionalita v/2

I
1 z 2R
e Uréité musi byt = € I := (1,2).
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Iracionalita v/2

Iy

Vv

—_
&

W @
e

e Uréité musi byt = € I := (1,2).

@ Rozpiilenim intervalu I; zjistime, ze x € Iy := (1, %)

ZS 2018/2019
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Iracionalita v/2

N[

e Uréité musi byt = € I := (1,2).
@ Rozpiilenim intervalu I; zjistime, ze x € Iy := (1, %)

@ Pokracujeme nadale pilenim intervali. Protoze konce intervald jsou
racionalni Cisla Ize postup libovolné opakovat a dostadvame tak intervaly I,,,
n € N, uvnitf kterych musi lezet . Pro tyto intervaly je I,,41 C I,, a délka
n-tého intervalu je 2%1 Nas pozadavek, aby redlnad osa neméla diru v bodé
r = /2 v tomto pfipadé znamen3, Ze
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Iracionalita v/2

1,
~ o—o—o >
11 T 3 R
8 2

e Uréité musi byt = € I := (1,2).
@ Rozpiilenim intervalu I; zjistime, ze x € Iy := (1, %)

@ Pokracujeme nadale pilenim intervali. Protoze konce intervald jsou
racionalni Cisla Ize postup libovolné opakovat a dostadvame tak intervaly I,,,
n € N, uvnitf kterych musi lezet . Pro tyto intervaly je I,,41 C I,, a délka
n-tého intervalu je 2%1 Nas pozadavek, aby redlnad osa neméla diru v bodé

r = /2 v tomto pfipadé znamen3, Ze
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Iracionalita v/2

I5
- oo >
11 723 R
8 16

e Uréité musi byt = € I := (1,2).
@ Rozpiilenim intervalu I; zjistime, ze x € Iy := (1, %)

@ Pokracujeme nadale pilenim intervali. Protoze konce intervald jsou
racionalni Cisla Ize postup libovolné opakovat a dostadvame tak intervaly I,,,
n € N, uvnitf kterych musi lezet . Pro tyto intervaly je I,,41 C I,, a délka
n-tého intervalu je 2%1 Nas pozadavek, aby redlnad osa neméla diru v bodé

r = /2 v tomto pfipadé znamen3, Ze
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Axiom Uplnosti

Pozadavek aby mnozina redlnych Cisel ,,neméla diry" mizZeme presné formulovat
jako tzv. axiom Gplnosti.
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Axiom Uplnosti

Pozadavek aby mnozina redlnych Cisel ,,neméla diry" mizZeme presné formulovat
jako tzv. axiom Gplnosti.
Kazdy smrstujici se systém uzavienych intervall, jejichZ délky jsou libo-
volné malé, ma neprazdny prinik.
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Axiom Uplnosti
Pozadavek aby mnozina redlnych Cisel ,,neméla diry" mizZeme presné formulovat

jako tzv. axiom Gplnosti.
Kazdy smrstujici se systém uzavienych intervall, jejichZ délky jsou libo-

volné malé, ma neprazdny prinik.

Ptesnéji, pokud jsou I,,, n = 1,2,..., uzaviené intervaly spliujici

eI, DIl+1,n=12,..
@ pro kazdé ¢ > 0 existuje n tak, ze délka I,, je mensi nez ¢,

pak
() 1. #0.

n=1

ZS 2018/2019
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Axiom Uplnosti

Pozadavek aby mnozina redlnych Cisel ,,neméla diry" miZeme presné formulovat
jako tzv. axiom Gplnosti.

Kazdy smrstujici se systém uzavienych intervall, jejichZ délky jsou libo-
volné malé, ma neprazdny prinik.
Ptesnéji, pokud jsou I,,, n = 1,2,..., uzaviené intervaly spliujici
eI, DIl+1,n=12,..
@ pro kazdé ¢ > 0 existuje n tak, ze délka I,, je mensi nez ¢,
pak

() 1. #0.
n=1
R vs. Q

Mnozina R reélnych Cisel axiom Gplnosti spliuje. MnoZina racionalnich ¢isel Q ho
nespliuje.

V jistém smyslu je Cisel v R N\ Q podstatné vice nez v Q!

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)
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Hlavni body

Zobrazeni

r<

J
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Zobrazeni patfi mezi Gstfedni matematické objekty. Funkce, posloupnosti, pole
(v programatorském smyslu), matice, permutace, bindrni operace, to vse jsou
priklady zobrazeni.
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/Zobrazeni

Zobrazeni patfi mezi Gstfedni matematické objekty. Funkce, posloupnosti, pole
(v programatorském smyslu), matice, permutace, bindrni operace, to vse jsou
priklady zobrazeni.

Definice (Zobrazeni / mapping, map):

Necht jsou dany dvé mnoziny A, B a predpokladejme, Ze ke kazdému prvku z

z mnoziny A je jednoznacnym zplisobem prirazen pravé jeden prvek z mnoziny B,
ktery oznac¢ime f(x). Potom Fikdme, Ze f je zobrazeni mnoziny A do mnoziny
B, a tento fakt znacime zapisem f : A — B. MnoZinu A nazyvame definiénim
oborem zobrazeni f.
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/Zobrazeni

Zobrazeni patfi mezi Gstfedni matematické objekty. Funkce, posloupnosti, pole
(v programatorském smyslu), matice, permutace, bindrni operace, to vse jsou
priklady zobrazeni.

Definice (Zobrazeni / mapping, map):

Necht jsou dany dvé mnoziny A, B a predpokladejme, Ze ke kazdému prvku z

z mnoziny A je jednoznacnym zplisobem prirazen pravé jeden prvek z mnoziny B,
ktery oznac¢ime f(x). Potom Fikdme, Ze f je zobrazeni mnoziny A do mnoziny
B, a tento fakt znacime zapisem f : A — B. Mnozinu A nazyvadme defini¢nim
oborem zobrazeni f.
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/Zobrazeni

Zobrazeni patfi mezi Gstfedni matematické objekty. Funkce, posloupnosti, pole
(v programatorském smyslu), matice, permutace, bindrni operace, to vse jsou
priklady zobrazeni.

Definice (Zobrazeni / mapping, map):

Necht jsou dany dvé mnoziny A, B a predpokladejme, Ze ke kazdému prvku z

z mnoziny A je jednoznacnym zplisobem prirazen pravé jeden prvek z mnoziny B,
ktery oznac¢ime f(x). Potom Fikdme, Ze f je zobrazeni mnoziny A do mnoziny
B, a tento fakt znacime zapisem f : A — B. Mnozinu A nazyvadme defini¢nim
oborem zobrazeni f.
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Terminologie spojena se zobrazenimi

Bud f: A — B zobrazeni a necht y = f(x) proxz € A, y € B.
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Terminologie spojena se zobrazenimi

Bud f: A — B zobrazeni a necht y = f(x) proxz € A, y € B.

@ Prvek y nazyvdme hodnota f v bodé x, nebo obraz x pfi zobrazeni f.
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Terminologie spojena se zobrazenimi

Bud f: A — B zobrazeni a necht y = f(x) proxz € A, y € B.

@ Prvek y nazyvdme hodnota f v bodé x, nebo obraz x pfi zobrazeni f.
@ Prvku x fikdme vzor prvku y pfi zobrazeni f.
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Terminologie spojena se zobrazenimi

Bud f: A — B zobrazeni a necht y = f(x) proxz € A, y € B.
@ Prvek y nazyvdme hodnota f v bodé x, nebo obraz x pfi zobrazeni f.
@ Prvku x fikdme vzor prvku y pfi zobrazeni f.

o Defini¢ni obor zobrazeni f, tedy mnozinu A znacime téz symbolem Dy
nebo D(f).
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Terminologie spojena se zobrazenimi

Bud f: A — B zobrazeni a necht y = f(x) proxz € A, y € B.
@ Prvek y nazyvdme hodnota f v bodé x, nebo obraz x pfi zobrazeni f.
@ Prvku x fikdme vzor prvku y pfi zobrazeni f.

o Defini¢ni obor zobrazeni f, tedy mnozinu A znacime téz symbolem Dy
nebo D(f).

@ Mnozina vSech obraz( pti zobrazeni f se nazyva obor hodnot zobrazeni f a
znaci se Hy. Tedy

Hy = {y €B | existuje x € A spliujici y = f(x)}
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Terminologie spojena se zobrazenimi

Bud f: A — B zobrazeni a necht y = f(x) proxz € A, y € B.
@ Prvek y nazyvdme hodnota f v bodé x, nebo obraz x pfi zobrazeni f.
@ Prvku x fikdme vzor prvku y pfi zobrazeni f.

o Defini¢ni obor zobrazeni f, tedy mnozinu A znacime téz symbolem Dy
nebo D(f).

@ Mnozina vSech obraz( pti zobrazeni f se nazyva obor hodnot zobrazeni f a
znaci se Hy. Tedy

Hy = {y €B | existuje x € A spliujici y = f(x)}

Casty omyl
Méjme f : A — B. Mnozina B nutné neni oborem hodnot! J
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Terminologie spojena se zobrazenimi

Bud f: A — B zobrazeni a necht y = f(x) proxz € A, y € B.

@ Prvek y nazyvdme hodnota f v bodé x, nebo obraz x pfi zobrazeni f.
@ Prvku x fikdme vzor prvku y pfi zobrazeni f.

o Defini¢ni obor zobrazeni f, tedy mnozinu A znacime téz symbolem Dy
nebo D(f).

@ Mnozina vSech obraz( pti zobrazeni f se nazyva obor hodnot zobrazeni f a
znaci se Hy. Tedy

Hy = {y €B | existuje x € A spliujici y = f(x)}

Casty omyl

Méjme f : A — B. Mnozina B nutné neni oborem hodnot!

Definice (Rovnost zobrazeni):

Dvé zobrazeni f: A — B ag: A — B jsou si rovny, piseme f = g, pravé kdyz
f(xz) = g(z) pro kazdé x € A = Dy = D,.
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Zobrazeni: ilustrace

f:A—>B

frae f(2)
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Zazeni, vzor a obraz mnoziny

Bud f: A— B.
@ Zobrazeni g: E — B, E C Dy = A, definované predpisem g(x) := f(z) pro
libovolné x € E nazyvdme ziiZenim zobrazeni f na mnoZinu E.
Zapisujeme g = f| .

&)
=l
&

J A\

B
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Zazeni, vzor a obraz mnoziny

Bud f: A — B.

@ Zobrazeni g: E — B, E C Dy = A, definované predpisem g(x) := f(z) pro
libovolné x € E nazyvdme ziiZenim zobrazeni f na mnoZinu E.
Zapisujeme g = f| .

@ Mnozinu

f(9):={yeB | existuje = € S splfiujici f(z) =y},

kde S C A, nazveme obrazem mnoziny S pfi zobrazeni f.
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Zazeni, vzor a obraz mnoziny

Bud f: A — B.

@ Zobrazeni g: E — B, E C Dy = A, definované predpisem g(x) := f(z) pro
libovolné x € E nazyvdme ziiZenim zobrazeni f na mnoZinu E.
Zapisujeme g = f| .

@ Mnozinu

f(9):={yeB | existuje = € S splfiujici f(z) =y},

kde S C A, nazveme obrazem mnoziny S pfi zobrazeni f.
e Je-li N C B, potom mnozinu

fTHN) == {z € Alexistuje y € N spliiujici f(z) =y}

nazveme vzorem mnoziny N pfi zobrazeni f.
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Zazeni, vzor a obraz mnoziny

Bud f: A— B.

@ Zobrazeni g: E — B, E C Dy = A, definované predpisem g(x) := f(z) pro
libovolné x € E nazyvdme ziiZenim zobrazeni f na mnoZinu E.
Zapisujeme g = f| .

@ Mnozinu

f(9) = {y €B | existuje x € S spliujici f(z) = y},

kde S C A, nazveme obrazem mnoziny S pfi zobrazeni f.
e Je-li N C B, potom mnozinu

fTHN) == {z € Alexistuje y € N spliiujici f(z) =y}
nazveme vzorem mnoziny N pfi zobrazeni f.

Poznamka:

Symbol pro vzor mnoZiny, f~1(N), je nutno chapat jako nedélitelny. Netvrdime
nic o existenci inverzniho zobrazeni (viz déle).
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Zazeni, vzor a obraz mnoziny: priklad

Ukazme si priklad zobrazeni f : R — R a jednoho jeho zizeni g.

Jaky je obraz mnoziny S = (—1,1) vzhledem k témto zobrazenim?

Jaky je vzor mnoziny N = (—1,1) vzhledem k témto zobrazenim?
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Slozené zobrazeni

Zobrazeni |ze skladat a vytvaret tak nova zobrazeni.

Definice (SloZzené zobrazeni):

Jsou-li f: A— B ag:FE — C zobrazeni, kde E C B, pak definujeme slozené
zobrazeni go f : Dyoy — C' predpisem

(g0 (@) = g(f(=))
pro vsechna

x € Dgoy = {x € Dy | f(z) € Dy} = f71(E) C A
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Slozené zobrazeni

Zobrazeni |ze skladat a vytvaret tak nova zobrazeni.

Definice (SloZzené zobrazeni):

Jsou-li f: A— B ag:FE — C zobrazeni, kde E C B, pak definujeme slozené
zobrazeni go f : Dyor — C predpisem

(g0 (@) = g(f(=))
pro vsechna

x € Dgoy = {x € Dy | f(z) € Dy} = f71(E) C A

Poznamka:

e Tedy Dyoy C Dy. | v piipadé, ze Dy # 0 a Dy # () mize nastat situace
Dyoy = 0.

@ O f ¢asto mluvime jako o vnitfnim a o g jako o vnéjsim zobrazeni.
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Slozené zobrazeni: ilustrace
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Dilezité druhy zobrazeni

Zobrazeni f : A — B je

Definice:

@ prosté (injektivni), jestlize pro kazdou dvojici x1,z2 € Dy, 1 # 2, plati

f(z1) # f(x2).
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Dilezité druhy zobrazeni

Zobrazeni f : A — B je

Definice:

@ prosté (injektivni), jestlize pro kazdou dvojici x1,z2 € Dy, 1 # 2, plati
f(@1) # f(22).

@ na (surjektivni), jestlize pro kazdé y € B existuje = € Dy spliujici f(z) = y.
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Dilezité druhy zobrazeni

Zobrazeni f : A — B je

Definice:
@ prosté (injektivni), jestlize pro kazdou dvojici x1,z2 € Dy, 1 # 2, plati
f(@1) # f(22).
@ na (surjektivni), jestlize pro kazdé y € B existuje = € Dy spliujici f(z) = y.

e vzajemné jednoznacné (bijektivni), jestlize f je prosté a na.
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Dilezité druhy zobrazeni

Zobrazeni f : A — B je

Definice:
@ prosté (injektivni), jestlize pro kazdou dvojici x1,z2 € Dy, 1 # 2, plati
f(@1) # f(22).
@ na (surjektivni), jestlize pro kazdé y € B existuje = € Dy spliujici f(z) = y.

e vzajemné jednoznacné (bijektivni), jestlize f je prosté a na.

@ Prostotu zobrazeni f : A — B Ize ekvivalentné vyjadfit pozadavkem

(Va1, 29 € Dp)((f(21) = f(a2)) = 21 = 22).

Slovné Yeceno, kazdy prvek Hy ma pravé jeden vzor v Dy vzhledem k f.
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Dilezité druhy zobrazeni

Zobrazeni f : A — B je

Definice:
@ prosté (injektivni), jestlize pro kazdou dvojici x1,z2 € Dy, 1 # 2, plati
f(@1) # f(22).
@ na (surjektivni), jestlize pro kazdé y € B existuje = € Dy spliujici f(z) = y.

e vzajemné jednoznacné (bijektivni), jestlize f je prosté a na.

@ Prostotu zobrazeni f : A — B Ize ekvivalentné vyjadfit pozadavkem

(Va1, 29 € Dp)((f(21) = f(a2)) = 21 = 22).

Slovné Yeceno, kazdy prvek Hy ma pravé jeden vzor v Dy vzhledem k f.
o f: A — B je surjektivni, pravé kdyz H; = B. Pouziti slivka ,na* by tedy
mélo byt zfejmé (sur je ,na" francouzsky).
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Dilezité druhy zobrazeni

Zobrazeni f : A — B je

Definice:
@ prosté (injektivni), jestlize pro kazdou dvojici x1,z2 € Dy, 1 # 2, plati
f(@1) # f(22).
@ na (surjektivni), jestlize pro kazdé y € B existuje = € Dy spliujici f(z) = y.

e vzajemné jednoznacné (bijektivni), jestlize f je prosté a na.

@ Prostotu zobrazeni f : A — B Ize ekvivalentné vyjadfit pozadavkem

(Va1, 29 € Dp)((f(21) = f(a2)) = 21 = 22).

Slovné Yeceno, kazdy prvek Hy ma pravé jeden vzor v Dy vzhledem k f.
o f: A — B je surjektivni, pravé kdyz H; = B. Pouziti slivka ,na* by tedy
mélo byt zfejmé (sur je ,na" francouzsky).
o Je-li f: A— B bijekce, pak kazdému prvku x € A odpovida pravé jeden
prvek mnoziny y € B splfiujici f(x) = y, a naopak. Proto se o bijekcich ft
obcas také mluvi jako o zobrazenich 1-1 (jedna ku jedné).
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Priklad

Priklad (Identické zobrazeni).

Bud A mnozina. Zobrazeni id4 : A — A definované predpisem
ida(z) ==z, ¢ € Dia,,

nazyvame identické zobrazeni.

Zobrazeni id 4 je injektivni, surjektivni a tedy i bijektivni.
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Inverzni zobrazeni

Definice:

Je-li f: A — B prosté zobrazeni, pak kazdému prvku = z oboru hodnot H Ize
pfitadit pravé jedno y z mnoziny Dy = A tak, ze z = f(y). Takto ziskané
zobrazeni nazyvame inverzni zobrazeni k zobrazeni f a zna&ime ho f~!.

ZS 2018/2019
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Inverzni zobrazeni

Definice:

Je-li f: A — B prosté zobrazeni, pak kazdému prvku = z oboru hodnot H Ize
pfitadit pravé jedno y z mnoziny Dy = A tak, ze z = f(y). Takto ziskané
zobrazeni nazyvame inverzni zobrazeni k zobrazeni f a zna&ime ho f~!.

Poznamka:

Z definice ihned plyne, ze f~1: H; — A a déle
Df—l = Hy, Hf—l = Dy, fﬁlof:ide, fOfilzidHf.

f
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Realna funkce reilné proménné
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Hlavni body

Reélna funkce redlné proménné
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Realna funkce realné proménné

Definice:
Zobrazeni f : A — R, kde A C R, nazyvame realnou funkci realné proménné. J
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Realna funkce realné proménné

Definice: J

Zobrazeni f : A — R, kde A C R, nazyvame realnou funkci realné proménné.

Poznamka:

Realna funkce redlné proménné je Casto zadana tzv. explicitné. Tedy pomoci
predpisu typu y := f(z). Pfirozenym definiénim oborem pak nazyvame
mnozinu vSech redlnych x pro které méa vyraz f(x) smysl jakoZto redlné Cislo.
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Realna funkce realné proménné

Definice:
Zobrazeni f: A — R, kde A C R, nazyvame realnou funkci realné proménné.

Poznamka:

Realna funkce redlné proménné je Casto zadana tzv. explicitné. Tedy pomoci
predpisu typu y := f(z). Pfirozenym definiénim oborem pak nazyvame
mnozinu vSech redlnych x pro které méa vyraz f(x) smysl jakoZto redlné Cislo.

Ptiklad.

Uvazme vyraz f(x) := x—‘ﬁ Pfirozenym defini¢nim oborem je mnozina

Dy =(0,1) U (1, +00).
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Realna funkce reilné proménné
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Graf funkce

Grafem funkce f nazyvame mnozinu
graf f = {(z, f(z)) e RxR|z € Dys}.

ZS 2018/2019
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Graf funkce

Grafem funkce f nazyvame mnozinu

graf f = {(z, f(z)) e RxR|z € Dys}.

@ O x se také mluvi jako o nezavisle proménné. Znazoriiujeme ji zpravidla na
vodorovné ose a y = f(z) je hodnota funkce f v bodé x (o y mluvime jako o
zavisle proménné), kterd se zndzorfiuje na svislé ose.
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Graf funkce

Grafem funkce f nazyvame mnozinu

graf f = {(z, f(z)) e RxR|z € Dys}.

@ O x se také mluvi jako o nezavisle proménné. Znazoriiujeme ji zpravidla na
vodorovné ose a y = f(z) je hodnota funkce f v bodé x (o y mluvime jako o
zavisle proménné), kterd se zndzorfiuje na svislé ose.

o Graf funkce f je podmnozinou kartézského soucinu R x R, ktery ted
chapeme jako rovinu s vyznaenym pocatkem (bodem (0,0)) a s vodorovnou

soufadnou osou
{(#,0) e RxR|z € R},

a svislou soufadnou osou

{(0,y) eRxR|y e R}.
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Graf funkce: priklad paraboly

P¥ipomenme graf paraboly
y=az? +bx+ec.

Realné koreny

xi:%<7bi\/ﬁ),

pokud D = b? — 4ac > 0.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)
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Priklady funkci a jejich grafii

Ptiklad.
Kterd z nasledujicich funkci (R — R) je prosta, na, &i bijekce? J

=
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Definice:
Funkci f definovanou na mnoziné M nazyvame
@ rostouci na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé z1,x5 € M spliujici z1 < x5
plati f(z1) < f(z2).
o klesajici na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé xq,xo € M spliujici z1 < x5
plati f(z1) > f(x2).
@ ostfe rostouci na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé z1,xo € M splnujici
x1 < T plati f(z1) < f(w2).
o ostre klesajici na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé x1,zo € M spliujici
x1 < zo plati f(z1) > f(w2).
Funkci, ktera je rostouci nebo klesajici nazyvame monotonni. Funkci, ktera je
ostfe rostouci nebo ostre klesajici nazyvame ryze monotonni.

&)
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Realna funkce reilné proménné

[e]e]e]ele] ]

Definice:
Funkci f definovanou na mnoziné M nazyvame
@ rostouci na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé z1,x5 € M spliujici z1 < x5
plati f(z1) < f(z2).
o klesajici na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé xq,xo € M spliujici z1 < x5
plati f(z1) > f(x2).
@ ostfe rostouci na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé z1,xo € M splnujici
x1 < T plati f(z1) < f(w2).
o ostre klesajici na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé x1,zo € M spliujici
x1 < zo plati f(z1) > f(w2).
Funkci, ktera je rostouci nebo klesajici nazyvame monotonni. Funkci, ktera je
ostfe rostouci nebo ostre klesajici nazyvame ryze monotonni.

Kazda ryze monoténni funkce je prosta.

&)
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Realna funkce reilné proménné
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Definice:
Funkci f definovanou na mnoziné M nazyvame
@ rostouci na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé z1,x5 € M spliujici z1 < x5
plati f(z1) < f(z2).
o klesajici na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé xq,xo € M spliujici z1 < x5
plati f(z1) > f(x2).
@ ostfe rostouci na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé z1,xo € M splnujici
x1 < T plati f(z1) < f(w2).
o ostre klesajici na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé x1,zo € M spliujici
x1 < mo plati f(z1) > f(x2).
Funkci, ktera je rostouci nebo klesajici nazyvame monotonni. Funkci, ktera je
ostfe rostouci nebo ostre klesajici nazyvame ryze monotonni.

Kazda ryze monoténni funkce je prosta.

Ptiklad.

P¥ikladem rostouci funkce na R je 2% (a také ¢/z). Funkce f(x) = 22 neni na R
ani rostouci ani klesajici, ale je klesajici na intervalu (—oo, 0) a rostouci na
intervalu (0, +00).
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