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Zenonlv paradox: Achilles a zelva

AHCILEZ A 2EVLA

NP

Pripat sem na
Gazni paradogz! Tuto malou Zevlu nepfetbjehne

afii Uchiles, mali &n mali naksok.

1 B

Anciles j& mrtvi Zenone,
rvilll

dididill!

historje.tumblr.com
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Zenonlv paradox: Achilles a zelva

Achilles je dvakrat rychlejsi nez (zavodni) zelva
HCl Z . v P
ARCILEZ A ZEVLA s rychlosti 0,5m/s, Zelva ma naskok 1m.
NP
Pripat sem na :
e M aa e . t=0
0 1

2 S
3E

Anciles j& mrtvi Zenone,
rvilll

dididill!

historje.tumblr.com

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)

ZS 2018/2019



Ciselné Fady
0000000000000

Zenonlv paradox: Achilles a zelva

Achilles je dvakrat rychlejsi nez (zavodni) zelva
HCl 2 . v ;s
AHCILEZ A ZENLA s rychlosti 0,5m/s, Zelva ma naskok 1m.
O
Pripat sem na :
(e Py 2 Dol ol ek _ t = 0
‘s 0 | ””
t=1
Lzl -~ )
Ahciles j& mrtvi Zenone, 1 l J
rtvill!

dididill!

historje.tumblr.com
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Zenonlv paradox: Achilles a zelva

Achilles je dvakrat rychlejsi nez (zavodni) zelva
HCl 2 . v ;s
AHCILEZ A ZENLA s rychlosti 0,5m/s, Zelva ma naskok 1m.
O
Pripat sem na :
(e Py 2 Dol ol ek _ t = 0
t=1
Lzl -~ )
Ahciles j& mrtvi Zenone, 1 l J
rtvill!
£ dididil! t — 1’5
A 1,51.75 xz

historje.tumblr.com
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Zenonlv paradox: Achilles a zelva

Achilles je dvakrat rychlejsi nez (zavodni) zelva
Hel 2 . v .
AHCILEZ A ZEVLA s rychlosti 0,5m/s, Zelva ma naskok 1m.
S
Piipat sem na 3
s | | Tpmelel, . t=0
t=1
1 Mfl — -
Ahcilg 1 l 9] x
\ciles j& mrtvi Zenone,
rtvitl! Aco jako??7?!!
dididill! t = 1,5
1,51,75 x
Ergo, Achilles Zelvu nikdy nedohoni.
historje.tumblr.com

Casové okamziky a polohy Achilla a Zelvy:
n n n
b= 27K g, = 27k =N ok
k=1 k=1 k=0
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G NERELE

Definice (Ciselna ¥ada / series):

Formalni vyraz tvaru
o0
E ar =agp+a; +ag+---
k=0

nazyvame ciselnou fadou.
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G NERELE

Definice (Ciselna ¥ada / series):

Formalni vyraz tvaru

Zak=a0+a1+a2+-.-
k=0

nazyvame ciselnou fadou. Pokud je posloupnost ¢astecnych soucti

n
Sp = E ag
k=0

konvergentni, nazyvame prislusnou radu také konvergentni. V opacném pripadé

mluvime o divergentni Ciselné fadé.
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G NERELE

Definice (Ciselna ¥ada / series):

Formalni vyraz tvaru

Zak=a0+a1+a2+-.-
k=0

nazyvame ciselnou fadou. Pokud je posloupnost ¢astecnych soucti

n
Sp = E ag
k=0

konvergentni, nazyvame prislusnou radu také konvergentni. V opacném pripadé
[e.e]

mluvime o divergentni Ciselné Fadé. Souctem konvergentni Fady E ag

k=0
nazyvame hodnotu limity lim s,.
n— oo
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Priklad

Piiklad.

Pro |¢| < 1 Fada
[ee]
Y dF=1l+q+P++a'+--
k=0

2 Y v . 1
konverguje a jejim souctem je ="
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Priklad

Priklad.
Pro |¢| < 1 Fada

SdF=14q+P+ g+
k=0

2 Y v . 1
konverguje a jejim souctem je ="

Cleny posloupnosti ¢aste¢nych soucti Ize primo sedist,
n 1— qn+1

Sn = qu = 1og (plati pro lib. ¢ # 1)

1
Takze pro |q| < 1 dostdvame lim s, = ——. PiSeme také
n—o0 1—gq

S 1
qu:ia gl <1.
k=0 q

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019
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Priklad: zpét k Achillovi a zelvé

V okamziku t,, ubéhl Achilles a,, a zelva z,, metri,

n

n
—k+1 —k+1
tn:§ 2kt an=§ o kL
k=1

k=1

|
[N}
|
>
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Priklad: zpét k Achillovi a zelvé
V okamziku t,, ubéhl Achilles a,, a zelva z,, metri,
n n n
tn=> 27K g, =) o7k =N ok
k=1 k=1 k=0
Dle predchoziho prikladu vime
= 1
. _ —k+1 _ _
nlinéot”_ZQ T1-1/2 2
k=1
(o]
; _ —k+1 _
nh_)n;o ap = ; 2 =2,
o0
lim 2z, = —k =9
Jim e =) 2 =2
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Priklad: zpét k Achillovi a zelvé

V okamziku t,, ubéhl Achilles a,, a zelva z,, metri,

n n n
tn=> 27K g, =) o7k =N ok
k=1 k=1 k=0
Dle predchoziho prikladu vime
- 1
: _ —k41 _ _
nlinéot”_I;Q T1-1/2 2

o0
lim a, = E 27kl — 9
n— o0

k=1

. N _ —k _
nh_}n;o Zn = kz_o2 = 2.

el

Achilles proto Zelvu dobéhne za 2 sekundy 2 metry od startu. AN

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019 7/30
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Nutnd podminka konvergence rady

Nasledujici vétu Ize pouzit k vyvraceni konvergence rady.

Véta (Nutna podminka konvergence fady):

o0
Pokud rada Zak konverguje, potom pro limitu scitanch plati lim aj = 0.
(- k—o0

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019
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Nutnd podminka konvergence rady

Nasledujici vétu Ize pouzit k vyvraceni konvergence rady.

Véta (Nutna podminka konvergence fady):

o0
Pokud rada Zak konverguje, potom pro limitu scitanch plati lim aj = 0.
= k—o0

Dikaz.

Oznacme S € R soucet nasi konvergentni fady. Pro libovolné kladné celé n platf
0 <lan| =80 — Sn—1|=sn =S+ S — sn—1| < |sn = S|+ |5 — sp_1]-

Protoze S = lim s, dostidvame z véty o seviené posloupnosti lim a, = 0. ]
n—oo n—oo

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019 8/
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Nutnd podminka konvergence

Ptedchozi podminka je pouze nutna, jak demonstruje nasledujici pfiklad.

Priklad.
Uvazme fadu

v L
=V
tedy aj, = ﬁ pro k =1,2,.... Vime jiz, Ze plati

lim a = 0.
k— oo

Ale pro ¢astecné soulty je

3

Sp =

Pr=il

%\

P e

Proto lim s, = +o00. Zkoumana rada diverguje.
n—o0

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2018/2019
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Bolzanovo—Cauchyovo kritérium

Véta (Bolzano—Cauchy):

oo
Rada Zak konverguje pravé tehdy, kdyz pro kazdé € > 0 existuje ng € R tak, ze

k=0
pro kazdé n > ng a p € N platf

law g = Ran [ < e

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019
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Bolzanovo—Cauchyovo kritérium

Véta (Bolzano—Cauchy):

oo
Rada Zak konverguje pravé tehdy, kdyz pro kazdé € > 0 existuje ng € R tak, ze

k=0
pro kazdé n > ng a p € N platf

|an+an+1 +"'+an+p| < E.

Dukaz.

Jedna se pouze o pouziti Bolzanova—Cauchyova kritéria konvergence na
posloupnost ¢asteénych souctl prislusné rady a preznaceni nékterych symbold. [

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019 10 /30
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Absolutni konvergence

Definice:

oo oo
Radu g aj nazyvame absolutné konvergentni, pokud fada Z |ax| konverguje.
k=0 k=0

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019
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Absolutni konvergence

Definice:
oo oo

Radu Zak nazyvame absolutné konvergentni, pokud fada Z |ax| konverguje.
k=0 k=0

Véta:

Pokud Fada absolutné konverguje, potom konverguje.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) - ZS 2018/2019 11/30
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Absolutni konvergence

Definice:
oo oo

Radu Zak nazyvame absolutné konvergentni, pokud fada Z lak| konverguje.
k=0 k=0

Véta:

Pokud Fada absolutné konverguje, potom konverguje.

Diikaz.

PouZijeme Bolzanova-Cauchyova kritéria pro konvergenci ¥ady. Bud >~/ ; ax
absolutné konvergentni fada. Potom pro € > 0 existuje ng € N tak, ze pro kazdé
n > ng ap € N je podle trojihelnikové nerovnosti

|an + @ng1 4+ + anap| < an| + lant1| + - + langp| <e.

Rada 3°77  a, tedy konverguje. O

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2018/2019 11/30
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Postacujici podminky konvergence

Véta (Leibnizovo kritérium):

Bud (ax)$2; monoténni posloupnost ¢lenii konvergujici k nule. Potom fada
o0
Z(_l)kak
k=1

konverguje.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019
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Postacujici podminky konvergence

Véta (Leibnizovo kritérium):

Bud (ax)$2; monoténni posloupnost ¢lenii konvergujici k nule. Potom fada

> (=Dkay

k=1

konverguje.

Diikaz.

Diikaz tohoto kritéria vynechdvame (jedna se o specidlni pfipad Dirichletova
kritéria). O

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019
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Postacujici podminky konvergence

Véta (Leibnizovo kritérium):

Bud (ax)$2; monoténni posloupnost ¢lenii konvergujici k nule. Potom fada
o0
Z(*l)kak
k=1

konverguje.

Diikaz.

Diikaz tohoto kritéria vynechdvame (jedna se o specidlni pfipad Dirichletova
kritéria).

Priklad.

o 1\k
Podle Leibnizova kritéria je rada Z ( kz) konvergentni. Ale neni absolutné
k=1

konvergentni. Z dFivéjsi prednasky jiz vime, ze Y 7o, % diverguje.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2018/2019
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Postacujici podminky konvergence

Véta (Srovnavaci kritérium):
Budte >°p7, ar a Yo, bi Eiselné fady. Potom plati nésledujici dvé tvrzeni.
@ Necht pro kazdé k € N plati odhad 0 < |aj| < by, a necht fada Y- | bk
konverguje. Potom Fada ) -, a;, absolutné konverguje.

@ Necht pro kazdé k € N plati odhad 0 < a; < by a 220:1 ay, diverguje. Potom
i fada > o, by, diverguje.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019 13/30
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Postacujici podminky konvergence

Véta (Srovnavaci kritérium):
Budte >°p7, ar a Yo, bi Eiselné fady. Potom plati nésledujici dvé tvrzeni.
@ Necht pro kazdé k € N plati odhad 0 < |aj| < by, a necht fada Y- | bk
konverguje. Potom fada 2;11 ay, absolutné konverguje.

@ Necht pro kazdé k € N plati odhad 0 < a; < by a EZOZ1 ay, diverguje. Potom
i fada > o, by, diverguje.

Dukaz.

Prvni bod: opét pouzijeme Bolzanova—Cauchyova kritéria. Lze postupovat shodné
jako v ditkazu predchozi véty. Tvrzeni plyne z nasledujiciho odhadu.

“an|+|an+1|+"'+‘an+p|| = |an| +lant1]+- - +lantp| < bn+buti+- - bnyp.

Druhy bod plyne z nerovnosti 0 < Y7, ar < > 1, b. O

) ) el

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) - ZS 2018/2019 13/

30
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Priklad

Pfiklad (Desetinny rozvoj).

s v

Bud (ax)$2, posloupnost jejiz ¢leny nabyvaji hodnot z mnoziny {0,1,...,8,9}.
Potom klademe

oo
0.a1a0a3 - - - := Zak -107F.
k=1

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019 14 /30



Ciselné Fady
00000000000 e00

Priklad

Pfiklad (Desetinny rozvoj).

s v

Bud (ax)$2, posloupnost jejiz ¢leny nabyvaji hodnot z mnoziny {0,1,...,8,9}.
Potom klademe

oo
0.a1a0a3 - - - := Zak -107F.
k=1

7

Rada konverguje a jeji soucet jednoznacné definuje jisté realné Eislo.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019 14 /30
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Priklad

Pfiklad (Desetinny rozvoj).

Nvov

Bud (ax)$2, posloupnost jejiz ¢leny nabyvaji hodnot z mnoziny {0,1,...,8,9}.
Potom klademe

0.a1a0a3 - - - := Zak -107F.

7 3

Rada konverguje a jeji soucet jednoznaéné definuje jisté realné &islo.

Konvergence plyne ze srovnavaciho kritéria, zrejmé

k
e 1
ar-107F < 9. (10) .

k
Rada Y77, (%) konverguje, jeji souget je &

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) - ZS 2018/2019 14 /30
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Priklad

Pfiklad (Desetinny rozvoj).

s v

Bud (ax)$2, posloupnost jejiz ¢leny nabyvaji hodnot z mnoziny {0,1,...,8,9}.
Potom klademe

oo
0.a1a0a3 - - - := Zak -107F.
k=1

7

Rada konverguje a jeji soucet jednoznacné definuje jisté realné Eislo.

Konvergence plyne ze srovnavaciho kritéria, zrejmé

k
i 1
ag - 10 §9-<1O> .

5 k
Rada 377, (%) konverguje, jeji souget je 5.
Specialné napriklad

> 9
0.9999 =Y "9-107" =10 =1,
k=1 10

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019
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Postacujici podminky konvergence

Véta (d’Alembertovo kritérium / ratio test for series):

Necht ay > 0 pro kazdé k € N. Potom plati dvé nasledujici tvrzenf:

Q@ Pokud “
lim —*+!

> 1,
k—oo Qg
o0
pak rada Zak diverguje.
k=0
@ Pokud a
lim —* <1,
k—oo Qp

o0
pak rada Zak (absolutné) konverguje.
k=0

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)

ZS 2018/2019
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Postacujici podminky konvergence

Duikaz.

Prvni bod: Z podilového kritéria aplikovaného na posloupnost (a)3; plyne

lim ap = +oo.
k— o0

Neni proto splnéna nutnd podminka konvergence a ¥ada ;- , aj proto diverguje.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019 16 / 30
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Postacujici podminky konvergence

Duikaz.

Prvni bod: Z podilového kritéria aplikovaného na posloupnost (a)3; plyne

lim ap = +oo.
k— o0

Neni proto splnéna nutnd podminka konvergence a ¥ada ;- , aj proto diverguje.
Druhy bod: Dle predpokladu existuje ¢ < 1 a ky € N pro néz platf

Q41
ag

§q<1, ]CZ]GO

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019 16 / 30
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Postacujici podminky konvergence

Duikaz.

Prvni bod: Z podilového kritéria aplikovaného na posloupnost (a)3; plyne

lim ap = +oo.
k— o0

Neni proto splnéna nutnd podminka konvergence a ¥ada ;- , aj proto diverguje.
Druhy bod: Dle predpokladu existuje ¢ < 1 a ky € N pro néz platf

Q41
ag

§q<1, ]CZ]GO

Odtud nahlédneme, zZe pro kazdé k > kg plati

k—k,
ap < q° ag,.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019
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Postacujici podminky konvergence

Duikaz.

Prvni bod: Z podilového kritéria aplikovaného na posloupnost (a)3; plyne

lim ap = +oo.
k— o0

Neni proto splnéna nutnd podminka konvergence a ¥ada ;- , aj proto diverguje.
Druhy bod: Dle predpokladu existuje ¢ < 1 a ky € N pro néz platf

Q41
ag

§q<1, ]CZ]GO

Odtud nahlédneme, zZe pro kazdé k > kg plati
ar < ¢**ay,.
Uz ale vime, Ze Yada Y ;- , ¢* konverguje pro |¢| < 1. Podle srovnévaciho kritéria

tedy konverguje i fada > - ax. O

]

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2018/2019 16 / 30
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Hlavni body

Exponencialni funkce a Eulerovo ¢islo
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Exponencialni funkce a Eulerovo &islo
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Exponencialni funkce

Pro kazdé x € R uvazme fadu

> (E2 (L‘3
.4+ TRt

gk

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) - ZS 2018/2019



Exponencialni funkce a Eulerovo &islo
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Exponencialni funkce

Pro kazdé x € R uvazme fadu

i571+ +£+£+
2R 3!

Tato fada jisté (absolutné) konverguje pro = 0. Pro ostatni x plati

xk+1
k i
lim LD el o<1
k—oo |zk k—oo k+ 1
7l

Podle d'Alembertova kritéria proto fada (absolutné) konverguje.

T8
s

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)

ZS 2018/2019
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Exponencialni funkce a Eulerovo &islo

[e]e] lele]e]e)

Exponencialni funkce

Diky predchozimu slidu ma nasledujici definice dobry smysl.

ZS 2018/2019
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Exponenciélni funkce a Eulerovo &islo
[e]e] lele]e]e)

Exponencialni funkce

Diky predchozimu slidu ma nasledujici definice dobry smysl.

Definice (Exponencialni funkce):

Zobrazeni, které kazdému x € R priradi soucet rady
P
k=0

nazyvame Exponencialni funkci. Jeji funkéni hodnotu pro zadand x € R znacdime
symbolem e”.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019



Exponenciélni funkce a Eulerovo &islo
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Exponencialni funkce

Diky predchozimu slidu ma nasledujici definice dobry smysl.

Definice (Exponencialni funkce):

Zobrazeni, které kazdému x € R priradi soucet rady
P
k=0

nazyvame Exponencialni funkci. Jeji funkéni hodnotu pro zadand x € R znacdime
symbolem e”.

O ,exponenciélni funkci” budeme také ¢asto zkracené mluvit jako o
,exponenciale".

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019



Exponenciélni funkce a Eulerovo &islo
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Exponencialni funkce

Véta (Zakladni vlastnosti exponencialni funkce):

Exponencialni funkce ma nasledujici vlastnosti:

Q =1,

@ pro vechna z,y € R plati e®T¥ = e%eY,

@ pro viechna x € R plati e” # 0 a dale e™* = L,
Q

exponenciala je ostfe rostouci funkce, pro vsechna x,y € R spliujici
nerovnost x < y plati nerovnost e* < e¥.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019



Exponenciélni funkce a Eulerovo &islo
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Exponencialni funkce

Véta (Zakladni vlastnosti exponencialni funkce):

Exponencialni funkce ma nasledujici vlastnosti:

9
Q
Q
Q

ed=1,
pro viechna z,y € R plati e*Y = e%eY,
pro vSechna x € R plati e® # 0 a dale e™* = e%

exponenciala je ostfe rostouci funkce, pro vSechna x,y € R splnujici
nerovnost x < y plati nerovnost e* < e¥.

Dikaz bodu i).

Plyne pfimo z dosazeni = 0 do defini¢niho vztahu,

=9 Ok
0 _ — 000 =
k=0
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Exponenciélni funkce a Eulerovo &islo
[e]e]e]e] lee)

Exponencialni funkce

Diikaz bodu ii).
Uvazme z,y € R. Potom
kK ey o k¢ Kkt
- . L r Y _
e’ ey—<2k1> (Zg!>_zz V'(k—20)!
k=0 £=0 k=0 £=0
1 - (K et~ @yt
> a> (flatvt =y e =
k=0 £=0 k=0 |
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Exponenciélni funkce a Eulerovo &islo
[e]e]e]e] lee)

Exponencialni funkce

Diikaz bodu ii).

Uvazme z,y € R. Potom

N ok >yt o ke yk—t
“o-(£5) (£%)-Zxrdsa
k=0 =0 k=0 ¢=0
(o) 1 k k B [eS) ( + )k N
L=yt =en o

Diikaz bodu iii).
Z predchozich, jiz dokazanych, bodu i) a ii) plyne rovnost
e " =e"""=¢e"=1, proz€R. (1)

Tato rovnost implikuje nenulovost e* pro libovolné =z € R (rozmyslete napr.

sporem). Z rovnosti (1) pak ihned dostavame e~ = L. O
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Exponenciélni funkce a Eulerovo &islo
[e]e]e]e]e] o)

Exponencialni funkce

Dikaz bodu iv).

Bud z > 0. Potom ptimo z definice exponencialy dostadvame
oo
->% >
k!
k=0

Protoze z > 0, Ize ostfe rostouci posloupnost ¢astecnych souctli konvergentni rady
k v s 7 v Voo v 7
> neo 27 zdola ostfe odhadnout jejim prvnim ¢lenem, coz je &islo 1.
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Exponenciélni funkce a Eulerovo &islo
[e]e]e]e]e] o)

Exponencialni funkce

Dikaz bodu iv).

Bud z > 0. Potom ptimo z definice exponencialy dostadvame
o0
-> 2>
k!
k=0
Protoze z > 0, Ize ostfe rostouci posloupnost ¢astecnych souctli konvergentni rady

k v B .7 e v v oo. v 7
> neo 27 zdola ostfe odhadnout jejim prvnim ¢lenem, coz je &islo 1.
Ptedchozi nerovnost dale implikuje, ze pro zdporné z platf
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Exponenciélni funkce a Eulerovo &islo
[e]e]e]e]e] o)

Exponencialni funkce

Dikaz bodu iv).

Bud z > 0. Potom ptimo z definice exponencialy dostadvame
o0
-> 2>
k!
k=0
Protoze z > 0, Ize ostfe rostouci posloupnost ¢astecnych souctli konvergentni rady

k v B .7 e v v oo. v 7
> neo 27 zdola ostfe odhadnout jejim prvnim ¢lenem, coz je &islo 1.
Ptedchozi nerovnost dale implikuje, ze pro zdporné z platf

Je-li nyni @ < y, pak e¥ =e¥ " %e® > 1-e” =¢%, protoze y —x >0ae®*>0. [
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Exponencialni funkce a Eulerovo &islo

0O00000e

Eulerovo cislo

Nasledujici definice by neméla byt prekvapiva.

ZS 2018/2019
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Exponenciélni funkce a Eulerovo &islo
0O00000e

Eulerovo cislo

Nasledujici definice by neméla byt prekvapiva.

Definice (Eulerovo dislo):

Eulerovo cislo definujeme pomoci exponencialni funkce predpisem

=1

._ 1_2

e =e = E (2)
k=0
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Logaritmus a obecn mocnina
000000

Hlavni body

Logaritmus a obecnd mocnina

(GEEs)

=)
MO
YT
AN
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Logaritmus a obecn mocnina
0000000

Ptirozeny logaritmus

Poznamka:

e Exponenciélni funkce = — e” je ostte rostouci (a tedy i prostd). Dale vime
(rozmyslete!), ze e” je kladné pro kazdé z.
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Logaritmus a obecn mocnina
0000000

Ptirozeny logaritmus

Poznamka:

e Exponenciélni funkce = — e” je ostte rostouci (a tedy i prostd). Dale vime
(rozmyslete!), ze e” je kladné pro kazdé z.

o Navic plati, Ze oborem hodnot exponenciélni funkce je (0, +00). Tento fakt
dokazeme v kapitole o spojitosti.
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Logaritmus a obecn mocnina
0000000

Ptirozeny logaritmus

Poznamka:
e Exponenciélni funkce = — e” je ostte rostouci (a tedy i prostd). Dale vime
(rozmyslete!), ze e* je kladné pro kazdé x.
o Navic plati, Ze oborem hodnot exponenciélni funkce je (0, +00). Tento fakt
dokazeme v kapitole o spojitosti.

Definice (Pfirozeny logaritmus):

Existuje tedy inverzni funkce k exponenciale, ktera je také ostre rostouci a
zobrazuje (0, +00) na R. Tuto funkci nazyvdme pfirozenym logaritmem a
znacime symbolem In.
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Logaritmus a obecn mocnina
[e]e] lelelele]

Ptirozeny logaritmus

Véta (Vlastnosti pfirozeného logaritmu):

P¥irozeny logaritmus In ma nasledujici vlastnosti:

Q@ pro kazdé z € R plati Ine® = z a pro kazdé z € (0, +0c0) plati e"® = z,
@ Ine=1,1In1=0,

@ pro z,y € (0,+00) plati In(xy) = Inz + Iny.
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Logaritmus a obecn mocnina
[e]e] lelelele]

Ptirozeny logaritmus

Véta (Vlastnosti pfirozeného logaritmu):

P¥irozeny logaritmus In ma nasledujici vlastnosti:

Q@ pro kazdé z € R plati Ine® = z a pro kazdé z € (0, +0c0) plati e"® = z,
@ Ine=1,1In1=0,

@ pro z,y € (0,+00) plati In(xy) = Inz + Iny.

Dukaz.

@ Plyne pfimo z definice inverzni funkce.
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Logaritmus a obecn mocnina
[e]e] lelelele]

Ptirozeny logaritmus

Véta (Vlastnosti pfirozeného logaritmu):

P¥irozeny logaritmus In ma nasledujici vlastnosti:

Q@ pro kazdé z € R plati Ine® = z a pro kazdé z € (0, +0c0) plati e"® = z,
@ Ine=1,1In1=0,

@ pro z,y € (0,+00) plati In(xy) = Inz + Iny.

Diikaz.
@ Plyne pfimo z definice inverzni funkce.

@ Plyne pfimo z definice inverzni funkce a vztahti e! = ¢, €® = 1.
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Logaritmus a obecn mocnina
[e]e] lelelele]

Ptirozeny logaritmus

Véta (Vlastnosti pfirozeného logaritmu):

P¥irozeny logaritmus In ma nasledujici vlastnosti:

Q@ pro kazdé z € R plati Ine® = z a pro kazdé z € (0, +0c0) plati e"® = z,
@ Ine=1,1In1=0,

@ pro z,y € (0,+00) plati In(xy) = Inz + Iny.

Diikaz.
@ Plyne pfimo z definice inverzni funkce.
@ Plyne pfimo z definice inverzni funkce a vztahti e! = ¢, €® = 1.
@ Uvaime z,y € (0,400) a oznaéme z’ :=Inz a ¢ :=Iny, &li e* =z a
eV =y. Dle bodu ii) véty o zakladnich vlastnostech exponencily plati
zy =€ Y neboli In(zy) =2’ +y' =Inz + Iny. O
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Logaritmus a obecn mocnina
[e]e]e] Jelele]

Obecnad mocnina

Pfipomenme, ze pro a € R a kladné n € N definujeme

Il pro a = 0!
75 2018/2019
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Logaritmus a obecn mocnina
[e]e]e] Jelele]

Obecnad mocnina

Pfipomenme, ze pro a € R a kladné n € N definujeme

Tato definice ma smysl nebot ve jmenovateli je —n kladné a mizeme proto pouzit

definici vyse.

Il pro a = 0!
75 2018/2019
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Logaritmus a obecn mocnina
[e]e]e] Jelele]

Obecnad mocnina

Pfipomenme, ze pro a € R a kladné n € N definujeme

Tato definice ma smysl nebot ve jmenovateli je —n kladné a mizeme proto pouzit
definici vyse.

Koneéné polozime! a¥ := 1.

1 pro a = 0!
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Logaritmus a obecn mocnina
[e]e]e] Jelele]

Obecnad mocnina

Pfipomenme, ze pro a € R a kladné n € N definujeme

Tato definice ma smysl nebot ve jmenovateli je —n kladné a mizeme proto pouzit
definici vyse.

Koneéné polozime! a¥ := 1.

Symbol @™ mé tedy dobry smysl pro libovolné n € Z a a € R (pokud n < 0 pak
pouze pro a # 0).

1 pro a = 0!
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Logaritmus a obecn mocnina
[e]e]e] Jelele]

Obecnad mocnina

Pfipomenme, ze pro a € R a kladné n € N definujeme

Tato definice ma smysl nebot ve jmenovateli je —n kladné a mizeme proto pouzit
definici vyse.

Koneéné polozime! a¥ := 1.

Symbol @™ mé tedy dobry smysl pro libovolné n € Z a a € R (pokud n < 0 pak
pouze pro a # 0). Déle plati zndmé rovnosti

1 pro a = 0!
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Logaritmus a obecn mocnina
[e]e]e]e] Tele]

Obecnad mocnina

Definice (Obecna mocnina):

Pro a € (0,400) a z € R definujeme

a® = emlna.
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Logaritmus a obecn mocnina
[e]e]e]e] Tele]

Obecnad mocnina

Definice (Obecna mocnina):

Pro a € (0,400) a € R definujeme

a® = emlna.

Poznamka:
Poznamenejme, Ze tato definice neni v kolizi s dfive zavedenou exponencialni
funkci. Pro a = e totiZ mame

et = exlne — %,

Na levé strané symbol e chapeme jako obecnou mocninu a na pravé strané jako
exponencialni funkci.
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Logaritmus a obecn mocnina
00000e0

Obecnad mocnina

Z vlastnosti exponencialni funkce a pfirozeného logaritmu ihned plynou nasledujici
znamé vlastnosti obecné mocniny.

Véta (Vlastnosti obecné mocniny):
Pro a,b > 0 a pro kazdé =,y € R plati:
Q@ oY =a%aY,

@ (a7)’=a",

@ (ab)” = a®b".
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Logaritmus a obecn mocnina
00000e0

Obecnad mocnina

Z vlastnosti exponencialni funkce a pfirozeného logaritmu ihned plynou nasledujici
znamé vlastnosti obecné mocniny.

Véta (Vlastnosti obecné mocniny):
Pro a,b > 0 a pro kazdé x,y € R plati:
Q@ o =qgaY,

Q@ (a®)’ =a",

@ (ab)* = a"b*.

Dukaz.

Méjme a > 0 a z,y € R. Podle definice obecné mocniny plati
)
a®ty = e(ery) Ina _ czlnatylne _ czlnagylnae — ,z,y

J W Rf
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Logaritmus a obecn mocnina
00000e0

Obecnad mocnina

Z vlastnosti exponencialni funkce a pfirozeného logaritmu ihned plynou nasledujici

znamé vlastnosti obecné mocniny.

Véta (Vlastnosti obecné mocniny):
Pro a,b > 0 a pro kazdé x,y € R plati:

Q oY =a%a¥,

o () =a
@ (ab)* = a"b*.
Diikaz.

Méjme a > 0 a z,y € R. Podle definice obecné mocniny plati
)
a®ty = e(ery) Ina _ czlnatylne _ czlnagylnae — ,z,y

Obdobné plati (aI)y — g¥ilma® _ gyilne = eyzlne — ayz _ g2y

zlna

J W Rf
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Logaritmus a obecn mocnina

[e]o]e]e]e] o)

Obecnad mocnina

Z vlastnosti exponencialni funkce a pfirozeného logaritmu ihned plynou nasledujici

znamé vlastnosti obecné mocniny.

Véta (Vlastnosti obecné mocniny):
Pro a,b > 0 a pro kazdé x,y € R plati:
Q@ o =qgaY,

Q@ (a®)’ =a",

@ (ab)* = a"b*.

Dukaz.

Méjme a > 0 a z,y € R. Podle definice obecné mocniny plati
)
a®ty = e(ery) Ina _ czlnatylne _ czlnagylnae — ,z,y

Obdobng plati (a®)” = evna” = evlne
Nakonec (ab)r _ exln(ab) _ em(lna—l—lnb) — etlnagzlnb _  zpw

zlna

— ey~a:lna = a¥% = ¢%Y.
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Logaritmus a obecn mocnina
0O00000e

Logaritmus o zakladu a

Vlastnosti funkce = +— a® zavisi na konkrétni hodnoté a.
Véta:
Funkce definovana predpisem a” je:
@ ostre rostouci pokud a > 1,
@ konstantni pokud a =1,
@ ostre klesajici pokud 0 < a < 1.
Obor hodnot funkce a® je interval (0,+00) pro a # 1 a {1} pro a = 1.
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Logaritmus a obecn mocnina
0O00000e

Logaritmus o zakladu a

Vlastnosti funkce = +— a® zavisi na konkrétni hodnoté a.
Véta:
Funkce definovana predpisem a® je:
@ ostre rostouci pokud a > 1,
@ konstantni pokud a =1,
@ ostre klesajici pokud 0 < a < 1.
Obor hodnot funkce a® je interval (0,+00) proa # 1 a {1} pro a = 1.

Definice:

Funkce a® je tedy pro a # 1 ryze monotonni a tudiz prosta. Jeji inverzni funkci
nazyvame logaritmem o zakladu a a zna¢ime log,,.
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Logaritmus a obecn mocnina
0O00000e

Logaritmus o zakladu a

Vlastnosti funkce = +— a® zavisi na konkrétni hodnoté a.
Véta:
Funkce definovana predpisem a® je:
@ ostre rostouci pokud a > 1,
@ konstantni pokud a =1,
@ ostre klesajici pokud 0 < a < 1.
Obor hodnot funkce a® je interval (0,+00) proa # 1 a {1} pro a = 1.

Definice:

Funkce a® je tedy pro a # 1 ryze monotonni a tudiz prosta. Jeji inverzni funkci
nazyvame logaritmem o zakladu a a zna¢ime log,,.

Pro kazdé a,x > 0, a # 1 dostdvame

Ina

1
elogaa: _ eloga e (alogaw)m s I"z.
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Logaritmus a obecn mocnina
0O00000e

Logaritmus o zakladu a

Vlastnosti funkce = +— a® zavisi na konkrétni hodnoté a.
Véta:
Funkce definovana predpisem a® je:
@ ostre rostouci pokud a > 1,
@ konstantni pokud a =1,
@ ostre klesajici pokud 0 < a < 1.
Obor hodnot funkce a® je interval (0,+00) proa # 1 a {1} pro a = 1.

Definice:

Funkce a® je tedy pro a # 1 ryze monotonni a tudiz prosta. Jeji inverzni funkci
nazyvame logaritmem o zakladu a a zna¢ime log,,.

Pro kazdé a,x > 0, a # 1 dostdvame

1 4 1
elogaa: = elOga Tg — (alOgaI) Ina — gglula = 6132 .
oy __Inz
Tudiz log, » = 2.
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