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o Tento graf zachycuje vzdalenost urazenou télesem (napf. vozidlem) v
zavislosti na Case. Urazena vzdalenost télesa d je tedy funkci Casu ¢.
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Rychlost a hledanf teny

oeo

Rychlost

vzdalenost [km], d

300,

Cas [h], t

@ Pridimérna rychlost télesa mezi okamziky t; < to je dédna podilem

d(tz) — d(t1) -
tg — tl ' *ﬁk/‘é
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Rychlost a hledanf teny

oeo

Rychlost

vzdalenost [km], d

200,

o Cim jsou t1 a tp navzajem blize, tim 1épe primérna rychlost odpovida
okamzité rychlosti vozidla. V Case t; se tedy téleso pohybuje okamzitou

rychlosti
. d(tz) —d(t1) 28
A /s
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Derivace funkce
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Definice derivace funkce

Definice (derivace / derivative):
Necht f je funkce definovana na okoli bodu a € R. Pokud existuje limita

i £@) = (@)

T—ra r — a

nazveme jeji hodnotu derivaci funkce f v bodé a a ozna¢ime f'(a). Pokud je
tato koneéna (tj. f’(a) € R) fekneme, Ze funkce f je diferencovatelna v bodé a.

4
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Derivace funkce
O@000000000

Definice derivace funkce

Definice (derivace / derivative):
Necht f je funkce definovana na okoli bodu a € R. Pokud existuje limita

o £@) = (@)

T—ra r —a

nazveme jeji hodnotu derivaci funkce f v bodé a a oznaéime f’(a). Pokud je
tato koneéna (tj. f’(a) € R) fekneme, Ze funkce f je diferencovatelna v bodé a.

Definice:

Bud f funkce s definicnim oborem Df. Necht M oznacuje mnozinu viech x € Dy
takovych, Ze existuje koneénd derivace f’(x). Derivaci funkce f nazyvame funkci
s defini¢nim oborem M, ktera kazdému x € M pfitadi f'(z). Tuto funkci znadime
symbolem f’.
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Definice derivace funkce

Poznamka:

Derivace funkce f v bodé a se z rliznych historickych dlivodi znadi i nasledujicimi
ekvivalentnimi zpusoby
df

i (a).
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Definice derivace funkce

Poznamka:

Derivace funkce f v bodé a se z rliznych historickych dlivodi znadi i nasledujicimi
ekvivalentnimi zpusoby
df

i (a).

Poznamka:
Limitu v definici derivace |ze ekvivalentné prepsat do tvaru, ktery je nékdy
vyhodnéjsi pro vypocty,
fla+h) - f(a)
W .

lim
h—0
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Derivace funkce
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Tecna ke grafu funkce

Definice (te¢na / tangent):
Necht existuje f/(a). Te€nou funkce f v bodé a nazyvame

@ piimku s rovnici @ = a je-li funkce f spojitd v bod& a a f/(a) = 400 nebo
#'(a) = —oo.
@ pfimku s rovnici y = f(a) + f'(a)(z — a) je-li f'(a) € R.

Jr—1+1
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Tecna ke grafu funkce

Definice (te¢na / tangent):
Necht existuje f/(a). Te€nou funkce f v bodé a nazyvame

@ piimku s rovnici @ = a je-li funkce f spojitd v bod& a a f/(a) = 400 nebo
#'(a) = —oo.
@ pfimku s rovnici y = f(a) + f'(a)(z — a) je-li f'(a) € R.

Jr—1+1
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Derivace funkce
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Derivace funkce: priklady

Priklad.
Derivace konstantni funkce je rovna 0 v kazdém bodé. J
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Derivace funkce
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Derivace funkce: priklady

Priklad.

Derivace konstantni funkce je rovna 0 v kazdém bodé.

Je-li f(z) = c € R pro kazdé z € R, pak
f(z) — f(a) c—c

lim = lim =1lim0=0
r—a €T —aQ r—=al —Q r—a

pro kazdé a € R.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019
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Derivace funkce
O0000e00000

Derivace funkce: priklady

Ptiklad.
Pro derivaci funkce f(z) = e® plati f/(z) = e. Pro kazdé a € R platf

xr a
. e¥—e
lim — = e
T—=a T —a
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Derivace funkce
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Derivace funkce: priklady

Ptiklad.
Pro derivaci funkce f(z) = e® plati f/(z) = e. Pro kazdé a € R platf

x a
. et —e
lim — =¢e%.
rT—=a T —Q
V minulé pfrednasce jsme odvodili vztah
xr
.oet—1
lim —— = 1.
z—0 xT
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Derivace funkce
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Derivace funkce: priklady

Priklad.

Pro derivaci funkce f(z) = e® plati f/(z) = e. Pro kazdé a € R platf

et —e®
lim — =e
rT—=a T —Q

a

V minulé pfrednasce jsme odvodili vztah

r_q
lim &~ —1.
x—0 xX

Podle véty o limité slozené funkce a o limité soucinu funkci plati

lim ———— =lime* — =¢%-1 =¢e".

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)
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Derivace funkce
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Derivace funkce: priklady

Priklad.

Pro derivaci funkce f(z) = Inz plati f'(z) = 2, # € Dy = (0, +00). Pro kazdé
kladné a € (0, 4+o00) plati
In(z) —In(a) 1

lim ——— = —.
r—a Tr — Qa a
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Derivace funkce
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Derivace funkce: priklady

Priklad.

Pro derivaci funkce f(z) = Inz plati f'(z) = 2, # € Dy = (0, +00). Pro kazdé
kladné a € (0, 4+o00) plati
In(z) —In(a) 1

lim ——— = —.
r—a Tr — Qa a

V minulé prednasce jsme odvodili vztah

lim In(1+ x)
x—0 x€X

=1
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Derivace funkce
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Derivace funkce: priklady

Priklad.

Pro derivaci funkce f(z) = Inz plati f'(z) = 2, # € Dy = (0, +00). Pro kazdé
kladné a € (0, 4+o00) plati

lim In(z) — In(a) _ 1
T—a r— Qa a

V minulé prednasce jsme odvodili vztah

lim M - 1.
z—0 x
Podobné jako v predchozim prikladu nyni
— InZ In(1+2—
i 2@ @) g (o) 1
z—a T —a rmag—a  woa gL -1) a
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Derivace funkce
00000008000

Grafy funkei f(z) = In(x) a g(x) = + pro z > 0.

8=
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Derivace funkce
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Derivace funkce: priklady

Priklad.

Pro derivaci funkce f(z) = 2" plati f'(z) =na""!, kde n € N a z € Dy. Plati
totiz
" —a”
lim ——— =na
rx—a T — Q

e Ehw
s

/AR
ARSI
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Derivace funkce
00000000800

Derivace funkce: priklady

Priklad.

Pro derivaci funkce f(z) = 2" plati f'(z) =na""!, kde n € N a z € Dy. Plati
totiz
" —a”
lim ——— =na
rx—a T — Q

Nejprve vhodné upravme zkoumany vyraz,

z" —a” 1 n—1 n—2 n—2 n—1
- :zia-(x—a)(x +z" Pa+ -+ za"?+a" )

:xnfl +x”72a+~~+a¢a"72+a"71.

n Clend
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Derivace funkce
00000000800

Derivace funkce: priklady

Priklad.

Pro derivaci funkce f(z) = 2" plati f'(z) =na""!, kde n € N a z € Dy. Plati
totiz
" —a®
lim ——— =na
rx—a T — Q

Nejprve vhodné upravme zkoumany vyraz,

z" —a” 1 n—1 n—2 n—2 n—1
- :zia-(x—a)(x +z" Pa+ -+ za"?+a" )

:xnfl +x”72a+~~+a¢a"72+a"71.

n Clend

Tudiz
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Derivace funkce
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Derivace funkce: priklady

Priklad. J

Derivace funkce sin x je funkce cosz a derivace funkce cosx je funkce —sinz.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) - ZS 2018/2019



Derivace funkce
00000000080

Derivace funkce: priklady

Priklad. J

Derivace funkce sin x je funkce cosz a derivace funkce cosx je funkce —sinz.

Pomoci souc¢tového vzorce pro sin dostavame

lim sin(z) — sin(a) ~ lim sin(z — a + a) — sin(a) _
T—a Tr—a z—a Tr—a
I sin(z — a) cos(a) + cos(z — a) sin(a) — sin(a)
= [1m =
rT—a Tr—a
in(x — —a)—1
= cos(a) lim sin( — a) + sin(a) lim coslw —a)— 1 =

r—a T —a r—a T —a
= cos(a) - 1 +sin(a) - 0 = cos(a).

Vyuzili jsme znalosti jiz spoctenych limit a véty o limité slozené funkce.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019



Derivace funkce
00000000080

Derivace funkce: priklady

Priklad. J

Derivace funkce sin x je funkce cosz a derivace funkce cosx je funkce —sinz.

Pomoci souc¢tového vzorce pro sin dostavame

lim sin(z) — sin(a) ~ lim sin(z — a + a) — sin(a) _
T—a Tr—a z—a Tr—a
~ lim sin(x — a) cos(a) + cos(x — a)sin(a) — sin(a)
o r—a Tr—a N
in(z — —a)—1
= cos(a) lim sin( — a) + sin(a) lim coslw—a) =1 =

r—a T —a r—a T —a
= cos(a) - 1 +sin(a) - 0 = cos(a).

Vyuzili jsme znalosti jiz spoétenych limit a véty o limité sloZzené funkce. Podobnym
zplsobem muzeme odvodit
cos(x) — cos(a

L cos(x) — cos(a)

lim T = —sin(a),

pro kazdé a € R.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019



Derivace funkce
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Derivace funkce: priklady

Poznamka:

Ve vypoctu vyse jsme pouzili znalost limity

lim ot =1
h—0
a jejiho dlsledku
cosh—1 T cos’h — 1 1
11m ——— = [1In . =
h—0 h h—0 h cosh+1
. sin? h h 0 0
= — lim . =—1- =0.
h—0 h2 cosh+1 1+1

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019
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Hlavni body

Vlastnosti derivace

s

i
) Wra)
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Vlastnosti derivace
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Vztah spojitosti a diferencovatelnosti

Véta:

Je-li f funkce diferencovatelnd v bodé a, pak je spojitd v bodé a. Tj. platf

fl(a)eR = lim f(z) = f(a).

Tr—a

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019



Vlastnosti derivace
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Vztah spojitosti a diferencovatelnosti

Véta:

Je-li f funkce diferencovatelnd v bodé a, pak je spojitd v bodé a. Tj. platf

fl(a)eR = lim f(z) = f(a).

r—ra
Diikaz.
Elementarni Gpravou a pouZitim véty o limité soucinu
, _ . f(@) = f(a) _
i (i) = i) = Bn S=—"= =)=
= lim J@) = (o). lim(z —a) = f'(a)- 0= 0.
T—a Tr—a T—a

Tedy ilga f(z) = f(a). Poznamenejme, Ze , diferencovatelnost” znamena

f'(a) € R a vyraz na konci vypoctu proto ma smysl.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019
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Vztah spojitosti a diferencovatelnosti

Poznamka:
@ Obracené tvrzeni neplati. Pfesnéji, ze spojitosti funkce f v bodé a neplyne jeji
diferencovatelnost v bodé a.

Jako ptiklad Ize uvazit funkci f(x) = |z| a bod a = 0.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019 19/37
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Vztah spojitosti a diferencovatelnosti

Poznamka:

@ Obracené tvrzeni neplati. Pfesnéji, ze spojitosti funkce f v bodé a neplyne jeji
diferencovatelnost v bodé a.

Jako ptiklad Ize uvazit funkci f(x) = |z| a bod a = 0.

@ Dokonce, existuji funkce spojité na celém R nemajici derivaci ani v jednom
bodé. Napr.

s =y W
n=0

kde {z} znaéf vzdalenost realného &isla x od nejblizsiho celého &isla.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019 19/37



Vlastnosti derivace
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Vztah spojitosti a diferencovatelnosti

Poznamka:
@ Obracené tvrzeni neplati. Pfesnéji, ze spojitosti funkce f v bodé a neplyne jeji
diferencovatelnost v bodé a.
Jako ptiklad Ize uvazit funkci f(x) = |z| a bod a = 0.

@ Dokonce, existuji funkce spojité na celém R nemajici derivaci ani v jednom
bodé. Napr.

foy =y U0,
n=0

kde {z} znaéf vzdalenost realného &isla x od nejblizsiho celého &isla.
Protoze 0 < {z} < 1 konverguje fada absolutné pro kazdé x. Defini¢nim
oborem funkce f je proto celd redlnd osa Dy = R. Ukazat spojitost a
diferencovatelnost je vsak uz sloZitéjsi.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019




Vlastnosti derivace
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Nastroje pro vypocet derivaci

Véta (Derivace souctu, soucinu a podilu):

Necht funkce f a g jsou diferencovatelné v bodé a. Potom plati
o (f+9)(a)=f'(a) +4'(a)
° (f-9)(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),

N _ '(@)ga) — f(a)d'(a)
° (5) (a) = ()2 , pokud g(a) # 0.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019



Vlastnosti derivace
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Nastroje pro vypocet derivaci

Véta (Derivace souctu, soucinu a podilu):
Necht funkce f a g jsou diferencovatelné v bodé a. Potom plati
° (f+9)(a)=f'(a) +9g'(a),
° (f-9)(a) = f'(a)g(a) + fla)g'(a),
'\ _ f(a)g(a) - fla)g'(a)
- (5) 0= "

, pokud g(a) # 0.

Poznamka:
Pravidlo pro derivaci soucinu se nékdy téz nazyva Leibnizovo pravidlo. Plati tedy
napriklad

(sin(z) cos(z))’ = cos(z) cos(z) — sin(x) sin(x) = cos(2z),

(zsin(z))’ = 1-sin(z) + z - cos(z)

/e el

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019 20/37



Vlastnosti derivace
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Derivace funkce: priklady

Priklad.
Pro derivace funkci tg a cotg plati
1 m
tol (@) = : R {— k ‘k Z},
g'(z) T r€RN 2—|— |k €
cotg'(z) = — z e R~ {krn|k € Z}.

sin?(z)’

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019



Vlastnosti derivace
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Derivace funkce: priklady

Priklad.
Pro derivace funkci tg a cotg plati
1 m
tol (@) = : R {— k ‘k Z},
g'(z) T r€RN 2—|— |k €
cotg'(z) = — z e R~ {krn|k € Z}.

sin?(z)’

Pomoci pravidla pro derivaci podilu dostavame vztahy

) — sin(z) ! B cos?(z) + sin?(z) B 1
tg ( ) - <COS(.’L‘)) o (;052(:);‘) N COS2(£C>7
o« fcos(z)\"  —sin®(z) —cos?(z) 3
ot () = (Sin(x)) B sin?(z) - sin?(xz)’

platné na prislusnych defini¢nich oborech.
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Vlastnosti derivace
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Derivace slozené funkce

Véta (Derivace slozené funkce):

Necht g je funkce diferencovatelna v bodé a, f je diferencovatelnd v bodé g(a).
Potom funkce f o g je diferencovatelnad v bodé a a plati

(fog)(a) = f'(g(a)) - g'(a).

W@%
I Ts

JR ST
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Vlastnosti derivace
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Derivace slozené funkce

Véta (Derivace slozené funkce):

Necht g je funkce diferencovatelna v bodé a, f je diferencovatelnd v bodé g(a).
Potom funkce f o g je diferencovatelnad v bodé a a plati

(fog)(a) = f'(g(a)) - g'(a).

Diikaz.

Na prednasce vynechavame. O

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019



Vlastnosti derivace
00000@0000000

Derivace slozené funkce

Véta (Derivace slozené funkce):

Necht g je funkce diferencovatelna v bodé a, f je diferencovatelnd v bodé g(a).
Potom funkce f o g je diferencovatelnad v bodé a a plati

(fog)(a) = f'(g(a)) - g'(a).

Diikaz.

Na prednasce vynechavame. ]

Priklad.
Plati tedy napfiklad:

<e"”2)/ =" 2z, (sin (cos(x)))/ = cos (cos(z)) - ( —sin(z)).

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019



Vlastnosti derivace
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Derivace funkce: priklady

1

Priklad.
Derivace funkce h(z) =z, x > 0 a a € R, je opét h/(z) = az®'. J

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019



Vlastnosti derivace
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Derivace funkce: priklady

Priklad. J

funkci a g(x) = aln(x) vniténi funkci, tedy z* = f(g(x)).
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Vlastnosti derivace
0000008000000

Derivace funkce: priklady

Priklad.

funkci a g(x) = aln(x) vniténi funkci, tedy z* = f(g(x)).

@ Potom podle véty o derivaci slozené funkce mame

(%

(fog)(z)=f(g9(x) ¢ (x) =e*™"  — =a*. & az® .z >0.

T T
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Vlastnosti derivace
0000000e00000

Derivace funkce: priklady

Priklad.
Derivace funkce f(z) =a”, z € R, kde a > 0 je f/(x) = a” lna. J

3

=
W
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Vlastnosti derivace
0000000e00000

Derivace funkce: priklady

Priklad.
Derivace funkce f(z) =a”, z € R, kde a > 0 je f/(x) = a” lna. J

e Plati h(x) = e*!"%. Ozna&me vn&j§i funkci f(z) = e” a vnit¥ni funkci
g(x) =zlna.
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Vlastnosti derivace
0000000e00000

Derivace funkce: priklady

Priklad.
Derivace funkce f(z) =a”, z € R, kde a > 0 je f/(x) = a” lna. J

e Plati h(x) = e*!"%. Ozna&me vn&j§i funkci f(z) = e” a vnit¥ni funkci
g(x) =zlna.

@ Potom
B(x) = f'(g9(x)) - ¢'(z) =e*™% . Ina = a®Ina.
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Vlastnosti derivace
00000000 e0000

Derivace inverzni funkce

Véta (Derivace inverzni funkce):

Budte f spojitd a ryze monoténni na intervalu I = (a,b) a bod ¢ € I. M4-li

inverzni funkce f~! kone&nou nenulovou derivaci v bod& f(c), potom ma f
derivaci v bodé c a plati

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)
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Vlastnosti derivace
00000000 e0000

Derivace inverzni funkce

Véta (Derivace inverzni funkce):

Budte f spojitd a ryze monoténni na intervalu I = (a,b) a bod ¢ € I. M4-li
inverzni funkce f~! kone&nou nenulovou derivaci v bod& f(c), potom ma f
derivaci v bodé c a plati

f@)~ 1) _ (1) - 1()‘1
T —c fx) —

kde
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Vlastnosti derivace
0000000008000

Derivace inverzni funkce

Podle predpokladu je ale ,
lim g(x) = (£71)'(d)

kone¢nd nenulova, ligq fx)=da f(z) #dprozx #ec.

S5))
)

I
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Vlastnosti derivace
0000000008000

Derivace inverzni funkce

Podle predpokladu je ale ,
lim g(x) = (£71)'(d)

kone¢nd nenulova, ligq fx)=da f(z) #dprozx #ec.

Podle véty o limité slozené funkce pak tedy

fx) = f(e) 1

lim =

T—cC €T —cC (f—l) (d)

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)

ZS 2018/2019
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Vlastnosti derivace
0000000000800

Derivace funkce: priklady

Priklad.

Jiz vime, Ze derivace In je funkce % In je ale inverzni funkce k funkci e®. Ovéfme
si vztah pro derivaci znovu pomoci véty o derivaci inverzni funkce.
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Vlastnosti derivace
0000000000800

Derivace funkce: priklady

Priklad.

Jiz vime, Ze derivace In je funkce % In je ale inverzni funkce k funkci e®. Ovéfme
si vztah pro derivaci znovu pomoci véty o derivaci inverzni funkce.

Chceme derivovat f(z) = In(z) na intervalu I = (0, +00). Tato je spojita, ryze
monoténni a jeji inverzni funkci je f~1(z) = e®.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019



Vlastnosti derivace
0000000000800

Derivace funkce: priklady

Priklad.

Jiz vime, Ze derivace In je funkce % In je ale inverzni funkce k funkci e®. Ovéfme
si vztah pro derivaci znovu pomoci véty o derivaci inverzni funkce.

Chceme derivovat f(z) = In(z) na intervalu I = (0, +00). Tato je spojita, ryze
monoténni a jeji inverzni funkci je f~1(z) = e®.

Je-li x € I, pak pro derivaci f=1 v bodé& f(z) platf

(ffl)/(f(x)) =@ =g e

‘

ITYTAS
/gl
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Vlastnosti derivace
0000000000800

Derivace funkce: priklady

Priklad.

Jiz vime, Ze derivace In je funkce % In je ale inverzni funkce k funkci e®. Ovéfme
si vztah pro derivaci znovu pomoci véty o derivaci inverzni funkce.

Chceme derivovat f(z) = In(z) na intervalu I = (0, +00). Tato je spojita, ryze
monoténni a jeji inverzni funkci je f~1(z) = e®.

Je-li x € I, pak pro derivaci f=1 v bodé& f(z) platf
(ffl)/(f(x)) =) =g e,
Podle nasi véty tedy je

In' () = () = o =

coz jsme ocekavali.
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Vlastnosti derivace
0000000000080

Derivace funkce: priklady

Priklad.
1

Pro derivaci funkce arcsin plati arcsin’(z) = A L€ (-1,1).
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Vlastnosti derivace
0000000000080

Derivace funkce: priklady

Priklad.

Pro derivaci funkce arcsin platf arcsin’(z) = ==, = € (~1,1).

Funkce f = arcsin je inverzni funkci k funkci sin zizené na interval <7g, 3)- Tj.
—1 s v iz TN v s v /
f~ =sin |< . Pro kazdé z € (-3, §) jiz vime, Ze plati

(f_l)/(x) =cosz # 0.

~5.5)
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Vlastnosti derivace
0000000000080

Derivace funkce: priklady

Priklad.

. . . s s/ 1
Pro derivaci funkce arcsin plati arcsin’(z) = A L€ (=1,1). J
Funkce f = arcsin je inverzni funkci k funkci sin zizené na interval <7g, 3)- Tj.
f7t=sin|,_, . Prokazdé x € (%, %) jiz vime, Ze plati

(f_l)/(x) =cosz # 0.
Podle véty o derivaci inverzni funkce mame pro kazdé = € (—1, 1) rovnost
1 1
arcsin’(z) = f'(x) = =

(f=1)(f(x))  cos(arcsin(z))”

‘

ITYTAS
/gl
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Vlastnosti derivace
0000000000080

Derivace funkce: priklady

Priklad.
1

Pro derivaci funkce arcsin plati arcsin’(z) = A L€ (-1,1).

Funkce f = arcsin je inverzni funkci k funkci sin zizené na interval <fﬂ 5. Tj.

272
f~1 =sin |< . Pro kazdé z € (=%, %) jiz vime, Ze plati

(f_l)/(x) =cosz # 0.
Podle véty o derivaci inverzni funkce mame pro kazdé = € (—1, 1) rovnost
1 1
arcsin’(z) = f'(x) = =

(f=1)(f(x))  cos(arcsin(z))”

~5.5)

Pro z € (—1,1) je ale

cos (arcsin(z)) = \/1 — sin? (arcsin(z)) = V1 — a2 # 0,

a tudiz .
arcsin’(z) = ——, z € (—1,1).

V1—22
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Vlastnosti derivace
000000000000

Derivace funkce: priklady

Priklad.
Pro derivaci funkce arctg plati

1

arctg’(x) = T5a2
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Vlastnosti derivace
000000000000

Derivace funkce: priklady

Priklad.

Pro derivaci funkce arctg plati

1

arctg’ ()

Chceme derivovat f = arctg na I = R, kde je spojitd a monoténnni. Jeji inverzni
funkce je f~! =tg ‘(75 )
272
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Vlastnosti derivace
000000000000

Derivace funkce: priklady

Priklad.

Pro derivaci funkce arctg plati

1

arctg’ ()

Chceme derivovat f = arctg na I = R, kde je spojitd a monoténnni. Jeji inverzni
funkce je f~! =tg ‘(7 . Pro kazdé z € I plati

5.%5)
() (f(2) = ¢’ (arctg()) = 1) 40,

cos? (arctg(z)

protoze arctg(zx) € (7 z, g)

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019



Vlastnosti derivace
000000000000

Derivace funkce: priklady

Priklad.

Pro derivaci funkce arctg plati

1

arctg’(x) = T5a2

x € R.

Chceme derivovat f = arctg na I = R, kde je spojitd a monoténnni. Jeji inverzni
funkce je f~! =tg ‘(75 = Pro kazdé z € I plati
272
1
— !
(f71) (f(2)) = tg' (arctg(x)) = cos? (arcte(®)) # 0,

cos? (arctg(z)
protoZe arctg(z) € (f 5 g) Navic je

cos? ( arctg x) 1 1

, B _
cos” (arctg) = sin® (arctgz) + cos? (arctgz) 1+ tg® (arctg)
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Vlastnosti derivace
000000000000

Derivace funkce: priklady

Priklad.

Pro derivaci funkce arctg plati

1

arctg’ ()

Chceme derivovat f = arctg na I = R, kde je spojitd a monoténnni. Jeji inverzni
funkce je f~! =tg ‘(7 . Pro kazdé z € I plati

5.%5)
() (f(2) = ¢’ (arctg()) = 1) 40,

cos? (arctg(z)
protoZe arctg(z) € (f 5 g) Navic je

cos? ( arctg x) B 1 1
sin? (arctgz) + cos? (arctg z) C14+tg? (arctgz) 1+a%

cos? (arctg x) =

Odtud

1

:m, z € R.

arctg’(x)

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)



Derivace elementérnich funkei: prehled a piklady
@0000

Hlavni body

Derivace elementarnich funkci: prehled a priklady
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Rekapitulace

Tabulka zatim znamych derivaci:

Derivace elementérnich funkei: prehled a piklady
(o] Jelele]

f(x) f'(x)

" nx™ 1 zeR, neN
x™ nz" 1 rzeR~{0},n=-1,-2,...
¢ az®! r>0aaelR
e’ e’ reR
a® a®lna r€e€R, a>0
In(x) 1 x>0
sin(x) cos(z) r€eR
cos(x) —sin(x) reR
tg(x) COS%(w) r# 5 +km, kel
cotg(x) _sin21( ) x#kr, ke

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)

ZS 2018/2019

@ 5
Y=/
I\ Ts
l/

31/37



Derivace elementérnich funkei: prehled a piklady
[e]e] Tele]

Rekapitulace

Pokracovani. . .

f(z) f'(x)

arcsin(z) — re(-L1)
arccos(xr) — 11_902 xz € (-1,1)
arctg(x) 1+1m? reR

arccotg(x) fﬁ reR

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) - ZS 2018/2019



Derivace elementérnich funkei: prehled a piklady
[e]e]e] o]

Derivace funkce: priklady

Priklad.

Naleznéte derivaci funkce

f(z) = arctg <l> + arctgx, x #0.
G
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Derivace elementérnich funkei: prehled a piklady
[e]e]e] o]

Derivace funkce: priklady

Priklad.
Naleznéte derivaci funkce

1
f(z) = arctg (;) +arctgz, x #0.

Postupné pouzijeme:

@ derivace souctu,

1=

1
I () arctg — | + arctg’ ()
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Derivace elementérnich funkei: prehled a piklady
[e]e]e] o]

Derivace funkce: priklady

Priklad.
Naleznéte derivaci funkce

1
f(z) = arctg (5> +arctgz, x #0.

Postupné pouzijeme:

@ derivace souctu,

@ 2znalost derivace funkci arctg(z), =1 a derivace sloZené funkce,

i
1 , 2 1 1 1
= to — t = P —
(arc gx> + arctg’ (z) 5 ( x2> T2

f'(z)

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019
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Derivace elementérnich funkei: prehled a piklady

[e]e]e] le}

Derivace funkce: priklady

Priklad.
Naleznéte derivaci funkce

f(z) = arctg (l> +arctgz, x #0.
0

Postupné pouzijeme:
@ derivace souctu,

@ znalost derivace funkci arctg(x), 7! a derivace sloZené funkce,

© algebraické Gpravy.

/
’ 1 1 /
= | arctg — arct .
f'(@) (rgx>+rg(:zr) -

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)



Derivace elementérnich funkei: prehled a piklady
0000e

Derivace funkce: priklady

Priklad.
Naleznéte derivaci funkce
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Derivace elementérnich funkei: prehled a piklady
0000e

Derivace funkce: priklady

Priklad.

Naleznéte derivaci funkce

Postupné pouzijeme:

@ Uprava vyrazu pred samotnou derivaci,

f/(sc) 1 (ezlnz)l
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Derivace elementérnich funkei: prehled a piklady
0000e

Derivace funkce: priklady

Priklad.

Naleznéte derivaci funkce

Postupné pouzijeme:
@ Uprava vyrazu pred samotnou derivaci,

@ derivace slozené funkce, znalost derivace funkce €%,

F(x) 1 (ezlnz)l 2 oz (acln:n)/
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Derivace elementérnich funkei: prehled a piklady
0000e

Derivace funkce: priklady

Priklad.
Naleznéte derivaci funkce

Postupné pouzijeme:
@ Uprava vyrazu pred samotnou derivaci,
@ derivace slozené funkce, znalost derivace funkce €%,

@ derivace soudinu a znalost derivace Inx, resp. z,

/ 1
flx) = (emln’”) 2 erine, (znz)’ Serr (a4 -
T
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Derivace elementérnich funkei: prehled a piklady
0000e

Derivace funkce: priklady

Priklad.

Naleznéte derivaci funkce

Postupné pouzijeme:
@ lprava vyrazu pred samotnou derivaci,
@ derivace slozené funkce, znalost derivace funkce €%,
@ derivace soucinu a znalost derivace Inx, resp. z,

@ algebraické Gpravy.

/ 1
f/($) é (ezlnz) iezlnx. (xlnm)/iewlnw. 1'1n1'+.’['7
X
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Dal¥f poznémky
@00

Hlavni body

Dalsi pozndmky

(GEEs)

=)
MO
YT
AN
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Jednostranné derivace

Poznamka:

Dal¥f poznémky

o] o}

Lze definovat derivaci funkce f v bodé a zleva i zprava jako limity

poy o J@) = fla) vy o f(@) = fla)
f+(a)—$1_1}g+ﬁ a ff(a)—wl_l{gli r—a
Ptiklad.
Uvazme funkci f(z) = |z|. Pro z # 0 = a plati
0t
Tudiz

10)=1 a f.(0)=-1,

ale f/(0) neexistuje.

SRSy

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)

ZS 2018/2019
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Dal¥f poznémky
ooe

Derivace vyssich radi

Poznamka:

Derivaci funkce f dostdvdme novou funkci f/, jejiz definiéni obor ovsem miZe byt
mensi nez plvodni Dy. Nyni miizeme znovu derivovat f’, tj. sestrojit f”.
Rekurzivné tedy definujeme

fO@) = f(z), @)= (") (@), n>1
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Dal¥f poznémky
ooe

Derivace vyssich radi

Poznamka:

Derivaci funkce f dostdvdme novou funkci f/, jejiz definiéni obor ovsem miZe byt
mensi nez plvodni Dy. Nyni miizeme znovu derivovat f’, tj. sestrojit f”.
Rekurzivné tedy definujeme

fO@) = f(z), @)= (") (@), n>1

Pfiklad.
Naptiklad pro f(z) = 2% — 22 + 4 médme

flla)y=322 -2, f"(x)=6z, f"(x)=6, f(z)=0n>4.
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