Zaklady matematické analyzy

Extrémy a pribéh funkce

Jitka Hrabdkova!, Tomag Kalvoda?, Ivo Petr?

1 jitka.hrabakova@fit.cvut.cz 2tomas .kalvoda@fit.cvut.cz, 3 ivo.petr@fit.cvut.cz,

Katedra aplikované matematiky
Fakulta informaénich technologif
Ceské vysoké uéeni technické v Praze

4. z&¥ 2019
7S 2018/2019

e

l/\ m

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) - ZS 2018/2019


mailto:jitka.hrabakova@fit.cvut.cz
mailto:tomas.kalvoda@fit.cvut.cz
mailto:ivo.petr@fit.cvut.cz

Hlavni body

Extrémy funkce
Véta o prirustku funkce

Dasledky pro vysetfovani pribéhu funkce

I'Hospitalovo pravidlo

P¥iklady
Sl
/ “\j@

ZS 2018/2019

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)



Extrémy funkce
900000000

Hlavni body

Extrémy funkce

s

i
) Wra)

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019



Extrémy funkce
00000000

Optimalizace

e Rada zajimavych a praktickych Gloh spociva v hledani maxim (& minim)
jistych funkci, v tzv. optimalizaci. Naptiklad:

e Jak distribuovat objednané zbozi mezi zdkazniky co nejefektivnéji, tj. s co
nejmensimi naklady na dopravu?

o Jak sestavit jidelnicek spliujici zadané dietologické podminky a minimalizovat
pri tom naklady?

o Jak efektivné distribuovat pohonné hmoty a material na frontu a soucasné
maximalizovat protivnikovy ztraty?
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Extrémy funkce
00000000

Optimalizace

e Rada zajimavych a praktickych Gloh spociva v hledani maxim (& minim)
jistych funkci, v tzv. optimalizaci. Naptiklad:

e Jak distribuovat objednané zbozi mezi zdkazniky co nejefektivnéji, tj. s co
nejmensimi naklady na dopravu?

o Jak sestavit jidelnicek spliujici zadané dietologické podminky a minimalizovat
pri tom naklady?

o Jak efektivné distribuovat pohonné hmoty a material na frontu a soucasné
maximalizovat protivnikovy ztraty?

@ Optimalizace se déle vyuziva ve strojovém uceni. V fadé metod z této oblasti
(napf. rozpoznavani) pod terminem ,uceni" nenajdeme nic jiného nez hledanf{
maxima/minima jisté komplikované funkce.
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Extrémy funkce
00000000

Optimalizace

e Rada zajimavych a praktickych Gloh spociva v hledani maxim (& minim)
jistych funkci, v tzv. optimalizaci. Naptiklad:

e Jak distribuovat objednané zbozi mezi zdkazniky co nejefektivnéji, tj. s co
nejmensimi naklady na dopravu?

o Jak sestavit jidelnicek spliujici zadané dietologické podminky a minimalizovat
pri tom naklady?

o Jak efektivné distribuovat pohonné hmoty a material na frontu a soucasné
maximalizovat protivnikovy ztraty?

@ Optimalizace se déle vyuziva ve strojovém uceni. V fadé metod z této oblasti
(napf. rozpoznavani) pod terminem ,uceni" nenajdeme nic jiného nez hledanf{
maxima/minima jisté komplikované funkce.

@ Zde v BI-ZMA se pri hledani maxim a minim omezime na realné funkce
redlné proménné. Rada zavadénych konceptl se ovsem dale pouziva
i v pripadé funkci vice proménnych.
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Extrémy funkce ustku funkce
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Definice:

Rekneme, e funkce f mavbodéaec Dy

@ lokalni maximum,

pravé kdyz existuje okoli (v krajnim bodé jednostranné) H, C D bodu a tak, ze
@ pro viechna x € H, plati f(z) < f(a),

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2018/2019 5/46



Extrémy funkce irustku funkce
[e]e] lelelele]e] (

Definice:

Rekneme, e funkce f mavbodéaec Dy
@ lokalni maximum,

@ lokalni minimum,

pravé kdyz existuje okoli (v krajnim bodé jednostranné) H, C D bodu a tak, ze
@ pro viechna x € H, plati f(z) < f(a),

@ pro viechna x € H, plati f(z) > f(a),

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2018/2019

5/46



Extrémy funkce Firustku funkce
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Definice:

Rekneme, e funkce f mavbodéaec Dy
@ lokalni maximum,

@ lokalni minimum,

@ ostré lokalni maximum,

pravé kdyz existuje okoli (v krajnim bodé jednostranné) H, C D bodu a tak, ze
@ pro viechna x € H, plati f(z) < f(a),

@ pro viechna x € H, plati f(z) > f(a),
@ pro vsechna z € H, \ {a} plati f(z) < f(a),
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Extrémy funkce Firustku funkce
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Definice:

Rekneme, e funkce f mavbodéaec Dy
@ lokalni maximum,
@ lokalni minimum,
@ ostré lokalni maximum,
@ ostré lokalni minimum,
pravé kdyz existuje okoli (v krajnim bodé jednostranné) H, C D bodu a tak, ze
@ pro viechna x € H, plati f(z) < f(a),
@ pro viechna x € H, plati f(z) > f(a),
@ pro vsechna z € H, \ {a} plati f(z) < f(a),
© pro viechna z € H, \ {a} plati f(z) > f(a).
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Extrémy funkce
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Véta (Nutna podminka existence lokalniho extrému):

Necht funkce f ma v bodé a lokélni extrém. Potom f’(a) = 0, nebo derivace v
bodé a neexistuje.
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Extrémy funkce ustku funkce

[e]e]e] le]ele]e)

Véta (Nutna podminka existence lokalniho extrému):

Necht funkce f ma v bodé a lokalni extrém. Potom f’(a) = 0, nebo derivace v
bodé a neexistuje.

Diikaz.

Provedeme sporem.

v
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Extrémy funkce rustku funkce

[e]e]e] le]ele]e)

Véta (Nutna podminka existence lokalniho extrému):

Necht funkce f ma v bodé a lokalni extrém. Potom f’(a) = 0, nebo derivace v
bodé a neexistuje.

Diikaz.

Provedeme sporem. Kdyby napt. f/(a) = ligl w > 0, potom lze nalézt

a
d > 0 tak, ze pro vSechna z € (a — 0, a + ) \ {a} plati

f(z) = f(a)

Tr—a

> 0.

v
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Extrémy funkce frustku funkce
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ibéhu funkce

Véta (Nutna podminka existence lokalniho extrému):

Necht funkce f ma v bodé a lokalni extrém. Potom f’(a) = 0, nebo derivace v
bodé a neexistuje.

Diikaz.

Provedeme sporem. Kdyby napf. f/(a) = lim f@) = f(a) > 0, potom lze nalézt

z—a T —a
d > 0 tak, ze pro vSechna z € (a — 0, a + ) \ {a} plati
f@) = fa) _
Tr—a

Tudiz
o f(x) > f(a) pro z € (a, a+9),
o f(z) < f(a) pro z € (a —§,a).

Funkce f tedy v a nema lokalni extrém. Podobné Ize postupovat v pripadé
f'(a) <O0. O

v
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Extrémy funkce
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Priklady a poznamky

Ptiklad (Extrém v bodé s neexistujici derivaci).

UvaZme funkci f(z) := |x|. Funkce f m3 jisté ostré
lokalni minimum v bodé 0, ale jeji derivace v bodé 0
neexistuje.
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Extrémy funkce
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Priklady a poznamky

Ptiklad (Extrém v bodé s neexistujici derivaci).

Uvazme funkci f(x) := |z|. Funkce f ma4 jisté ostré
lokaIni minimum v bodé 0, ale jeji derivace v bodé 0
neexistuje.

Priklad (Bod nulové derivace bez extrému).

Funkce f(z) := 2 m4 v bod& 0 nulovou derivaci,
f(0) = 0, avsak nenabyva v ném lokélniho extrému. Je
dokonce rostouci na celém R.
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Extrémy funkce
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Priklady a poznamky

Ptiklad (Extrém v bodé s neexistujici derivaci).

Uvazme funkci f(x) := |z|. Funkce f ma4 jisté ostré
lokaIni minimum v bodé 0, ale jeji derivace v bodé 0
neexistuje.

Priklad (Bod nulové derivace bez extrému).

Funkce f(x) := 23 ma v bod& 0 nulovou derivaci,
f(0) = 0, avsak nenabyva v ném lokélniho extrému. Je
dokonce rostouci na celém R.

Poznamka:

Predchozi véta udava pouze podminku nutnou pro
existenci lokalniho extrému. Umoziuje nam tvrdit, kde

lokalni extrém nenastava.
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Extrémy funkce
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Globalni extrémy

Véta (Extrém spojité funkce na uzavieném intervalu):

Funkce f spojitad a definovand pravé na uzavieném intervalu (a,b) nabyva maxima
a minima (tzv. globalni extrém). Extrém miZe byt pouze v krajnich bodech a,b
a v bodech kde je derivace rovna 0 nebo neexistuje.
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Extrémy funkce
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Globalni extrémy

Véta (Extrém spojité funkce na uzavieném intervalu):

Funkce f spojitad a definovand pravé na uzavieném intervalu (a,b) nabyva maxima
a minima (tzv. globalni extrém). Extrém miZe byt pouze v krajnich bodech a,b
a v bodech kde je derivace rovna 0 nebo neexistuje.

y=(z—-1)(r-2)

2 4

Jako priklad uvazme funkci

fl@) = (z = 1)(z—2)

na intervalu (0, 2). Derivace je nulova v
bod& 2, porovnanim funkénich hodnot

F0)=2, f2) = f@)=0

uzavirdme Ze globani maximum je v

bodé 0 s hodnotou 2 a globalnf m|n|%upn&

1 \
je v bodé 2 s hodnotou —1. / ph
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Extrémy funkce
00000080

Priklad

Priklad.

Z papiru tvaru obdélnika se stranami 8 cm a 3 cm vyrobime krabicku tak, ze
vystfihneme ze vSech Ctyr rohi stejné ctverce. Krabi¢ka bude mit vySku rovnou
strané tohoto Ctverce. Naleznéte délku strany Ctverce, pti niz bude objem krabicky

nejvetsi.

L ]l

ZS 2018/2019
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Extrémy funkce
00000080

Priklad

Priklad.

Z papiru tvaru obdélnika se stranami 8 cm a 3 cm vyrobime krabicku tak, ze
vystfihneme ze vSech Ctyr rohi stejné ctverce. Krabi¢ka bude mit vySku rovnou
strané tohoto Ctverce. Naleznéte délku strany Ctverce, pti niz bude objem krabicky
nejvetsi.

NIRENAE

Oznaéme stranu vystfihnutych ¢tvercli symbolem z. Pro
objem krabi¢ky O(x) plati

8 O(z) = (8 — 2x)(3 — 22) = 42> — 2222 + 24,

kde z € (0,3/2).
Derivace O(x) je nula pouze v bodech 3 a 2/3, ovSem

- e pouze 2/3 € (0,3/2). V tomto bodé nastavd i maximum
SN - O(2/3) = 200/27 cm?, protoze O(0) = O(3/2) = 0.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019



Extrémy funkce
0000000e

Priklad

Priklad.
Uzavrenost intervalu v predchozi vété je podstatna. Jako priklad uvazme funkci
1 1
fl@)=—+—

spojitou na otevieném intervalu J = (0,4). Tato funkce nema na J ani maximum
ani minimum.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019



Extrémy funkce
0000000e

Priklad

Priklad.
Uzavrenost intervalu v predchozi vété je podstatna. Jako priklad uvazme funkci
1 1
fl@)=—+—

spojitou na otevieném intervalu J = (0,4). Tato funkce nema na J ani maximum
ani minimum.

Yy 1
Skuteéng, plati totiz 1
li () =+o0 - § = |
oo, T\ ¥) = Foe = g = oo, |

i 1 0 41
Jm f(z) = 7+ (-00) = —co. |
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Véta o prirustku funkce
00000

Hlavni body

Véta o prirustku funkce
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Véta o prirustku funkce
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[lustrace
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IAdS
W

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019 12 /46



Véta o prirustku funkce
o] le]e]e}

[lustrace

Pozorovani: Pro ,péknou funkci, majici v krajnich bodech jistého intervalu
stejné funkéni hodnoty, existuje uvnitf tohoto intervalu bod, kde ma jeji graf tecnu
rovnobéZnou s osou x. T8

/ tf(

I\ 57
o) &)
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Véta o prirustku funkce
00000

Rolleova véta

Véta (Rolleova):
Necht funkce f spliuje podminky
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Véta o prirustku funkce
00000

Rolleova véta

Véta (Rolleova):
Necht funkce f spliuje podminky
@ [ je spojitd na intervalu (a,b),
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Véta o prirustku funkce
00000

Rolleova véta

Véta (Rolleova):
Necht funkce f spliuje podminky
@ [ je spojitd na intervalu (a,b),
@ f ma derivaci v kazdém bodg intervalu (a, b),
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Véta o prirustku funkce
00000

Rolleova véta

Véta (Rolleova):
Necht funkce f spliuje podminky
@ [ je spojitd na intervalu (a,b),
@ f ma derivaci v kazdém bodg intervalu (a, b),

Q f(a) = f(b).
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Véta o prirustku funkce
00000

Rolleova véta

Véta (Rolleova):

Necht funkce f spliuje podminky
@ [ je spojitd na intervalu (a,b),
@ f ma derivaci v kazdém bodg intervalu (a, b),
Q f(a) = f(b).

Potom existuje ¢ € (a, b) tak, ze f/'(c) = 0.
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Véta o prirustku funkce
00000

Rolleova véta

Véta (Rolleova):

Necht funkce f spliuje podminky
@ [ je spojitd na intervalu (a,b),
@ f ma derivaci v kazdém bodg intervalu (a, b),
Q f(a) = f(b).

Potom existuje ¢ € (a, b) tak, ze f/'(c) = 0.

Diikaz.

Pokud je funkce f konstantni, Ize za ¢ volit libovolné ¢&islo z intervalu (a, b).
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funkce Véta o prirustku funkce
[e]e 00000

Rolleova véta

Véta (Rolleova):

Necht funkce f spliuje podminky
@ [ je spojitd na intervalu (a,b),
@ f ma derivaci v kazdém bodg intervalu (a, b),
Q f(a) = f(b).

Potom existuje ¢ € (a, b) tak, ze f/'(c) = 0.

Diikaz.

Pokud je funkce f konstantni, Ize za ¢ volit libovolné ¢&islo z intervalu (a, b).

V pfipadé, ze f neni konstantni, je f({(a,b)) = (A, B) uzavfeny interval (plyne ze
spojitosti f). Existuji tedy «, 8 € (a,b) tak, ze A = f(a) < f(B8) = B.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019 13/



Véta o prirustku funkce
00000

Rolleova véta

Véta (Rolleova):

Necht funkce f spliuje podminky
@ [ je spojitd na intervalu (a,b),
@ f ma derivaci v kazdém bodg intervalu (a, b),
Q f(a) = f(b).

Potom existuje ¢ € (a, b) tak, ze f/'(c) = 0.

Diikaz.

Pokud je funkce f konstantni, Ize za ¢ volit libovolné ¢&islo z intervalu (a, b).

V pfipadé, ze f neni konstantni, je f({(a,b)) = (A, B) uzavfeny interval (plyne ze
spojitosti f). Existuji tedy «, 5 € (a,b) tak, ze A = f(a) < f(8) = B.

Protoze f(a) = f(b) lezi alespori jeden z bodii «, 5 uvnitf (a,b). Oznaéme tento
bod ¢. Funkce f ma v bodé ¢ lokalni extrém, a proto f/(c) = 0. Skuteéné, funkce
f ma totiz derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b). O
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Véta o prirustku funkce
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[lustrace
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Véta o prirustku funkce
[e]e]e] lo}

[lustrace

P¥irustek funkce f na intervalu (a,b) je roven f(b) — f(a). Lze ho vyjad¥it pomoci
derivace funkce f7?
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Véta o prirustku funkce
[e]e]e]e] }

Véta o prirustku funkce

Véta (Lagrangeova, O pfirustku funkce):
Necht funkce f splfuje podminky
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Véta o prirustku funkce
[e]e]e]e] }

Véta o prirustku funkce

Véta (Lagrangeova, O pfirustku funkce):
Necht funkce f splfuje podminky
Q f je spojitd na intervalu (a,b),

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019



Véta o prirustku funkce
[e]e]e]e] }

Véta o prirustku funkce

Véta (Lagrangeova, O pfirustku funkce):
Necht funkce f splfuje podminky

Q f je spojitd na intervalu (a,b),

@ f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b).
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Véta o prirustku funkce
[e]e]e]e] }

Véta o prirustku funkce

Véta (Lagrangeova, O pfirustku funkce):
Necht funkce f splfuje podminky

Q f je spojitd na intervalu (a,b),

@ f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b).

f(0) = f(a)
2 .

Potom existuje bod ¢ € (a,b) tak, ze f'(c) = —

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019



Véta o prirustku funkce
[e]e]e]e] }

Véta o prirustku funkce

Véta (Lagrangeova, O pfirustku funkce):
Necht funkce f splfuje podminky

Q f je spojitd na intervalu (a,b),

@ f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b).

f() = f(a)
; .

Potom existuje bod ¢ € (a,b) tak, ze f'(c) = —

Diikaz.
f(b) — f(a)

Polozme g(z) := f(x) — — (z —a).

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019
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Véta o prirustku funkce
[e]e]e]e] }

Véta o prirustku funkce

Véta (Lagrangeova, O pfirustku funkce):
Necht funkce f splfuje podminky

Q f je spojitd na intervalu (a,b),

@ f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b).

f() = f(a)
; .

Potom existuje bod ¢ € (a,b) tak, ze f'(c) = —

Dukaz.

Polozme g(z) := f(x) — w

derivaci v kazdém bodé intervalu (a,b) a navic g(a) = g(b) = f(a).

(z — a). Tato funkce je spojita na (a,b), méa
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Véta o prirustku funkce
[e]e]e]e] }

Véta o prirustku funkce

Véta (Lagrangeova, O pfirustku funkce):
Necht funkce f splfuje podminky

Q f je spojitd na intervalu (a,b),

@ f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b).

f() = f(a)
; .

Potom existuje bod ¢ € (a,b) tak, ze f'(c) = —

Dukaz.

Polozme g(z) := f(x) — M

derivaci v kazdém bodé intervalu (a,b) a navic g(a) = g(b) = f(a). Proto podle
Rolleovy véty existuje ¢ € (a,b) tak, ze

(z — a). Tato funkce je spojita na (a,b), méa
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
900000000000 000000

Hlavni body

Dasledky pro vysetfovani pribéhu funkce

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019



Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
0O@0000000000000000

Monotonie funkce

Definice:

Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnitikem intervalu J nazveme
otevreny interval (a,b). Znaéime ho J° = (a,b).
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
0O@0000000000000000

Monotonie funkce

Definice:

Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnittkem intervalu J nazveme
otevreny interval (a,b). Znaéime ho J° = (a,b).

Véta:

Necht f je spojita na intervalu J a necht pro kazdé = € J° existuje f/(z). Potom
plati nasledujicich pét tvrzeni
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
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Monotonie funkce

Definice:

Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnittkem intervalu J nazveme
otevreny interval (a,b). Znaéime ho J° = (a,b).

Véta:

Necht f je spojita na intervalu J a necht pro kazdé = € J° existuje f/(z). Potom
plati nasledujicich pét tvrzeni

Q@ (Vz € J°)(f'(x) > 0) = f je rostouci na J,
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
0O@0000000000000000

Monotonie funkce

Definice:

Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnittkem intervalu J nazveme
otevreny interval (a,b). Znaéime ho J° = (a,b).

Véta:

Necht f je spojita na intervalu J a necht pro kazdé = € J° existuje f/(z). Potom
plati nasledujicich pét tvrzeni

Q@ (Vz € J°)(f'(x) > 0) = f je rostouci na J,
Q@ (Vz € J°)(f'(x) <0) = f je Klesajici na J,
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
0O@0000000000000000

Monotonie funkce

Definice:

Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnittkem intervalu J nazveme
otevreny interval (a,b). Znaéime ho J° = (a,b).

Véta:

Necht f je spojita na intervalu J a necht pro kazdé = € J° existuje f/(z). Potom
plati nasledujicich pét tvrzeni

Q@ (Vz € J°)(f'(x) > 0) = f je rostouci na J,
Q@ (Vz € J°)(f'(x) <0) = f je Klesajici na J,
Q@ (Vz € J°)(f'(x) > 0) = f je ostfe rostouci na J,
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
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Monotonie funkce

Definice:

Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnittkem intervalu J nazveme
otevreny interval (a,b). Znaéime ho J° = (a,b).

Véta:

Necht f je spojita na intervalu J a necht pro kazdé = € J° existuje f/(z). Potom
plati nasledujicich pét tvrzeni

Q@ (Vz € J°)(f'(x) > 0) = f je rostouci na J,

Q@ (Vz € J°)(f'(z) <0) = f je klesajici na J,

Q@ (Vz € J°)(f'(x) > 0) = f je ostfe rostouci na J,
o ( ) (f'(z) < 0)

Vo € J° = f je ostfe klesajici na J,
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
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Monotonie funkce

Definice:

Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnittkem intervalu J nazveme
otevreny interval (a,b). Znaéime ho J° = (a,b).

Véta:

Necht f je spojita na intervalu J a necht pro kazdé = € J° existuje f/(z). Potom
plati nasledujicich pét tvrzeni

Q@ (VzeJo)(f'(x) > 0) = f je rostouci na J,
= f je klesajici na J,
= f je ostre rostouci na J,

0)
< 0) = [ je ostte klesajici na J,
0) = f je konstantni na J,
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
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Dikaz 1. tvrzeni, ostatni naprosto analogicky.

Budte z1, 29 € J takova, ze £ < x3. Podle Lagrangeovy véty o prirustku funkce
aplikované na interval (z1,z2) existuje ¢ € (z1,z2) tak, ze

f/(c) _ f(xQ) — f(xl)

To — X1
Protoze ¢ € J°, je f'(c) > 0. Tudiz

f(z2) — f(x1)

>0 = f(z2)—f(x1) 20 = f(z1) < f(z2). O
To — T1
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
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Priklad

Poznamka:

Hlavnim vysledkem predchozi véty tedy je: Je-li funkce f diferencovatelna, pak o
tom zda roste/klesd rozhoduje znaménko jeji derivace.
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
0000000000000 0000

Priklad

Poznamka:

Hlavnim vysledkem predchozi véty tedy je: Je-li funkce f diferencovatelna, pak o
tom zda roste/klesd rozhoduje znaménko jeji derivace.

UvaZme funkci

9
f(z):=22% — 922 + 120 — 3
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
0000000000000 0000

Priklad

Poznamka:

Hlavnim vysledkem predchozi véty tedy je: Je-li funkce f diferencovatelna, pak o
tom zda roste/klesd rozhoduje znaménko jeji derivace.

UvaZme funkci

9
f(z):=22% — 922 + 120 — 3

pro jejiz derivaci plati

f'(x) = 62% — 18z + 12
1\><2/ x =6(z —1)(z — 2).
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
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Konvexnost a konkavnost funkce

Definice:

Funkci f definovanou na intervalu J nazveme konvexni (resp. konkavni) na
intervalu J, pravé kdyz pro kazdé z1,x2, 23 € J spliujici 1 < z2 < x3, lezi bod
(22, f(x2)) budto pod (resp. nad) p¥imkou spojujici body (x1, f(z1)) a

(23, f(x3)), nebo na ni.
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
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Konvexnost a konkavnost funkce

Definice:

Funkci f definovanou na intervalu J nazveme konvexni (resp. konkavni) na
intervalu J, pravé kdyz pro kazdé z1,x2, 23 € J spliujici 1 < z2 < x3, lezi bod
(22, f(z2)) budto pod (resp. nad) pfimkou spojujici body (z1, f(x1)) a

(23, f(z3)), nebo na nf.

Definice:

Funkci f definovanou na intervalu J nazveme ryze konvexni (resp. ryze
konkavni) na intervalu J, pravé kdyz pro kazdé x1, x5, x3 € J spliiujici
x1 < Ty < x3, lezi bod (x2, f(x2)) pod (resp. nad) primkou spojujici body

(z1, f(w1)) a (w3, f(23))-
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
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Konvexnost a konkavnost funkce

Definice:

Funkci f definovanou na intervalu J nazveme konvexni (resp. konkavni) na
intervalu J, pravé kdyz pro kazdé z1,x2, 23 € J spliujici 1 < z2 < x3, lezi bod
(22, f(z2)) budto pod (resp. nad) pfimkou spojujici body (z1, f(x1)) a

(23, f(z3)), nebo na nf.

Definice:

Funkci f definovanou na intervalu J nazveme ryze konvexni (resp. ryze
konkavni) na intervalu J, pravé kdyz pro kazdé x1, x5, x3 € J spliiujici
x1 < Ty < x3, lezi bod (x2, f(x2)) pod (resp. nad) primkou spojujici body
(21, f(%1)) a (z3, f(w3)).

Ocividné, f je konkavni na intervalu J, pravé kdyz —f je konvexni na |ntervalu J.
Stadi se tedy soustfedit napfiklad na konvexni funkce. )
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
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Konvexnost a konkavnost funkce: ilustrace
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
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Konvexnost: nerovnost

@ PrepiSme pozadavek v definici konvexnosti explicitné. Mame funkci f
definovanou na intervalu J a body z; < z9 < x3. Pfimka prochazejici body

(1, f(z1)) a (z3, f(x3)) je dana rovnici

J iy + L) = )

xr—2x1).
p— ( 1)
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
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Konvexnost: nerovnost

@ PrepiSme pozadavek v definici konvexnosti explicitné. Mame funkci f
definovanou na intervalu J a body z; < z9 < x3. Pfimka prochazejici body
(1, f(z1)) a (z3, f(x3)) je dana rovnici

y = f(z1) + M(x — ).

r3 — IT1
Pozadavek, aby bod (x2, f(22)) lezel pod touto pfimkou (nebo na ni) pak lze
po nékolika drobnych Gpravach vyjadFit jako nerovnost

fx2)(xs —x1) < f(21)(23 — 22) + f(23) (T2 — 71).
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
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Konvexnost: nerovnost

@ PrepiSme pozadavek v definici konvexnosti explicitné. Mame funkci f
definovanou na intervalu J a body z; < z9 < x3. Pfimka prochazejici body
(1, f(z1)) a (z3, f(x3)) je dana rovnici

x3) — f(z
) flay + L) = f@)
r3 — IT1
Pozadavek, aby bod (x2, f(22)) lezel pod touto pfimkou (nebo na ni) pak lze

po nékolika drobnych Gpravach vyjadFit jako nerovnost

fx2)(xs —x1) < f(21)(23 — 22) + f(23) (T2 — 71).

e UvaZme body z1 := 2 < y =: 23 a bod x5 := Ax + (1 — M)y, A € (0,1) lezici
mezi x a y.

(x — z1).
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
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Konvexnost: nerovnost

@ PrepiSme pozadavek v definici konvexnosti explicitné. Mame funkci f
definovanou na intervalu J a body z; < z9 < x3. Pfimka prochazejici body

(1, f(z1)) a (z3, f(x3)) je dana rovnici

J iy + L) = )

r3 — IT1
Pozadavek, aby bod (x2, f(22)) lezel pod touto pfimkou (nebo na ni) pak lze
po nékolika drobnych Gpravach vyjadFit jako nerovnost

fx2)(xs —x1) < f(21)(23 — 22) + f(23) (T2 — 71).

e UvaZme body z1 := 2 < y =: 23 a bod x5 := Ax + (1 — M)y, A € (0,1) lezici
mezi x a y. Potom lze predchozi nerovnost prepsat do tvaru

FOz+ 1 =Ny)(y — ) < f(2)(Ay — Az) + fF(y) (A = Dz + (1 - N)y),

coz po jednoduché tpravé prechazi na
fOz+ 1= Ny) <Af(2) + (1 =N f(y)

(x — z1).
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Konvexnost: nerovnost

@ PrepiSme pozadavek v definici konvexnosti explicitné. Mame funkci f
definovanou na intervalu J a body z; < z9 < x3. Pfimka prochazejici body
(1, f(z1)) a (z3, f(x3)) je dana rovnici

J iy + L) = )

r3 — IT1
Pozadavek, aby bod (x2, f(22)) lezel pod touto pfimkou (nebo na ni) pak lze
po nékolika drobnych Gpravach vyjadFit jako nerovnost

f(w2)(z3 —21) < f(21)(23 — 22) + f23) (22 — 21).
e UvaZme body z1 := 2 < y =: 23 a bod x5 := Ax + (1 — M)y, A € (0,1) lezici
mezi x a y. Potom lze predchozi nerovnost prepsat do tvaru
fAz+ 0 =Ny)y —2) < fl@)(Ay — Az) + f(y) (A= Dz + (1= N)y),
coz po jednoduché tpravé prechazi na
FOz+ (1= XNy) < Af(x) + (1 =N f(y).

Neni tézké rozmyslet, Ze f je konvexni na J, pravé kdyz pro kazdé x,y €
A € (0,1) plati predchozi nerovnost. :

(x — z1).
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Konvexnost, konkavnost a druha derivace

Véta:

Bud f funkce spojita na intervalu .J, ktera ma druhou derivaci v kazdém bodé J°.
@ Funkce f je konvexni na intervalu J, pravé kdyz f”(x) > 0 pro kazdé x € J°.
o Je-li f(x) > 0 v kazdém bodé x € J°, pak je f ryze konvexni na J.
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
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Konvexnost, konkavnost a druha derivace

Véta:

Bud f funkce spojita na intervalu .J, ktera ma druhou derivaci v kazdém bodé J°.
@ Funkce f je konvexni na intervalu J, pravé kdyz f”(x) > 0 pro kazdé x € J°.
o Je-li f(x) > 0 v kazdém bodé x € J°, pak je f ryze konvexni na J.

Diikaz.

V ditkazu se opét vyuzije Lagrangeova véta o prirustku funkce. Na prednasce
diikaz vynechame, viz poznamky k prednasce. ]

v
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frustku funkce Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
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Konvexnost, konkavnost a druha derivace

Véta:

Bud f funkce spojita na intervalu .J, ktera ma druhou derivaci v kazdém bodé J°.
@ Funkce f je konvexni na intervalu J, pravé kdyz f”(x) > 0 pro kazdé x € J°.
o Je-li f(x) > 0 v kazdém bodé x € J°, pak je f ryze konvexni na J.

Diikaz.

V ditkazu se opét vyuZije Lagrangeova véta o prirustku funkce. Na prednasce
diikaz vynechame, viz poznamky k prednasce. ]

Poznamka:

@ Stejna véta plati i pro konkavni funkce. V tomto pfipadé je znaménko druhé
derivace (jejiz existence je predpokladem véty) zéporné.

@ Funkce f(x) = z* je ryze konvexni na R, ale f”/(0) = 0. Implikaci v druhém
bodé véty nelze obratit.
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Konvexnost a konkavnost v bodé

Definice:

Necht funkce f je diferencovatelna v bodé a € Dy. Pokud existuje okoli H, bodu
a takové, Ze pro vsechna z € H, \ {a} lezi viechny body (z, f(x)) nad (resp.
pod) teénou funkce f v bodé a,

y = f(a) + f(a)(z - a),

nebo na ni, pak f nazveme konvexni (resp. konkavni) v bodé a.
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
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Konvexnost a konkavnost v bodé

Definice:

Necht funkce f je diferencovatelna v bodé a € Dy. Pokud existuje okoli H, bodu
a takové, Ze pro vsechna z € H, \ {a} lezi viechny body (z, f(x)) nad (resp.
pod) teénou funkce f v bodé a,

y = f(a) + f(a)(z - a),

nebo na ni, pak f nazveme konvexni (resp. konkavni) v bodé a.

@ Konvexnost na intervalu nevyzaduje diferencovatelnost, na rozdil od
konvexnosti v bodé, kterd vychazi z pojmu tecny (kterou konstruujeme
pomoci derivace).
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Konvexnost a konkavnost v bodé

Definice:

Necht funkce f je diferencovatelna v bodé a € Dy. Pokud existuje okoli H, bodu
a takové, Ze pro vsechna z € H, \ {a} lezi viechny body (z, f(x)) nad (resp.
pod) teénou funkce f v bodé a,

y = f(a) + f(a)(z - a),

nebo na ni, pak f nazveme konvexni (resp. konkavni) v bodé a.

@ Konvexnost na intervalu nevyzaduje diferencovatelnost, na rozdil od
konvexnosti v bodé, kterd vychazi z pojmu tecny (kterou konstruujeme
pomoci derivace).

@ Podobné bychom mohli definovat ryzi konvexnost/konkévnost funkce v bodé.
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Konvexnost a konkavnost v bodé

Konvexnost Konkavnost
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Konvexnost a konkavnost v bodé

Konvexnost Konkavnost
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Vztah konvexnosti a konvexnosti v bodé

Véta:

Bud f funkce konvexni na intervalu J diferencovatelnd v kazdém bodé J°. Potom
je f konvexni v kazdém bodé intervalu J°.
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Vztah konvexnosti a konvexnosti v bodé

Véta:

Bud f funkce konvexni na intervalu J diferencovatelnd v kazdém bodé J°. Potom
je f konvexni v kazdém bodé intervalu J°.

Diikaz.
Bud z,c€ J°, x #ca )\ € (0,1), potom

f(Ac+ (1 =XNz) <Af(e) + (1 =N f(z).
Tuto nerovnost Ize prepsat do tvaru

f()\c—|—(1—)\):1:) - fle) f()\c—|—(1—)\)x) — f(e)
(z=c)- d+(1-Nz—c 1-A s — f(e) + fl@).

Podle véty o limité slozené funkce pro A — 1 ihned dostavame nerovnost
(x—o)f'(c) < —f(c) + f(x), ¢ili f(z)> f(c)+ f'(c)(z — ¢). Funkéni hodnota
funkce f v bodé z je tedy vétsi (nebo rovna) nez funkéni hodnota teény funkce f
v bodé ¢ v bodé z. O
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00000000000 e000000

Vztah konvexnosti a extrému

Dusledek:
Necht pro funkci f plati f/(c) = 0.
o Pokud je f konvexni v bodé ¢, pak ma funkce f v bodé ¢ lokalni minimum.

@ Pokud je f konkavni v bodé ¢, pak ma funkce f v bodé c lokalni maximum.
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Vztah konvexnosti a extrému

Dusledek:
Necht pro funkci f plati f/(c) = 0.
o Pokud je f konvexni v bodé ¢, pak ma funkce f v bodé ¢ lokalni minimum.

@ Pokud je f konkavni v bodé ¢, pak ma funkce f v bodé c lokalni maximum.

4

Diikaz.

Stadi si uvédomit, ze te¢na v bodé ¢ je dana pfimkou y = f(c) a vyuzit definici
konvexity /konkavity funkce f v bodé c. O
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rémy funkce frustku funkce Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
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Vztah konvexnosti a extrému

Dusledek:

Necht pro funkci f plati f’(c) = 0.
o Pokud je f konvexni v bodé ¢, pak ma funkce f v bodé ¢ lokalni minimum.
@ Pokud je f konkavni v bodé ¢, pak ma funkce f v bodé c lokalni maximum.

Dukaz.
Stadi si uvédomit, ze te¢na v bodé ¢ je dana pfimkou y = f(c) a vyuzit definici
konvexity /konkavity funkce f v bodé c. O

Poznamka:

@ Pokud bychom poZadovali ryzi konvexitu/konkavitu, pak dostaneme ostrd
lokaIni minima/maxima.

o Tato véta se Casto pouziva pokud vime, ze f ma kladnou (nebo zapornou)
druhou derivaci na okoli bodu c.
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Inflexni body, asymptoty

Dalsimi zajimavymi jevy v priibéhu funkce mohou byt inflexni body a asymptoty.

Definice:

Necht f je spojita v bodé c. Bod ¢ nazyvame inflexnim bodem funkce f, pravé
kdyz existuje 6 > 0 takové, ze f je ryze konvexni na intervalu (c — 4, c) a ryze
konkavni na intervalu (¢, c+ ¢), nebo naopak.
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Inflexni body, asymptoty

Dalsimi zajimavymi jevy v priibéhu funkce mohou byt inflexni body a asymptoty.

Definice:

Necht f je spojita v bodé c. Bod ¢ nazyvame inflexnim bodem funkce f, pravé
kdyz existuje 6 > 0 takové, ze f je ryze konvexni na intervalu (c — 4, c) a ryze
konkavni na intervalu (¢, c+ ¢), nebo naopak.

Definice:

o Rekneme, Ze funkce f méa v bodé a € R asymptotu = = a, pravé kdyz
lim f(z) nebo lim f(z) existuje a je rovna +0o nebo —oo.
r—a+ r—a—
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
000000000000 e00000

Inflexni body, asymptoty

Dalsimi zajimavymi jevy v priibéhu funkce mohou byt inflexni body a asymptoty.

Definice:

Necht f je spojita v bodé c. Bod ¢ nazyvame inflexnim bodem funkce f, pravé
kdyz existuje 6 > 0 takové, ze f je ryze konvexni na intervalu (c — 4, c) a ryze
konkavni na intervalu (¢, c+ ¢), nebo naopak.

Definice:

o Rekneme, Ze funkce f méa v bodé a € R asymptotu = = a, pravé kdyz
lim f(z) nebo lim f(z) existuje a je rovna +0o nebo —oo.
r—a+ r—a—

o Rekneme, Ze pfimka y = kx + ¢ je asymptotou funkce f v 400, resp. v

— o0, kdy?
lim (f(z) —kz—q) =0resp. lim (f(z)—kz —¢q) =0.
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
000000000000 0e0000

Hledani asymptot

@ Ma-li byt pfimka y = kx + g asymptotou funkce f v +o0, pak nutné
Q 0= lim M: lim (f(x)—k> a proto

r—4o0 s x—+o00 X

k= lim M
r—+oo T

@ Podobné
¢= lim (f(x) - ka),

x—+oo

kde k jsme spocetli v predchozim bodu.

el

IAdS
W
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
000000000000 0e0000

Hledani asymptot

@ Ma-li byt pfimka y = kx + g asymptotou funkce f v +o0, pak nutné
Q 0= lim M: lim (f(x)—k> a proto

r—4o0 s x—+o00 X

k= lim M
r—+oo T

@ Podobné
¢= lim (f(x) - ka),

x—+oo

kde k jsme spocetli v predchozim bodu.

@ Neni tézké si rozmyslet, ze pokud ¢ a k splniuji vyse uvedené rovnosti, pak
pfimka y = kx + ¢ je asymptotou funkce f v +o0.

@ P¥ipad —oo se osetfi podobné.
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Diisledky pro vySetfovani priibéhu funkce
000000000000 00e000
o
Priklad.
2
=+ 2

= —+1.
EEST

Naleznéte asymptoty funkce f(x)
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Diisledky! prolvyZetrovan(iprabéhu funkee
000000000000 00e000
Priklad.
x2 +2
2y

Naleznéte asymptoty funkce f(z) = | 1 .
=

@ Bod z =1 nepatfi do Dy a hIIll f(x) = 4o00. Tudiz pfimka z =1 je
r—14
asymptotou f v bodé 1.
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Diisledky pro vySetfovani priibéhu funkce
000000000000 00e000
Priklad.

x2+2+
|z -1

Naleznéte asymptoty funkce f(z) =

@ Bod z =1 nepatfi do Dy a hIIll f(x) = 4o00. Tudiz pfimka z =1 je
rz—14
asymptotou f v bodé 1.
@ Hledejme asymptotu v +o0,

242 1
b= tim T o g T2 L
r—+o0 I T—+00 T4 — T x
2 +2 2+
= li — k=i 1-1-z= 1i 1=2
i=Bp s mke= I oy b= e oyt
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Diisledky pro vySetfovani priibéhu funkce
000000000000 00e000
Priklad.

x2 +2
|z -1

Naleznéte asymptoty funkce f(z) = + 1.

@ Bod z =1 nepatfi do Dy a hIIll f(x) = 4o00. Tudiz pfimka z =1 je
rz—14
asymptotou f v bodé 1.
@ Hledejme asymptotu v +o0,

242 1
b= tim T o g T2 L
r—=+o0 T T—=+00 T° — T x
2242 24+
= 1l —kx= 1 1-1-z= 1 1=2
¢= lim fl@)—ke= lm “—+ v=tm ot
@ Podobné, pro asymptotu v —oo mame
242 1
ke tim 29 im kL R -
r——00 I rz——00 —I4 + X X
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
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Graf funkce z prikladu
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Disledky pro vySetiovan

000000000000 0000

y = f(x)
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
000000000000 0000e0

y = f(x)

roste

4x

y:fl(l’):*m
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
000000000000 0000e0
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
000000000000 00000e

Pribéh funkce

Pti vySetfovani pribéhu funkce zkoumame:
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
000000000000 00000e

Pribéh funkce

Pti vySetfovani pribéhu funkce zkoumame:

@ defini¢ni obor funkce f, priseciky grafu s osami, symetrie (sudost, lichost,
periodicita),
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
000000000000 00000e

Pribéh funkce

Pti vySetfovani pribéhu funkce zkoumame:

@ defini¢ni obor funkce f, priseciky grafu s osami, symetrie (sudost, lichost,
periodicita),

@ spojitost, body nespojitosti, existenci asymptot, limity v krajnich
bodech/nekoneénech,

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
000000000000 00000e

Pribéh funkce

Pti vySetfovani pribéhu funkce zkoumame:

@ defini¢ni obor funkce f, priseciky grafu s osami, symetrie (sudost, lichost,
periodicita),

@ spojitost, body nespojitosti, existenci asymptot, limity v krajnich
bodech/nekoneénech,

@ existenci derivace f’, monotonii funkce, lokalni a globalni extrémy,
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
000000000000 00000e

Pribéh funkce

Pti vySetfovani pribéhu funkce zkoumame:

@ defini¢ni obor funkce f, priseciky grafu s osami, symetrie (sudost, lichost,
periodicita),

@ spojitost, body nespojitosti, existenci asymptot, limity v krajnich
bodech/nekoneénech,

@ existenci derivace f’, monotonii funkce, lokalni a globalni extrémy,

@ existenci druhé derivace f”, konvexnost a konkavnost,
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Dsledky pro vySetfovani pribéhu funkce
000000000000 00000e

Pribéh funkce

Pti vySetfovani pribéhu funkce zkoumame:

@ defini¢ni obor funkce f, priseciky grafu s osami, symetrie (sudost, lichost,
periodicita),

@ spojitost, body nespojitosti, existenci asymptot, limity v krajnich
bodech/nekoneénech,

@ existenci derivace f’, monotonii funkce, lokalni a globalni extrémy,
@ existenci druhé derivace f”, konvexnost a konkavnost,

@ na zakladé téchto vysledkl nacrtneme graf funkce f.
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I'Hospitalovo pravidlo
000000

Hlavni body

I'Hospitalovo pravidlo
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I'Hospitalovo pravidlo
(o] lelelele)

I'Hospitalovo pravidlo

Véta (I'Hospitalovo pravidlo):
Necht pro funkce f a g a bod a € R plati
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I'Hospitalovo pravidlo
(o] lelelele)

I'Hospitalovo pravidlo

Véta (I'Hospitalovo pravidlo):

Necht pro funkce f a g a bod a € R plati
Q lim f =lim g = 0, nebo lim |g| = 400,
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I'Hospitalovo pravidlo
(o] lelelele)

I'Hospitalovo pravidlo

Véta (I'Hospitalovo pravidlo):
Necht pro funkce f a g a bod a € R plati
Q lim f = lim g = 0, nebo lim|g| = 400,
Q existuje okoli H, bodu a spliiujici Hy ~ {a} C Dy;q N\ Dy /g,
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I'Hospitalovo pravidlo
(o] lelelele)

I'Hospitalovo pravidlo

Véta (I'Hospitalovo pravidlo):

Necht pro funkce f a g a bod a € R plati
Q lim f =limg = 0, nebo lim |g| = 400,

Q existuje okoli H, bodu a spliiujici Hy ~ {a} C Dy;q N\ Dy /g,
/
Q existuje lim =
a g

!
limf—.

Potom existuje lim i a plati lim ;
a g e g

a

f_
g

Diikaz.

Vynechavame.
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I'Hospitalovo pravidlo
[e]e] le]ele)

Piklady

Priklad.

Vypoctéte limitu
lim arc‘sm(m)
-0 sin(x)

Pomoci I'Hospitalova pravidla

. 1
lim arc.sm(x) Mo Ve
—0 sin(x) z—0 cos(x)
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I'Hospitalovo pravidlo
[e]e] le]ele)

Piklady

Priklad.

Vypoctéte limitu
arcsin(x)

-0 sin(x)

Pomoci I'Hospitalova pravidla

li 22050@) 1H T _ 1.
—0 sin(x) z—0 cos(x)
Priklad.
Vypoctéte limitu lim z1n(x).

z—04

Nejprve musime vyraz upravit do tvaru kdy Ize aplikovat I'Hospitalovo pravidlo.

lim zln(z) = lim

JEHO+ IA)O+ l Z‘)0+ — = I*)O+
x x
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I'Hospitalovo pravidlo
[e]e]e] lele)

Priklad

Priklad.
Vypoctéte limitu

x

T—>—+00 :L‘2 ’
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I'Hospitalovo pravidlo
[e]e]e] lele)

Priklad

Priklad.
Vypoctéte limitu

x

T—>—+00 :172 ’

Nyni je tfeba I'Hospitalovo pravidlo pouzit dvakrat,

. e’ IH. .
lim — = lim
T—4o00 r—+o0

x

lim — = +oo0.

e’ I'n.
T a5too 2
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4ni priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Pkl
[e]e]e]e] o) [e

Poznamky

Pfiklad (Dulezitost predpokladi).
PF¥i pouziti I'Hospitalova pravidla je nutné zkontrolovat pfedpoklady. Slepym
pouzitim formule mizeme dostat Spatny vysledek:

2 +sin(z) 1 . 2+4cos(z) 2 . —sin(x)

lim ————= = lim —————= =1
r00 T+ sin(x) oo 1+ cos(x) o0 — sin(x)

Chyba v tomto vypoctu je dvojnasobna:
@ Neni splnén 2. ani 3. predpoklad |'Hospitalova pravidla.

- 1. S . .
@ Limita napravo od = viibec neexistuje. Nema tedy smysl| pokracovat ve
vypoctu.

Limitu lze snadno spodist bez |'Hospitalova pravidla,

9 9 2 sin(x)
i 22Esn@) o2+
oo  +sin(z) =z—oo 1 4 snE@)
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I'Hospitalovo pravidlo
00000e

Poznamky

Pfiklad (Bludny kruh).

V nasledujicim pripadé sice vSechny predpoklady plati, ale ani opakované pouZiti
nevede k cili

Po druhém pouziti dostaneme stejny vyraz s kterym jsme zacinali.

Tuto limitu mizeme snadno spocitat bez pouziti I'Hospitalova pravidla,

. ef+e”® . lte 2
lim ——— = lim ———— =
z—00 e — g% t500 1 — e 2%
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Piklady
9000000

Hlavni body

P¥iklady
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Piklady
0@00000

Pribéh exponencialy a logaritmu

Ptiklad.
Vysettete pritbéh funkce f(x) = e*. J
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Piklady
0@00000

Pribéh exponencialy a logaritmu

Ptiklad.
Vysettete pritbéh funkce f(x) = e*. J

Protoze f'(x) = f”(x) > 0 pro kazdé x € R je funkce f(z) rostouci a konvexni
na celém R. Asymptota funkce existuje pouze v —oo a jeji rovnici je y = 0.
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Piklady
[e]e] lelele]e]

Pribéh exponencialy a logaritmu

Pfiklad.
Vysettete pribéh funkce f(z) = Inz. J
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Piklady
[e]e] lelele]e]

Pribéh exponencialy a logaritmu

Pfiklad.
Vysettete pribéh funkce f(z) = Inz. J

Nyni Dy = (0,+00) a f/(z) =1 >0a f’(z) = =% < 0 pro kazdé z > 0. Tudiz

xT
f je rostouci a konkavni, jedinou asymptotou je pfimka x = 0.
y=Inx

lim Inz =+oc0
x——+00

lim Inzx = —©
r—04
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Piklady
[e]e]e] Jelele]

Ukazkovy priklad

Priklad.
Vy3ettete priibéh funkce f(z) = v/322 — a3, J

)
iSele
YRS
W
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Piklady
[e]e]e] Jelele]

Ukazkovy priklad

Priklad.
Vy3ettete priibéh funkce f(z) = v/322 — a3, J

@ Odmocnina je lichd, tedy Dy = R. Priise¢ik s osou y je f(0) = 0. Priseciky s
osou x jsou fesenim rovnice

flx)=0 & x2(3—x)=O < x1=0axy=3.

Odtud ihned plyne, ze funkce nemize byt sud4, lichd ani periodicka (ve vSech
téchto pripadech by muselo byt prisedikem i z = —3).
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Piklady
[e]e]e] Jelele]

Ukazkovy priklad

Priklad.
Vy3ettete priibéh funkce f(z) = v/322 — a3, J

@ Odmocnina je lichd, tedy Dy = R. Priise¢ik s osou y je f(0) = 0. Priseciky s
osou x jsou fesenim rovnice

flx)=0 & x2(3—x)=O < x1=0axy=3.

Odtud ihned plyne, ze funkce nemize byt sud4, lichd ani periodicka (ve vSech
téchto pripadech by muselo byt prisedikem i z = —3).
@ Funkce je spojitd na celém R. Zkoumejme existenci asymptot v +o0,

3/ 3
k 1 @ 1 o= —1=-1,
rz—+oo rz—+oo €T
g= lim (f(z)—ke)= lim V/322—-ad4+z=1
r—Foo T—1T 0

P¥imka y = —z 4 1 je tedy asymptotou v +00 i —c0.
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Piklady
0000e00

Ukazkovy priklad

© Pro derivaci funkce f plati

22—z T ?é 0, 3’

!
f ((E) = —0Q,
neexistuje,

x =3,
xz=0.

ZS 2018/2019
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Piklady
0000e00

Ukazkovy priklad

© Pro derivaci funkce f plati

2

) mﬁ%a 1’7&0737
[(x) = —00, T =3,

neexistuje, = =0.

Nulovym bodem derivace je 2. Kandidaty na lokalni extrém jsou tudiz body 0
(derivace neexistuje) a 2 (derivace je 0).

el

IAdS
W
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Piklady
0000e00

Ukazkovy priklad

© Pro derivaci funkce f plati
22—z T ?é 0, 3’

(322 —xz3)2/3"

f/(l") =4 —00, T =3,
neexistuje, = =0.

Nulovym bodem derivace je 2. Kandidaty na lokalni extrém jsou tudiz body 0
(derivace neexistuje) a 2 (derivace je 0).

interval (=00,0) (0,2) (2,3) (3,+)
znaménko f’ — + - -
monotonie f klesa roste  klesa klesa
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Piklady
0000e00

Ukazkovy priklad

© Pro derivaci funkce f plati

2

) mﬁ%a 1’7&0737
[(x) = —00, T =3,

neexistuje, = =0.

Nulovym bodem derivace je 2. Kandidaty na lokalni extrém jsou tudiz body 0
(derivace neexistuje) a 2 (derivace je 0).

interval (=00,0) (0,2) (2,3) (3,+)
znaménko f’ — + - -
monotonie f klesa roste  klesa klesa

Spojitost funkce na celém R implikuje lokalni minimum v bodé 0 (f(0) = 0)
a maximum v bodé 2 (f(2) = V/4).
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Piklady
0000e00

Ukazkovy priklad

© Pro derivaci funkce f plati

2

) mﬁ%a 1’7&0737
[(x) = —00, T =3,

neexistuje, = =0.

Nulovym bodem derivace je 2. Kandidaty na lokalni extrém jsou tudiz body 0
(derivace neexistuje) a 2 (derivace je 0).

interval (=00,0) (0,2) (2,3) (3,+)
znaménko f’ — + - -
monotonie f klesa roste  klesa klesa

Spojitost funkce na celém R implikuje lokalni minimum v bodé 0 (f(0) = 0)
a maximum v bodé 2 (f(2) = V/4).

Navic ze spojitosti na R a z limit lim f(z) = Foo plyne Hy =R.
r—Eo0
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Piklady
0000080

Ukazkovy priklad

@ Pro druhou derivaci v bodech z # 0,3 dostavame

2x74/3

f(z) = m

Znaménko zavisi pouze na znaménku jmenovatele (Citatel je kladny),

interval (—00,0) (0,3) (3,+00)

znaménko f” - - +

konkavni  konkdvni  konvexni

el

IAdS
W
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Ukazkovy priklad

@ Nyni mizeme nalrtnout graf funkce f.

Y

® |ok. maximum
® |ok. minimum
e inflexni bod
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