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Aproximace v bodé

tecna:
lokalni aproximace linearni funkci
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Aproximace v bodé

chyba:
Ize ji odhadnout?
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Priblizné vypocty

Otazka:
Jak ur¢it hodnotu sin(37°)?
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Odpovéd: Geometricka konstrukce
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Odpovéd: Geometricka konstrukce

37°
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|Nevhadné pro kalkulator/pocitac!
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Co je to polynom?

Definice (Polynom):

Reélnou funkci redlné proménné p : R — R nazveme polynomem, pravé kdyz
existuji nezaporné celé Cislo n € Ny a redlna disla ag, . .., a, € R takova, Ze

rovnost n
p(z) = Z apz®
k=0

plati pro vSechna redlna = € R.

o
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Co je to polynom?

Definice (Polynom):

Reélnou funkci redlné proménné p : R — R nazveme polynomem, pravé kdyz
existuji nezaporné celé Cislo n € Ny a redlna disla ag, . .., a, € R takova, Ze

rovnost n
p(z) = Z apz®
k=0

plati pro véechna realnd = € R.

Definice (Terminologie):
Q Je-li a,, # 0, nazyvame Cislo n stupném polynomu p.

@ Jsou-li vsechny koeficienty ay, K =0, ..., n nulové, nazyvame p nulovym
polynomem a jeho stupen nedefinujeme.
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Priklady polynomii

Notoricky znamymi priklady polynom jsou:
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Priklady polynomii

Notoricky znamymi priklady polynom jsou:

@ Linearni funkce f(z) = axz + b (a,b € R parametry) je polynomem nejvyse
prvniho stupné.
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Priklady polynomii

Notoricky znamymi priklady polynom jsou:

@ Linearni funkce f(z) = axz + b (a,b € R parametry) je polynomem nejvyse

prvniho stupné.
@ Kvadraticka funkce f(z) = ax?® + bx + ¢ (a,b,c € R, a # 0 parametry) j

polynomem druhého stupné.
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Priklady polynomii

Notoricky znamymi priklady polynom jsou:

@ Linearni funkce f(z) = axz + b (a,b € R parametry) je polynomem nejvyse
prvniho stupné.

@ Kvadraticka funkce f(z) = ax? + bx + ¢ (a,b,c € R, a # 0 parametry) je
polynomem druhého stupné.

Vyhodnocovani polynomu

7,

K vyhodnoceni funkéni hodnoty polynomu stali operace s&itani (od&itani
nasobeni.

~
5]
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Tecna funkce jakozto linearni aproximace

@ Je-li funkce f diferencovatelnad v bodé a € R, pak rovnice jeji tecny v bodé
a ma tvar

y=f(a) + f'(a)(z - a).

Je to pfimka nejvice pfipominajici funkci f v okoli bodu a.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019 13/41
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Tecna funkce jakozto linearni aproximace

@ Je-li funkce f diferencovatelnad v bodé a € R, pak rovnice jeji tecny v bodé
a ma tvar

y=f(a) + f'(a)(z - a).

Je to pfimka nejvice pfipominajici funkci f v okoli bodu a.

@ Telnu také miizeme chapat jako graf linedrni funkce

g(x) == f(a) + f'(a)(x — a).

Pro funkce f a g plati

(Maji stejnou funkéni hodnotu a stejny ,,sklon* v bodé a.)
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Tecna funkce jakozto linearni aproximace

@ Je-li funkce f diferencovatelnad v bodé a € R, pak rovnice jeji tecny v bodé
a ma tvar

y=f(a) + f'(a)(z - a).

Je to pfimka nejvice pfipominajici funkci f v okoli bodu a.

@ Telnu také miizeme chapat jako graf linedrni funkce

g(x) = f(a) + f'(a)(z — a).
Pro funkce f a g plati
(Maji stejnou funkéni hodnotu a stejny ,,sklon* v bodé a.)

Tj. funkce f a jeji te€na v bodé a maji stejnou 0. a 1. derivaci v bodé a. )

o o)
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ProC neuvazovat polynom vyssiho stupné?

Necht funkce f ma konecné derivace v bodé a az do fadu n € N vcetné. Lze
nalézt polynom p takovy, ze p*)(a) = f*)(a) pro véechna k =0,1,...,n? J
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ProC neuvazovat polynom vyssiho stupné?

Necht funkce f ma konecné derivace v bodé a az do fadu n € N vcetné. Lze
nalézt polynom p takovy, ze p*)(a) = f*)(a) pro véechna k =0,1,...,n? J

Odpovéd je kladna. Hledejme polynom ve tvaru

pe) = Y anle — a)”
7(@) = pla) = ag = a=/0
(@) =1/(a) = —  w=fl
Fl@=p@) =20 = a=yf
FO@) =p®@) =Ko = a= P, k=01,
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ProC neuvazovat polynom vyssiho stupné?

Necht funkce f ma konecné derivace v bodé a az do fadu n € N vcetné. Lze
nalézt polynom p takovy, ze p*)(a) = f*)(a) pro véechna k =0,1,...,n? J

Odpovéd je kladna. Hledejme polynom ve tvaru

f(a) = pla) = ag = w=f

f'(a) =p'(a) = as =  a=/")

Fl@=p@) =20 = a=yf
™ (a) = p®(a) = k! ay = ak:%f(k)(a),kzo,l,...,n

Uzavirame, ze hledany polynom p pozadovanych vlastnosti je tvaru

ek (g
o) =3 e 0
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Tayloriiv polynom

Véta:
Necht realna funkce redlné proménné f ma v bodé a € R konecnou n-tou

derivaci. Potom existuje pravé jeden polynom T, , stupné nejvySe n takovy, ze

T8 (a) = £ (a) pro kazdé k =0,1,...,n.

n,a

Tento polynom ma tvar

"R (a
Tna(w)zzif (@) ay*

' ]
= K

a nazyvame ho n-tym Taylorovym polynomem funkce f v bodé a.
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Tayloriiv polynom

Véta:

Necht realna funkce redlné proménné f ma v bodé a € R konecnou n-tou
derivaci. Potom existuje pravé jeden polynom T, , stupné nejvySe n takovy, ze

T,gf“a(a) = f®)(a) pro kazdé k = 0,1,...,n.

Tento polynom ma tvar

n () (g
Tra(t) = ZfT()(m—a)k

k=0

a nazyvame ho n-tym Taylorovym polynomem funkce f v bodé a.

Diikaz.

Existenci i jednoznac¢nost dokazeme podobnymi tivahami jako na predchozim
slidu. ]
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Priklady nejjednodussich Taylorovych polynomi

Exponenciala
Naleznéme n-ty Tayloriv polynom funkce f(z) = e® v bodé 0. J
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Priklady nejjednodussich Taylorovych polynomi

Exponenciala
Naleznéme n-ty Tayloriv polynom funkce f(z) = e® v bodé 0. J

Pro libovolné k € Ny plati f*)(z) = e* a proto f(*)(0) = 1. Dostavame

"1
Tho(z) = Exk.
k=0 "
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Priklady nejjednodussich Taylorovych polynomi

Exponenciala
Naleznéme n-ty Tayloriv polynom funkce f(z) = e® v bodé 0. J

Pro libovolné k € Ny plati f*)(z) = e* a proto f(*)(0) = 1. Dostavame
1
ano(.’ﬂ) = —

= x”.
|
— k!

Poznamka (Znaceni):

Pokud a = 0, budeme pro jednoduchost misto T}, o psat pouze T,.
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Priklad

Sinus

Naleznéme n-ty Taylortv polynom funkce f(z) = sin(x) v bodé 0.
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Priklad

Sinus J

Naleznéme n-ty Taylortv polynom funkce f(z) = sin(x) v bodé 0.

Derivace funkce f se cyklicky opakuji, v zavislosti na k € Ny plati
FO @) = (~)Fsin(@) & (@) = (<) cos(a).

Proto
FERO) =0 a fEFD(0) = (-1~

Vysledkem pro n = 2¢ nebo n = 2¢ — 1 plati

(_1)k 2k+1
2k +1)!
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Priklad

Naleznéme n-ty Taylortv polynom funkce f(z) = sin(x) v bodé 0.

Sinus J

Derivace funkce f se cyklicky opakuji, v zavislosti na k € Ny plati
FO @) = (~)Fsin(@) & (@) = (<) cos(a).

Proto
FERO) =0 a fEFD(0) = (-1~

Vysledkem pro n = 2¢ nebo n = 2¢ — 1 plati

N0 g (D
T, (z) = j;o ij - ;mx%ﬂ'
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Taylorovy polynomy nizkého stupné: demonstrace

sin(x)
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Taylorovy polynomy nizkého stupné: demonstrace

sin(x)

5 7

3
A I LN L
Tr(z) =z — % + 55 — 5010
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Hlavni body

Chyba aproximace

(GEEs)
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Zbytek v Taylorové vzorci

Definice:

Necht funkce f ma v bodé a kone¢nou n-tou derivaci. Pro vSechna pfipustnad x
polozme R, () := f(x) — Ty q(x). Potom vztah

f(@) =Tha(x) + R a(z)

nazyvadme Taylorovym vzorcem a R, , nazyvame n-tym zbytkem v Taylorové
VZOrci.
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Zbytek v Taylorové vzorci

Definice:
Necht funkce f ma v bodé a kone¢nou n-tou derivaci. Pro vSechna pfipustnad x
polozme R, () := f(x) — Ty q(x). Potom vztah

f(@) =Tha(x) + R a(z)

nazyvadme Taylorovym vzorcem a R, , nazyvame n-tym zbytkem v Taylorové
VZOrci.

Poznamka (Znaceni):

V pripadé, ze mluvime o Taylorové polynomu v bodé a = 0 piSeme pro
jednoduchost T, misto T, o. Podobné v pfipadé zbytku R,, = R,, o a Peanova
zbytku (zaveden déle) w,, = wy, ¢. Tayloriv polynom pro a = 0 se také nékdy
nazyvad Maclaurintiv polynom.

ZS 2018/2019 20/41
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Zbytek v Taylorové vzorci

f(x) = cos(z)

ZS 2018/2019
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Zbytek v Taylorové vzorci

)
Ts,0(z) = cos(a) — sin(a)(z — a) — 5 cos(a)(z — a)?
/\
/ : f(z) = cos(z)
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Zbytek v Taylorové vzorci

)
Ts,0(z) = cos(a) — sin(a)(z — a) — 5 cos(a)(z — a)?
Raa@)[ ) = eonte)
(@)
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Zbytek v Taylorové vzorci

Ts,0(z) = cos(a) — sin(a)(z — a) — 5 cos(a)(z — a)?

Ro.a(z) f(z) = cos(x)
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Chovani zbytku

Véta:

Necht funkce f ma v jistém okoli H, bodu a spojitou n-tou derivaci. Pak pro
zbytek v Taylorové vzorci platf

lim —Rn’a(x)
r—a (m — )”

=0.
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Chyba aproximace
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Chovani zbytku

Véta:

Necht funkce f ma v jistém okoli H, bodu a spojitou n-tou derivaci. Pak pro
zbytek v Taylorové vzorci platf

lim 7Rn,a(x) =0.

z—a (x — a)”

Dukaz.

Bez (jmy na obecnosti predpokladejme, ze a = 0. Z definice zbytku a vlastnosti
Taylorova polynomu plyne

Rn(0) = B(0) = -+ = RID(0) = R (0) = 0.

Pro vypocet limity Ize pouZit I'Hospitalovo pravidlo (zdivodnéte pro¢!). Potom

/ (n—1) (n)
1imM:11m Rn(xz :...:hmu:hm n (1:):0.
z—0 " z—0 nx"— z—0 nl-x z—0 nl
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Peanliv tvar zbytku

Dausledek:
Za stejnych predpokladil jako v predchozi vété Ize Tayloriiv vzorec vyjadfit ve tvaru

f(@) = Tn,a(2) + wno(2) - (T - a)",

kde lim wy, o(z) = 0. Vyraz wy, q(x) - (x — a)™ se nazyva Peaniv tvar zbytku.
Tr—ra
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Peanliv tvar zbytku

Dausledek:
Za stejnych predpokladil jako v predchozi vété Ize Tayloriiv vzorec vyjadfit ve tvaru

f(@) = Tn,a(2) + wno(2) - (T - a)",

kde lim wy, o(z) = 0. Vyraz wy, q(x) - (x — a)™ se nazyva Peaniv tvar zbytku.

r—a
Diikaz.
Stadi polozit wy, () = 1(1";—2()? a pouzit predchozi vétu.
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,» 1aylortv polynom je nejlepsi aproximace™

Presny smysl| tohoto vyroku je obsazen v nasledujici vété.

Véta (O nejlepsi aproximaci):

Necht funkce f ma v jistém okoli bodu 0 konecnou n-tou derivaci a necht @ je
polynom stupné nejvyse n, rizny od Taylorova polynomu 7, funkce f v bodé 0.
Potom existuje okoli Hy bodu 0 takové, ze

|f(z) = T,(z)| < |f(xz) — Q(z)| pro kazdé x € Hy \ {0}.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)
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,» 1aylortv polynom je nejlepsi aproximace™

Presny smysl| tohoto vyroku je obsazen v nasledujici vété.

Véta (O nejlepsi aproximaci):

Necht funkce f ma v jistém okoli bodu 0 konecnou n-tou derivaci a necht @ je
polynom stupné nejvyse n, rizny od Taylorova polynomu 7, funkce f v bodé 0.
Potom existuje okoli Hy bodu 0 takové, ze

|f(z) = T,(z)| < |f(xz) — Q(z)| pro kazdé x € Hy \ {0}.

e Vyraz |f(xz) — Q(z)| pfedstavuje absolutni velikost chyby p¥i aproximaci
funkce f pomoci polynomu @ v bodé z.
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Chyba aproximace
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,» 1aylortv polynom je nejlepsi aproximace™

Presny smysl| tohoto vyroku je obsazen v nasledujici vété.

Véta (O nejlepsi aproximaci):

Necht funkce f ma v jistém okoli bodu 0 konecnou n-tou derivaci a necht @ je
polynom stupné nejvyse n, rizny od Taylorova polynomu 7, funkce f v bodé 0.
Potom existuje okoli Hy bodu 0 takové, ze

|f(z) = T,(z)| < |f(xz) — Q(z)| pro kazdé x € Hy \ {0}.

e Vyraz |f(xz) — Q(z)| pfedstavuje absolutni velikost chyby p¥i aproximaci
funkce f pomoci polynomu @ v bodé z.

o Pokud T,,_1 # T, pak pro jisté okoli Hy podle predchozi véty plati
|f(x) — Th(z)| < |f(z) = Tn-1(x)| pro kazdé x € Hy ~ {0}.

Tedy, kazdy dalsi Tayloriv polynom (pokud existuje a je rizny od
predchoziho) aproximuje funkci f |épe nez predchozi.
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Chyba aproximace
000000000

Taylorova véta

Véta (Taylorova):
Necht existuje okoli H, bodu a takové, ze funkce f v ném ma konecnou

(n + 1)-ni derivaci. Pak zbytek v Taylorové vzorci f(z) = T, () + Ry o(2) lze
pro kazdé x € H, zapsat ve tvaru

_ [

Ry (@) = ED) (x —a)"*,

kde Cislo & zavisi na x a n a lezi uvnitr intervalu s krajnimi body x a a. Tento tvar
zbytku nazyvame Lagrangeiv.

Poznamka:

Tato Véta nam dava velmi dilezitou informaci o zbytku v Taylorové vzorci.
Umoznuje odhadovat chybu aproximace pivodni funkce jejim Taylorovym
polynomem.
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Chyba aproximace
0000000e00

P¥iklad: P¥iblizny vypocet

Urcete, jaké chyby se dopustime, kdyZ pro vypocet &isla /e = et pouzijeme
hodnotu Taylorova polynomu funkce e” tfetiho stupné v bodé 0 vyhodnoceného v

bodé x = %
1 1
T3(x) =1+ + 5:102 + 63:3.

Dosazenim dostaneme funkéni hodnotu Taylorova polynomu v z =

1
2

1 1 1/1\% 1/1\* 19 _
To(s)=145+5(5) +-(5) = = 1.64583.
3(2> +2+2(2> +6<2) 15 = 164583

Toto Cislo ndm samo o sobé nic nefika. Je nutné odhadnout chybu.
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Chyba aproximace
0000000080

Priklad: Priblizny vypocet, pokracovani

Podle Taylorovy véty plati (f(z) = e®) rovnost

aenl)on()
n()-5L0)

O &isle ¢ pouze vime, Ze le{ v intervalu (0, 3). Navic umime odhadnout velikost

kde zbytek je tvaru

Cisla e, plati nerovnost e < 4 (zdivodnéte!).
Celkem tedy

4
1 _
0<Rs(=)<——(=) =—==0.0052083.
< 3(2)< 41 (2) 192
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Chyba aproximace
000000000 e

Priklad: Priblizny vypocet, pokracovani

Zavér
Cislo /e lezi v intervalu (1.64583, 1.6510416). J

Y
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Mocninné ¥ady
90000000000

Hlavni body

Mocninné fady

r<

J

Hrabékova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT



Mocninné ¥ady
[e] lele]elelele]e]e]

Priklad exponencialy

Pripomenuti

Jiz jsme spocetli, ze pro kazdé realné x a prirozené n plati
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Mocninné ¥ady
[e] lele]elelele]e]e]

Priklad exponencialy

Pripomenuti

Jiz jsme spocetli, ze pro kazdé realné x a prirozené n plati

Dale zname tvar zbytku, Ize ho vyjadrit jako

&n,
esn.z ntl

kde &, , lezi mezi 0 a z, tudiz &, , < |z|. Z monotonie e pak plyne odhad

0 < efmm < elol,

Horni odhad tedy nezavisi na n (v tomto pfipadé)!
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Mocninné ¥ady
[e]e] lelelelele]e]e]

Priklad exponencialy

Pro dané pevné x € R tedy plati
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Mocninné ¥ady
[e]e] lelelelele]e]e]

Priklad exponencialy

Pro dané pevné x € R tedy plati

0 < [Rn(z)| <

Véta o limité seviené posloupnosti zaru€uje

lim R,(x)=0.

n— oo

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)
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Mocninné ¥ady
[e]e] lelelelele]e]e]

Priklad exponencialy

Pro dané pevné x € R tedy plati

||
0< |Ru(@)] < " 22 0.

Véta o limité seviené posloupnosti zaru€uje

lim R, (z)=0.
n—oo
Zavér
Pro libovolné realné x plati
. ok ok
= lim g R, (x) :hmE—:E—,
n—00 k;' n—00 ! k!
k=0 k=0

coz je vlastné zpisob jakym jsme exponencialu definovali.
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Mocninné ¥ady
[e]ele] lelelele]e]e]

Mocninna rada

Definice:

Necht je dana posloupnost (ax)32, a Cislo ¢ € R. Ciselnou ¥adu

zavisejici na redlném parametru x nazyvame mocninnou fadou se stfedem v
bodé c.

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) - ZS 2018/2019



mace funkef pc om ) Mocninné ¥ady
[e]ele] lelelele]e]e]

Mocninna rada

Definice:

Necht je dana posloupnost (ax)32, a Cislo ¢ € R. Ciselnou ¥adu

zavisejici na redlném parametru x nazyvame mocninnou fadou se stfedem v
bodé c.

Definice:

Necht realna funkce redlné proménné f ma v bodé ¢ € R konecné derivace vsech
radd. Mocninnou fradu

o £(k) (.
ka()(x—c)k

k!
k=0

potom nazyvame Taylorovou fadou funkce f v bodé c.
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Mocninné ¥ady
[e]e]ele] Telele]e]e]

Mocninna rada

Poznamka:
Uvazme pro jednoduchost ¢ = 0.

o0
o Je-li napfiklad z = 2, pak mame Eiselnou ¥adu » _ a,2¥,
k=0
(o]
o (F z 2 . ag
@ je-li x = =, pak mame Ciselnou fadu Z 3
k=0
Timto zplsobem je definovana jista funkce, kterd kazdému redlnému z priradi
soucet zadané Ciselné fady, pokud existuje. Jaky je defini¢ni obor této funkce?

1
31
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Mocninné ¥ady
[e]e]ele]e] lele]e]e]

Polomér konvergence

Véta:

Pokud existuje limita

Ak+1
ar

L := lim

k—o0
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Mocninné ¥ady
[e]e]ele]e] lele]e]e]

Polomér konvergence

Véta:
Pokud existuje limita
L= lim |2+ ,
k—oo | Qg
potom klademe
1
T L e R,
R:=4+00, L=0,
0, L=+

ZS 2018/2019
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Mocninné ¥ady
[e]e]ele]e] lele]e]e]

Polomér konvergence

Véta:
Pokud existuje limita
L= lim |2+ ,
k—oo | ak
potom klademe
1, LEeR,

R:=4+00, L=0,
0, L=+

a tvrdime, Ze mocninna rada
oo
E ap(z — )"
k=0

konverguje absolutné pro = € (¢ — R, ¢+ R) a diverguje pro |c — z| > R.
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Mocninné ¥ady
0000008000

Polomér konvergence

Dukaz.

BUNO ¢ = 0. Pro libovolné z € R dostivime

gzt
apxk

. Q41
lim kL

k—o0

=|z|- L.

= lim |z|-
k—o0

Shrnujeme, ze pokud

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)
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Mocninné ¥ady
0000008000

Polomér konvergence

Dukaz.
BUNO ¢ = 0. Pro libovolné z € R dostivame

Shrnujeme, ze pokud

o |z|- L <1, tedy |z| < R, pak podle d’Alembertova kritéria zkoumana fada
konverguje absolutné,

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019
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Mocninné ¥ady
0000008000

Polomér konvergence

Dukaz.
BUNO ¢ = 0. Pro libovolné z € R dostivime
+1
. Af41T . Q41
lim |2 = lim |2|- |—| = |2| - L.
k—o00 apx k—o0 ap

Shrnujeme, ze pokud

o |z|- L <1, tedy |z| < R, pak podle d’Alembertova kritéria zkoumana fada
konverguje absolutné,

@ |z|- L >1, tedy |z| > R, pak podle podilového kritéria je
klim larz®| = +o0. TudiZ nemiize byt spln&na nutna podminka konvergence
—00

zkoumané ¥ady (tj. neplati lim apz® = 0). O
n—oo
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Mocninné fady
[e]e]e]e]e]e]e] Je]e]
Uvedme dale nékolik zdkladnich vlastnosti tykajicich se mocninné Fady

1
. R=1. (1)

Ak+1
ag

o0

E apz®, 3L = lim
k—o00

k=0

o Cislo R nazyvame polomérem konvergence mocninné fady (1).
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Mocninné fady
[e]e]e]e]e]e]e] Je]e]
Uvedme dale nékolik zdkladnich vlastnosti tykajicich se mocninné Fady

1
. R=1. (1)

Ak+1
ag

o0

E apz®, 3L = lim
k—o00

k=0

o Cislo R nazyvame polomérem konvergence mocninné fady (1).

o Predchozi véta Fika, Ze tato mocninna fada (1) konverguje pro |z| < R a
diverguje pro || > R. Nefika nic o konvergenci pro x = R a x = —R.
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Mocninné ¥ady
[e]e]e]e]e]e]e] Je]e]

Uvedme dale nékolik zdkladnich vlastnosti tykajicich se mocninné Fady

= 1
Zakxk, dL = lim
k=0

) Rzz- (1)

Ak+1
ag

k—o0

o Cislo R nazyvame polomérem konvergence mocninné fady (1).

o Predchozi véta Fika, Ze tato mocninna fada (1) konverguje pro |z| < R a
diverguje pro || > R. Nefika nic o konvergenci pro x = R a x = —R.

o Kazda mocninna fada se chova timto zplsobem. Plati totiz nasledujici

Véta (Cauchy-Hadamard):

Ke kazdé mocninné fadé tvaru (1) existuje R € (0, +00) takové, Ze fada absolutné
konverguje pro |z| < R a diverguje pro |z| > R.
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Mocninné ¥ady

[e]e]e]e]o]e]e] Jele)

Uvedme dale nékolik zdkladnich vlastnosti tykajicich se mocninné Fady

o0

. Ak+1
E apz®, 3L = lim +
k=0

ak

) Rzz- (1)

k—o0

o Cislo R nazyvame polomérem konvergence mocninné fady (1).

o Predchozi véta Fika, Ze tato mocninna fada (1) konverguje pro |z| < R a
diverguje pro || > R. Nefika nic o konvergenci pro x = R a x = —R.

o Kazda mocninna fada se chova timto zplsobem. Plati totiz nasledujici

Véta (Cauchy-Hadamard):

Ke kazdé mocninné fadé tvaru (1) existuje R € (0, +00) takové, Ze fada absolutné
konverguje pro |z| < R a diverguje pro |z| > R.

@ Polomér konvergence ale vzdy nemusi jit spocitat pomoci limity podili
uvedenych v predes|é vété (tato limita nemusi existovat).
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Mocninné ¥ady
[e]e]e]e]e]e]e]le] o]
Priklad.
1

Rozeberme viechny tyto poznatky na prikladu funkce f(z) = 1= a jeji Taylorové
fadé v bodé 0,

oo

>t

k=0
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Mocninné ¥ady
[e]e]e]e]e]e]e]le] o]

Priklad.
Rozeberme vsechny tyto poznatky na pfikladu funkce f(x) = ﬁ a jeji Taylorové
fadé v bodé 0,
>t
k=0
e Plati f®)(z) = (1% x #1, k € N. Proto f(®)(0) = k!
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Mocninné ¥ady
[e]e]e]e]e]e]e]le] o]
Priklad.

Rozeberme vsechny tyto poznatky na pfikladu funkce f(x) = ﬁ a jeji Taylorové
fadé v bodé 0,

oo

>t

k=0

e Plati f®)(z) = = ’;M, x #1, k € N. Proto f(®)(0) = k!
@ Pro polomér konvergence mame

1 1
k—oo | 1 R

lim ’ =1=—.

Déle pro z = +1 jsou fady > o (£1)* divergentni.
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Mocninné ¥ady
[e]e]e]e]e]e]e]le] o]

Priklad.
Rozeberme vsechny tyto poznatky na pfikladu funkce f(x) = ﬁ a jeji Taylorové
fadé v bodé 0,
>t
k=0
o Plati f*)(z )7(1’;7@,17&1 k € N. Proto f(®)(0) = k!,
@ Pro polomér konvergence mame
. 1 1
. ’1‘ =l=%

Déle pro z = +1 jsou fady > o (£1)* divergentni.
o Rada konverguje absolutn& pro = € (—1,1) a diverguje pro viechna ostatni .
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Mocninné ¥ady

[e]e]e]e]e]e]e]le] o]
Priklad.
Rozeberme vsechny tyto poznatky na pfikladu funkce f(x) = ﬁ a jeji Taylorové
fadé v bodé 0,
oo
>t

k=0

e Plati f®)(z) = = ’;M, x #1, k € N. Proto f(®)(0) = k!
@ Pro polomér konvergence mame

1 1
k—oo | 1 R

lim ’ =1=—.

Déle pro z = +1 jsou fady > o (£1)* divergentni.
o Rada konverguje absolutn& pro = € (—1,1) a diverguje pro viechna ostatni .

@ Rovnost
oo
k=0

plati pro z € (—1,1). Radu v tomto p¥ipadé umime p¥imo secist, nenf
potfeba vysetfovat zbytek v Taylorové vzorci.
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Mocninné ¥ady
[e]e]e]e]e]e]ele]e]

Podobné mame nésledujici dvojice funkce — Taylorova fada.

R
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Mocninné ¥ady
[e]e]e]e]e]e]ele]e]

Podobné mame nésledujici dvojice funkce — Taylorova fada.

r€eR

> w
k=0

sinx = iwx r€eR
>

—1)k
cosr = (Qk)' x* reR
k=0 (2k)!
> -1 k+1
In(1+2z) = Z %xk z e (—1,1)
k=1
arctgr = i (=" g2l x € (—1,1)
P 2k +1
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Mocninné ¥ady
[e]e]e]e]e]e]ele]e]

Podobné mame nésledujici dvojice funkce — Taylorova fada.

et = Zk— zeR
k=0
oo ] k
sinx = Z(Q(k—l—)l)x%ﬂ zeR
— (=D o
cosr = Z x rzeR
|
= (2k)!
> -1 k+1
In(1+2z) = Z%xk z e (—1,1)
k=1
arctgr = i;;l)ix%ﬂ x € (—1,1)
k=0 +
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Dalsi priklady
@00

Hlavni body

Dalsi priklady

(GEEs)

=)
MO
YT
AN
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Dalsi priklady
oeo

Priklad: Aproximace funkce sin

Priklad.

Naleznéte vzorec pro vypocet hodnoty funkce sin pro vsechna redlnad x s presnosti
1077,

e Ehw
s

/AR
ARSI
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Dalsi priklady
oeo

Priklad: Aproximace funkce sin

Priklad.

Naleznéte vzorec pro vypocet hodnoty funkce sin pro vsechna redlnd x s pfesnosti
1077,

Diky periodicité a symetriim funkce f = sin staci nalézt vzorec s pozadovanou
. . . =
presnosti pro x z intervalu (0, 7).
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Dalsi priklady
oeo

Priklad: Aproximace funkce sin

Priklad.

Naleznéte vzorec pro vypocet hodnoty funkce sin pro vsechna redlnd x s pfesnosti
1077,

Diky periodicité a symetriim funkce f = sin staci nalézt vzorec s pozadovanou
. . . =
presnosti pro x z intervalu (0, 7).

Podle Taylorovy véty pro (2n + 2)-hy Tayloriv polynom se stredem v 0 plati

(_1)k :E2k+1 f(2n+3)(£n,z)x2n+3
(2k + 1)! (2n + 3)!

Ron42()

sin(z) =

M:

k=0

W@%
I Ts

JR ST
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Dalsi priklady
oeo

Priklad: Aproximace funkce sin

Priklad.

Naleznéte vzorec pro vypocet hodnoty funkce sin pro vsechna redlnd x s pfesnosti
1077,

Diky periodicité a symetriim funkce f = sin staci nalézt vzorec s pozadovanou
. . . =
presnosti pro x z intervalu (0, 7).

Podle Taylorovy véty pro (2n + 2)-hy Tayloriv polynom se stredem v 0 plati

(_1)k :E2k+1 f(2n+3)(£n,z)x2n+3
(2k + 1)! (2n + 3)!

Ron42()

M:

sin(z) =
k=0

Indexy u symbolu &, ; ndm pfipominaji, Ze tento zavisi na = a n.
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Protoze derivace lichého ¥adu funkce sin je — az na stfidajici se znaménko —

funkce cos, mizeme zbytek pro z € (0, g) odhadnout:
2n+3
1 (5)
R n < 2n+3 2 =:a,
[Ran-2(2)] < T ey A
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Dalsi priklady
[e]e] ]

Protoze derivace lichého ¥adu funkce sin je — az na stfidajici se znaménko —
™

funkce cos, mizeme zbytek pro z € (0, 5) odhadnout:

1

- 2n+3
|R2n+2($)‘ < m ( )

2 = 0Qp.

2n+3
< =
=1 (2n + 3)!

Qn

8.0-1072
4.7-1073
1.6-10~4
3.6-107¢
5.7-1078
6.7-10710

UL W3
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Dalsi priklady
[e]e] ]

Protoze derivace lichého ¥adu funkce sin je — az na stfidajici se znaménko —
funkce cos, mizeme zbytek pro z € (0, 5) odhadnout:

2
2n+3
1 (5)

R n < 2n+3 2 =:a,.

[Ron ()| < T ey A
n an Zaveér
1 8.0-1072 Pro kazdé = € (0, %) se hodnota sin(z) i od
2 4.7-1073 vyrazu
3 16.107 3 .5 .7 9 11

-6

4 3.6-10 PN VI I
5 5.7-1078 3! 5! 7! 9! 11!

_10-10
6 6710 nejvyse o 10~ 7.
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