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Usporadani

Definice (relace):

Relaci R na mnozine M nazyvame podmnozinu M x M. Misto (a,b) € R
zkracené piseme zRy.

Definice (usporadani):

Relaci R na mnoziné M splnujici
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Usporadani

Definice (relace):

Relaci R na mnozine M nazyvame podmnozinu M x M. Misto (a,b) € R
zkracené piseme zRy.

Definice (usporadani):
Relaci R na mnoziné M splnujici
@ (reflexivita): pro kazdé x € M plati 2Rz,
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Definice (relace):

Relaci R na mnozine M nazyvame podmnozinu M x M. Misto (a,b) € R
zkracené piseme zRy.

Definice (usporadani):

Relaci R na mnoziné M splnujici

@ (reflexivita): pro kazdé x € M plati 2Rz,

@ (antisymetrie): pro kazdé x,y € M plati, ze pokud xRy a yRx pak iz =y,
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Usporadani

Definice (relace):

Relaci R na mnozine M nazyvame podmnozinu M x M. Misto (a,b) € R
zkracené piseme zRy.

Definice (usporadani):

Relaci R na mnoziné M splnujici

@ (reflexivita): pro kazdé x € M plati 2Rz,

@ (antisymetrie): pro kazdé x,y € M plati, ze pokud xRy a yRx pak iz =y,
@ (tranzitivita): pokud pro x,y,z € M plati zRy a yRz, pak plati 2Rz,
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Usporadani

Definice (relace):

Relaci R na mnozine M nazyvame podmnozinu M x M. Misto (a,b) € R
zkracené piseme zRy.

Definice (usporadani):

Relaci R na mnoziné M splnujici

@ (reflexivita): pro kazdé x € M plati 2Rz,

@ (antisymetrie): pro kazdé x,y € M plati, ze pokud xRy a yRx pak iz =y,
@ (tranzitivita): pokud pro x,y,z € M plati zRy a yRz, pak plati 2Rz,

nazyvame usporadanim na mnoziné M.
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Usporadani

Definice (relace):

Relaci R na mnozine M nazyvame podmnozinu M x M. Misto (a,b) € R
zkracené piseme zRy.

Definice (usporadani):

Relaci R na mnoziné M splnujici

@ (reflexivita): pro kazdé x € M plati 2Rz,

@ (antisymetrie): pro kazdé x,y € M plati, ze pokud xRy a yRx pak iz =y,
@ (tranzitivita): pokud pro x,y,z € M plati zRy a yRz, pak plati 2Rz,

nazyvame usporadanim na mnoziné M.

Poznamka:

Relaci R, jez je usporadanim, vétSinou znacime symbolem <.
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Piklady

Priklad.

Na mnoziné N zavedme relaci R: nRm kdykoliv gcd(n, m) = 1.
Jinak treceno, n a m jsou spolu v relaci R, pravé kdyz jsou nesoudélna.

® (2,3) € R, tj. 2R3 je pravdivé.
@ (2,4) ¢ R, tj. 2R4 neni pravdivé.

@ Tato relace neni relaci usporadani. Proc¢?
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Priklad.

Na mnoziné N zavedme relaci R: nRm kdykoliv gcd(n, m) = 1.

Jinak treceno, n a m jsou spolu v relaci R, pravé kdyz jsou nesoudélna.
® (2,3) € R, tj. 2R3 je pravdivé.
o (2,4) ¢ R, tj. 2R4 neni pravdivé.
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@ Tato relace neni relaci usporadani. Proc¢?

Priklad.

Je-li M mnozina realnych cisel a xRy znamena ,z je mensi nebo rovno y*, pak
R predstavuje usporadani na mnoziné R.
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Ptiklad.

Na mnoziné N zavedme relaci R: nRm kdykoliv gcd(n, m) = 1.

Jinak treceno, n a m jsou spolu v relaci R, pravé kdyz jsou nesoudélna.
® (2,3) € R, tj. 2R3 je pravdivé.
o (2,4) ¢ R, tj. 2R4 neni pravdivé.

7 s

@ Tato relace neni relaci usporadani. Proc¢?

chych tridicich algoritmi

Priklad.

Je-li M mnozina realnych cisel a xRy znamena ,z je mensi nebo rovno y*, pak
R predstavuje usporadani na mnoziné R.

Poznamka:
@ Rozmyslete splnéni vSech pozadavki v druhém prikladu!
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Piklady

Ptiklad.

Na mnoziné N zavedme relaci R: nRm kdykoliv gcd(n, m) = 1.
Jinak treceno, n a m jsou spolu v relaci R, pravé kdyz jsou nesoudélna.

® (2,3) € R, tj. 2R3 je pravdivé.
o (2,4) ¢ R, tj. 2R4 neni pravdivé.

@ Tato relace neni relaci usporadani. Proc¢?

ch tidicich algoritmi

Priklad.

Je-li M mnozina realnych cisel a xRy znamena ,z je mensi nebo rovno y*, pak
R predstavuje usporadani na mnoziné R.

Poznamka:
@ Rozmyslete splnéni vSech pozadavki v druhém prikladu!
@ Toto usporadani je tzv. uplné. Pro kazdé z,y € M plati 2Ry nebo yRx.
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Priklad

Priklad.

Uvazme mnozinu pfirozenych &isel M = {1,2,3,...} a necht mRn pravé kdyz m
déli n. Tato relace R na M je usporadanim.
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Priklad

Priklad.
Uvazme mnozinu pfirozenych &isel M = {1,2,3,...} a necht mRn pravé kdyz m
déli n. Tato relace R na M je usporadanim.

Ovéfme potrebné vlastnosti
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Priklad

Priklad.
Uvazme mnozinu pfirozenych &isel M = {1,2,3,...} a necht mRn pravé kdyz m
déli n. Tato relace R na M je usporadanim.

Ovéfme potrebné vlastnosti

@ (reflexivita): Pro kazdé n € M plati, Ze n déli n, tedy nRn.
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Priklad.
Uvazme mnozinu pfirozenych &isel M = {1,2,3,...} a necht mRn pravé kdyz m
déli n. Tato relace R na M je usporadanim.

Ovéfme potrebné vlastnosti

@ (reflexivita): Pro kazdé n € M plati, Ze n déli n, tedy nRn.
@ (antisymetrie): Uvazme n,m € M tak, Zze n déli m a m déli n, pak existuji
k,¢ € M spliujici
m=k-n a n=4-m.
Tudiz m = (kf) - m, coz miize nastat pouze v pt¥ipadé k = ¢ = 1. Proto
m=n.
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@ (reflexivita): Pro kazdé n € M plati, Ze n déli n, tedy nRn.
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Priklad

Priklad.

Uvazme mnozinu ptirozenych &isel M = {1,2,3,...} a necht mRn pravé kdyz m
déli n. Tato relace R na M je usporadanim.

Ovéfme potrebné vlastnosti

@ (reflexivita): Pro kazdé n € M plati, Ze n déli n, tedy nRn.
@ (antisymetrie): Uvazme n,m € M tak, Zze n déli m a m déli n, pak existuji
k,?¢ € M spliujici
m=k-n a n=4-m.
Tudiz m = (kf) - m, coz miize nastat pouze v pt¥ipadé k = ¢ = 1. Proto
m=n.

@ (tranzitivita): Podobné, pokud n déli m a m déli k, pak n déli k.

Poznamka:
Toto usporadani jiz neni Gplné. Naptiklad pro ¢isla 2 a 3 neni pravda 2R3 ani 3R2.J
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Problém tridéni

@ Vstup: mnozina {x1,...,x,} a Gplné usporadani < mezi jejimi prvky.
Velikosti vstupu rozumime jednoduSe pocet prvkil vstupu.

e Vystup: usporadand n-tice (g, ,...,zk, ), kde (k1,...,k,) je permutace
mnoziny {1,...,n} axp, <--- <y

o Elementarni operace: porovnani dvou prvkd.
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Bublinkovy algoritmus (Bubble sort)

procedure bubbleSort(A : array of length n)
for k in n-1 to 1 do
sorted = true
for i in 1 to k do
if A[i] > A[i+1] then
swap( A[i], A[i+11)
sorted = false

end if
end for
if sorted then return A
end for
return A
end procedure

ZS 2018/2019
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Slogitost jednoduchych tFidicich algoritmi
[e]e]e] lelele]e]

Bublinkovy algoritmus (Bubble sort)

@ Celkovy pocet porovnani mize byt nejhife

ity n(n—1
(n—1)+(n—2)+~-~+2+1:kz_1k:(2).

@ Pokud je na vstupu jiz setfidény seznam, pak algoritmus provede (n — 1)
porovnani (nejlepsi varianta).

Poznamka (Slozitost Bubble sort):

Mizeme tedy shrnout, Ze pro slozitost Bubble sort platf

T, = O(n?).

Hrabikova & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) ZS 2018/2019 10/14



Slogitost jednoduchych tFidicich algoritmi
[e]e]e]e] Jelele]

(Ty)

n2
0.5 777777777777777777777777777777 e 00 0000Oas ©000000000990000000000000000000

auopeatetatee T ee ™ bl
..... °

Ty
]
]
0.1 frmm oo

10 20 30 40 50 60 70 80 90 n

Poznamka (llustrace sloZitosti Bubble sort):

Pro kazdé n € {1,2,...,100} jsme 20-krat settidili nAhodné permutovanou
mnozinu {1,2,...,n} a vypocetli tak stredni hodnotu (7},). Na grafu je pak

T'n/
n2

vynesen pomér
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Quick sort

Necht je opét dan vstup {x1, z2, ..., Zn}
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Quick sort

Necht je opét dan vstup {x1, z2, ..., Zn}

@ Vyberme ndhodné prvek ze seznamu (nazyvany pivot).
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Quick sort

Necht je opét dan vstup {x1, z2, ..., Zn}
@ Vyberme ndhodné prvek ze seznamu (nazyvany pivot).

@ Prvky ze seznamu mensi nez pivot, dej do jednoho podseznamu a prvky vétsi
do druhého podseznamu.
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Quick sort

Necht je opét dan vstup {x1, z2, ..., Zn}
@ Vyberme ndhodné prvek ze seznamu (nazyvany pivot).

@ Prvky ze seznamu mensi nez pivot, dej do jednoho podseznamu a prvky vétsi
do druhého podseznamu.

@ Dva kratsi seznamy usporadej podle velikosti.
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Quick sort

Necht je opét dan vstup {x1, z2, ..., Zn}
@ Vyberme ndhodné prvek ze seznamu (nazyvany pivot).

@ Prvky ze seznamu mensi nez pivot, dej do jednoho podseznamu a prvky vétsi
do druhého podseznamu.

@ Dva kratsi seznamy usporadej podle velikosti.

@ Vezmi usporadany prvni seznam, za néj dej pivota a pfipoj usporadany druhy
seznam.
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Quick sort

Necht je opét dan vstup {x1, z2, ..., Zn}
@ Vyberme ndhodné prvek ze seznamu (nazyvany pivot).

@ Prvky ze seznamu mensi nez pivot, dej do jednoho podseznamu a prvky vétsi
do druhého podseznamu.

@ Dva kratsi seznamy usporadej podle velikosti.

@ Vezmi usporadany prvni seznam, za néj dej pivota a pfipoj usporadany druhy
seznam.

Algoritmus probiha rekurentné. Usporadani dvouprvkového seznamu je
jednoduché.
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Quick sort

Ozacme nyni T, pramérny pocet porovnani pro usporadani seznamu délky n
pomoci algoritmu Quick sort.
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Quick sort

.
|

Ozacme nyni T, pramérny pocet porovnani pro usporadan
pomoci algoritmu Quick sort.

seznamu délky n

Pokud je pivot r-tym prvkem seznamu (co do velikosti), pak
T,.=n—1+T._1+4+T,_,., kdeklademe T, =1T; =0.
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Quick sort

Ozacme nyni T, pramérny pocet porovnani pro usporadani seznamu délky n
pomoci algoritmu Quick sort.

Pokud je pivot r-tym prvkem seznamu (co do velikosti), pak
T,.=n—1+T._1+4+T,_,., kdeklademe T, =1T; =0.

Seétenim téchto vztahit pror =1,2, ..., n:

n n—1
ZT Zn—l)—i—Z(Tr,l—&—Tn,T) E nTn:n(n—1)+2ZTr.
r=1 r=1 r=1

H W:Egg
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Quick sort

Ozacme nyni T, pramérny pocet porovnani pro usporadani seznamu délky n
pomoci algoritmu Quick sort.

Pokud je pivot r-tym prvkem seznamu (co do velikosti), pak
T,.=n—1+T._1+4+T,_,., kdeklademe T, =1T; =0.

Seétenim téchto vztahit pror =1,2, ..., n:

n n—1
ZT —Zn—l)—f—Z(Tr,l—&—Tn,T) E nTn:n(n—1)+2ZTr.
r=1 r=1 r=1

Posledni rovnost vyjadfeme pro k — 1 misto k a oba vztahy ode¢téme (zbavime
se tim soutu vpravo):

k—1
KT = k(k—1)+2) T,

r=1

%&

odectenim: & ] 5
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Quick sort

Odvodili jsme tedy vztah

KTy — (k + 1)Th_1 = 2k — 2.
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Quick sort

Odvodili jsme tedy vztah
kT, — (k+ 1)Th_q = 2k — 2.
Vydélenim &islem k(k + 1) dostavame

Te  Teoy 2k—2

k+1 k  k(k+1)
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Quick sort

Odvodili jsme tedy vztah
kT, — (k+ 1)Tj_q = 2k — 2.
Vydélenim &islem k(k + 1) dostavame

Ty Ti—1 2k —2

k+1 k  k(k+1)

Koneéng, seCtenim téchto rovnosti pro k=1,2,....n
T, = k; 11 = 1 _
=2 - <2 —

Uzavirame
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