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Limita funkce

Nyni upfeme nasi pozornost na funkce, tedy zobrazeni f: Dy =+ R, Dy C R.
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Limita funkce

Nyni upfeme nasi pozornost na funkce, tedy zobrazeni f: Dy =+ R, Dy C R.

Budte f redlna funkce realné proménné a a € R. Necht f je definovana na okolf
bodu a, s moznou vyjimkou bodu a samotného. Rekneme, ze ¢ € R je limitou
funkce f v bodé a, pravé kdyz pro kazdé okoli H. bodu c existuje okoli H, bodu

a takové, ze z podminky
x € H, ~ {a}

plyne
f(z) € H..

Zapisujeme

lim f(z) =¢, pripadné lim f=c.
r—ra a
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llustrace pripadu a,c € R
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Limita funkce Véty o limitach funkci
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llustrace pripadu a,c € R
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Limita funkce: poznamky

Poznamka (¢—¢ definice):

V pfipadé kdy a i ¢ jsou prvky R je podminka lim f(z) = c ekvivalentni

r—ra
pozadavku: funkce f je definovana na okoli bodu a s moznou vyjimkou bodu a
samotného a

(Ve >0)(30 >0)(Vz € Dy)(0< |z —a| <d = |f(z)—c| <e).

Analogické definice Ize zformulovat pro riizné kombinace p¥ipadii a,c € R.

I (S
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Limita funkce: poznamk

Poznamka (¢—¢ definice):
V pfipadé kdy a i ¢ jsou prvky R je podminka lim f(z) = c ekvivalentni
xr—ra
pozadavku: funkce f je definovana na okoli bodu a s moznou vyjimkou bodu a

samotného a

(Ve >0)(30 >0)(Vz € Dy)(0< |z —a| <d = |f(z)—c| <e).

Analogické definice Ize zformulovat pro riizné kombinace p¥ipadii a,c € R.

Ptiklad (Ke vztahu limity a funkéni hodnoty).
Hodnota limity funkce f v bodé a zavisi pouze na chovani funkce f na okoli bodu

a mimo bod a.

v
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Limita funkce: poznamk

Poznamka (¢—¢ definice):
V pfipadé kdy a i ¢ jsou prvky R je podminka lim f(z) = c ekvivalentni
xr—ra
pozadavku: funkce f je definovana na okoli bodu a s moznou vyjimkou bodu a

samotného a

(Ve >0)(30 >0)(Vz € Dy)(0< |z —a| <d = |f(z)—c| <e).

Analogické definice Ize zformulovat pro riizné kombinace p¥ipadii a,c € R.

Ptiklad (Ke vztahu limity a funkéni hodnoty).
Hodnota limity funkce f v bodé a zavisi pouze na chovani funkce f na okoli bodu

a mimo bod a.
e Bud f(z) := sgna?. Atkoliv f(0) =0 je lirr%) f(z)=1.
T—r
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Limita funkce: poznamky

Poznamka (¢—¢ definice):
V pfipadé kdy a i ¢ jsou prvky R je podminka lim f(z) = c ekvivalentni
xr—ra
pozadavku: funkce f je definovana na okoli bodu a s moznou vyjimkou bodu a

samotného a

(Ve >0)(30 >0)(Vz € Dy)(0< |z —a| <d = |f(z)—c| <e).

Analogické definice Ize zformulovat pro riizné kombinace p¥ipadii a,c € R.

Ptiklad (Ke vztahu limity a funkéni hodnoty).
Hodnota limity funkce f v bodé a zavisi pouze na chovani funkce f na okoli bodu

a mimo bod a.
e Bud f(x):= sgnxz. Ackoliv f(0) =0 je lim flx) =

e Bud f(z) := sgn 5, Dy =R~ {0}. Ackoliv 0 nepatti do Dy plati
lir% flx) =
T—>

v
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Jednostranna limita funkce

Budte f realna funkce redlné proménné a a € R. Necht f je definovana na levém,
resp. pravém okoli bodu a, s moznou vyjimkou bodu a.

Rekneme, Ze ¢ € R je limitou funkce f v bodé « zleva, resp. zprava, pravé
kdyZ pro kazdé okoli H. bodu c existuje levé okoli H, , resp. pravé okoli H,
bodu a takové, Ze z podminky

x € H; ~{a}, resp. x € HI \ {a},

plyne
f(z) € H..
Zapisujeme
lim f(z) =¢, pripadné lim f=r¢,
rT—a_— a—
resp.

lim f(x) =¢, pripadné limf=c.
I‘)GHF a
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llustrace pripadu a,c € R
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Limita funkce: priklad

Pro libovolné a € R plati

limz = lim z = lim z = a.
r—ra x—>a+ r—ra_—

@ )
/15
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Limita funkce: priklad

Pro libovolné a € R plati

limz = lim z = lim z = a.
r—ra x—>a+ r—ra_—

Vezmu-li libovolné okoli H, bodu a pak pro z € H, ~\ {a} zcela jisté plati, ze
x € H,.

=)
L
/ \Mf P
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Hlavni body

Véty o limitach funkci
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Vztah limity funkce a jednostrannych limit funkce

Necht a € R. Limita lim f(z) existuje a je rovna c € IR, pravé kdyz existuji ob&
r—a

jednostranné limity lim f(z) a lim f(x) a obé jsou rovny c.
CE*)UHF r—ra_—

Snadny, pfenechavame k rozmysleni.

el
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Vztah limity funkce a jednostrannych limit funkce

Necht a € R. Limita lim f(z) existuje a je rovna c € IR, pravé kdyz existuji ob&
r—a

jednostranné limity lim f(z) a lim f(x) a obé jsou rovny c.
CE*)UHF r—ra_—

Snadny, pfenechavame k rozmysleni. O \

Dusledek:
Necht f je funkce a bod a € R. Plati-li alespon jedna z podminek

@ obé jednostranné limity funkce f v bodé a existuji a jsou rdzné,
@ alespon jedna z jednostrannych limit funkce f v bodé a neexistuje,

potom limita funkce f v bodé a neexistuje.

ey el
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Jednostranna limita funkce: priklad

Limita

lim sgn x
z—0

neexistuje.
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Jednostranna limita funkce: priklad

Limita
lim sgn x
z—0
neexistuje.
Pro jednostranné limity platf Yy =sgnx
>—
lim sgnx =1, 19
:E—>0+
lim sgnz = —1.
z—0_ x
Podle predchoziho diisledku oboustranna S .
limita nemiZe existovat (1 # —1).

J\
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Heineho véta: tvrzeni ekvivalentni definici limity

Véta (Heine):

lim f(z) = ¢, pravé kdyz je f definovana na okoli bodu a (s moznou vyjimkou
r—a
bodu a) a pro kazdou posloupnost (x,,)22 ; s limitou a a spliujici
{zn|n € N} C Dy \A{a} plati lim f(z,) =c.
n—oo

)
A
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) limity funkei

Nerovno:

Véty o limitach funkei
000@00000000000

Limita fun

Heineho véta: tvrzeni ekvivalentni definici limity

Véta (Heine):
lim f(z) = ¢, pravé kdyz je f definovana na okoli bodu a (s moznou vyjimkou
Tr—ra

bodu a) a pro kazdou posloupnost (x,,)22 ; s limitou a a spliujici
{zn|n € N} C Dy \A{a} plati lim f(z,) =c.
n—oo

Véta (Heine pro jednostranné limity):
lim f(z)=c¢, resp. lim f(x)= ¢, pravé kdyz je f definovana na levém, resp
w—)a+

r—ra_
pravém, okoli bodu a a pro kazdou posloupnost (z,,)22 ; s limitou a a spliujici
resp. {z,|n € N} C DN (a,+00),

{zn|n €N} C DN (—o0,a),

plati lim f(z,) = c.
n—o0o

7S 2020/2021 13/30
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Nerovno:

Véty o limitach funkei
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Limita fun

Heineho véta: tvrzeni ekvivalentni definici limity

Véta (Heine):
lim f(z) = ¢, pravé kdyz je f definovana na okoli bodu a (s moznou vyjimkou
Tr—ra

bodu a) a pro kazdou posloupnost (x,,)22 ; s limitou a a spliujici
{zn|n € N} C Dy \A{a} plati lim f(z,) =c.
n—oo

Véta (Heine pro jednostranné limity):
lim f(z)=c¢, resp. lim f(x)= ¢, pravé kdyz je f definovana na levém, resp
w—)a+

r—ra_
pravém, okoli bodu a a pro kazdou posloupnost (z,,)22 ; s limitou a a spliujici
resp. {z,|n € N} C DN (a,+00),

{zn|n €N} C DN (—o0,a),

plati lim f(z,) = c.
n—r oo
Dukazy vynechdvame (jeden smér je snadny, rozmyslete ktery!). e
7S 2020/2021 13/30
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Heineho véta: priklad

Priklad.

@ Z drivéjsi prednasky o posloupnostech vime, Ze pro libovolné k € N a pro
libovolnou posloupnost (a,)5%; spliiujici a,, >0 a lim a, = a € (0, +0)
n—oo

plati lim a, = ¥o.
n—oo

s
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Heineho véta: priklad

Priklad.

@ Z drivéjsi prednasky o posloupnostech vime, Ze pro libovolné k € N a pro
libovolnou posloupnost (a,)5%; spliiujici a,, >0 a lim a, = a € (0, +0)
n—oo

plati lim a, = ¥o.
n—oo

@ Heineho véta pak implikuje

lim ¥z = o
rT—
pro kazdé a € (0,+00) a

lim /z =0.

Z—>0+
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Heineho véta: priklad

Priklad.

@ Z drivéjsi prednasky o posloupnostech vime, Ze pro libovolné k € N a pro
libovolnou posloupnost (a,)5%; spliiujici a,, >0 a lim a, = a € (0, +0)
n—oo

plati lim a, = ¥o.
n—oo

@ Heineho véta pak implikuje

lim ¥z = o

T—a

pro kazdé a € (0,+00) a

lim /z =0.

Z—>0+

o Tento fakt Ize alternativné dokazat i pfimo z definice limity funkce &/ v
bodé a.

5\

0

(s
L=V

i
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Heineho véta: dasledek

Heineho véta nam dale umoziuje zformulovat jednoduché kritérium pro vyvraceni
existence (jednostranné) limity.

)
\
J \J 7
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Véty o limitach funkei Ne
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Heineho véta: dasledek

Heineho véta nam dale umoziuje zformulovat jednoduché kritérium pro vyvracen{
existence (jednostranné) limity.

Dasledek:
Necht f je funkce definovana na okoli bodu a € R a (,)5 1, (2,)22, jsou dvé
redlné posloupnosti patfici do D¢, majici limitu a a spliujici podminky z,, # a a
zn # a pro vsechna n € N. Pokud limity

lim f(xz,) a lm f(z,)

n—oQ n—o0

existuji a jsou rizné, nebo alespori jedna z nich neexistuje, potom limita lim f(x)
r—ra

neexistuje.
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Limita

o1
lim sin —
z—0 x

neexistuje.
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Nerovnosti a limity funkci

Véty o limitach funkei
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Limita funkce
0000000

Limita

o1

lim sin —

z—0 an
neexistuje.
Oznalme f(z) :=sini a polozme

1 1
Ty = ——, ZzZp:=——— pron€N.
"o’ M 2mn4+ 2 P

Tyto posloupnosti splniuji
lim z, = hm zn =0 a {z,|neN}U{z,|n e N} C Dy =R~ {0}

n— o0
Konecéné

lim f(z,)= lim sin(27n) =0,

n—roo n—oo
. .
lim f(z,) = lim sin (27mn +5) =sin = =1. 3‘1775
n—00 n—o0 2 2 l;f W
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Graf funkce sin
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Nerovnosti a limity funkci

Limita funkce Véty o limitach funkei
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Nastroje pro vypocet limity funkce

Véta (O limité souctu, soucinu a podilu):

Necht f a g jsou funkce a a prvek R. Potom
lim(f + g) = lim f + lim g,
a a a
lim f-g=1Ilim f - lim g,

_f limg f
lim = = — ,
a g lim,g

plati v pfipadé, ze vyrazy na pravé strané jsou definovany a v poslednim pfipadé

za predpokladu, ze =§ je definovana na okoli bodu a s moznou vyjimkou bodu

a samotného. |

Poznamka:

Analogicka véta plati i pro jednostranné limity funkci.

Joe )
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Priklad

Pocitat limitu polynomi je diky této vété velmi jednoduché.

Bud P(z) libovolny polynom a a € R. Potom

lim P(z) = P(a).

T—ra
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Priklad

Pocitat limitu polynomi je diky této vété velmi jednoduché.

Bud P(z) libovolny polynom a a € R. Potom

lim P(z) = P(a).

T—ra

Jiz jsme ukazali, Ze lim = a. PouZijeme-li mnohonasobné vétu o limité souctu a
T—a

soucinu funkci, ihned dostaneme tvrzeni z naseho prikladu.

foiaB
ATy
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Priklad

Pocitat limitu polynomi je diky této vété velmi jednoduché.

Bud P(z) libovolny polynom a a € R. Potom

lim P(z) = P(a).

T—ra

Jiz jsme ukazali, Ze lim = a. PouZijeme-li mnohonasobné vétu o limité souctu a
T—a
soucinu funkci, ihned dostaneme tvrzeni z naseho prikladu.

Napriklad tedy plati

lim (2 =3z +1)=2"-3.2+1=—1.

r—2
&)
i
J¥rss
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Limita funkce Véty o limitach funkei Nerovnosti a limity funkci
0000000 0000000000800 00 000000

Priklad

Vypoctéte limitu funkce

x4+ 222 —3
3 — 322 + 22
vbodecha=—-1,b=1,¢c=2ad= —c0.

fz) =

=)
L
/ \Mf P
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Nerovnosti a limity funkci

Véty o limitach funkei
000000

Limita funkce

0000000 0000000000800 00

Priklad

Vypoctéte limitu funkce

x4+ 222 —3
@)= 53—
x 3427

vbodecha=—-1,b=1,¢c=2ad= —c0.

Nejprve si vSimnéme, ze jmenovatel Ize rozlozit na kofenové Cinitele

23— 322 + 22 = x(x — 1)(z — 2),
tudiz Dy = R~ {0,1,2}. Pro vypocet limity v bodé a = —1 miZeme proto pouZzit
vétu o limité podilu,

lim 2t 4222 -3 0
li _ r—a - _o
Jim f(x) limy o 2% — 322 + 22 —6
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Limita funkce Véty o limitach funkei Nerovnosti a limity funkci

0000000 00000000000 e000 000000
Dile, pfed vypoctem limity v bodé d = —oco upravme vyraz pro f(z) néasledovné
(EE O BNECT B
f(:L’) =3 1 3 2 =T 1_34 2"
x ( Tz + 172) Tz + 2
Pouzijeme-li nyni vétu o limité souctu a podilu, dostavame
. 1
lim f(z) = —00 - - = —0o0.
z—d 1

LIy
7/?\9
T
S &)
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Limita funkce Véty o limitach funkei Nerovnost

a limity funkei

0000000 00000000000 e000 o) O
Dile, pfed vypoctem limity v bodé d = —oco upravme vyraz pro f(z) néasledovné
Ao 1+h-d
f(x):31 3 . 2 :x~1 3, 2 °
2 (1-2+ %) Tz
Pouzijeme-li nyni vétu o limité souctu a podilu, dostavame
. 1
lim f(z) = —00 - - = —0o0.
z—d 1

Pro vypocet limit v bodech b =1 a ¢ = 2 je vhodné upravit na soudin kotenovych
Cinitell i ditatel,

Fa) = (@*+3)(@*—1) (@ +3)@-+1) (@®+3)(x+1)

= - .z € Dy.
2z - 1)(z - 2) 2(z - 1)(z - 2) @—2) TS
Tudiz, opét pomoci predeslych vét,
. 8 . o
ili% == —8, glglglc f(x) neexistuje.

Neexistence posledni limity plyne z nerovnosti jednostrannych limit,

21 21
lim f(z) = — - (+00) = 400 lim f(z)=—-
T—cy f( ) 2 ( ) e f( ) 2
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Limita funkce Véty o limitach funkei Nerovnosti a limity funkci
0000000 000000000000 e00 000000

Graf funkce z predchoziho prikladu
xt +22%2 -3
3 — 322 + 22’

y=f(z)

J

fla) = Dy =R~ {0,1,2}

&)
/s
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Limita funkce Véty o limitach funkei Nerovnosti a limity funkci
0000000 0000000000000 e0 000000

Véta o limité slozené funkce

Funkce mizeme nejen scitat, nasobit a délit, ale i skladat.

Véta (O limité slozené funkce):

Necht f a g jsou funkce, a, b, c jsou prvky R a plati tfi podminky
Q lim f(x) =¢,
z—b
Q lim g(x) =0,
Tr—a
@ bud (3H,)(Vz € D, N H, \{a})(g(x) # b) nebo (b € Dy a f(b) = c¢).
Potom liin (fog)(zx)=c.
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Limita funkce Véty o limitach funkei Nerovnosti a limity funkci
0000000 0000000000000 e0 000000

Véta o limité slozené funkce

Funkce mizeme nejen scitat, nasobit a délit, ale i skladat.

Véta (O limité slozené funkce):

Necht f a g jsou funkce, a, b, c jsou prvky R a plati tfi podminky
Q lim f(x) =¢,
z—b
Q lim g(x) =0,
Tr—a
@ bud (3H,)(Vz € D, N H, \{a})(g(x) # b) nebo (b € Dy a f(b) = c¢).
Potom liin (fog)(zx)=c.

Dikaz vynechavame. O l

PSR
Y TAS
A
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Limita funkce Véty o limitach funkei Nerovnosti a limity funkci
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Priklad

Vypoctéte limitu

1
lime G-DZ,
r—1
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Limita funkce Véty o limitach funkei Nerovnosti a limity funkci
0000000 0000000000000 0e 000000

Priklad

Vypoctéte limitu

Oznaéme
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Limita funkce Véty o limitach funkei Nerovnosti a limity funkci
0000000 0000000000000 0e 000000

Priklad

Vypoctéte limitu

Oznaéme 1
fx)=¢" a g(a) T2
Na cvieni ovéfite, ze (1. a 2. predpoklad véty o limité slozené funkce)
_ 1 .
lim —— = -0 a lim e* =0.
a1 (z —1)2 T——00

=)
L
/ \Mf P

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021 24 /30



Limita funkce Véty o limitach funkei Nerovnosti a limity funkci
0000000 0000000000000 0e 000000

Priklad

Vypoctéte limitu

Oznaéme 1
fx)=¢" a g(a) T2
Na cvieni ovéfite, ze (1. a 2. predpoklad véty o limité slozené funkce)
_ 1 .
lim —— = -0 a lim e® =0.
a1 (z —1)2 T——00

Dale naptiklad pro Hi(1) = (0,2) plati g(x) # —oo pro vSechna x € H1(1) \ {1}.
Prvni moznost v 3. predpokladu je tedy splnéna.

J\
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Limita funkce Véty o limitach funkei Nerovnosti a limity funkci

0000000 0000000000000 0e 000000

Priklad

Vypoctéte limitu

Oznaéme )
flz)=¢" a g(z)= N

Na cvieni ovéfite, ze (1. a 2. predpoklad véty o limité slozené funkce)

_ ~1 .
lim ———=—-00 a lim e =0.
a1 (z —1)2 T——00
Dale naptiklad pro Hi(1) = (0,2) plati g(x) # —oo pro vSechna x € H1(1) \ {1}.
Prvni moznost v 3. predpokladu je tedy splnéna.
Vétu o limité slozené funkce Ize aplikovat a dostavame vysledek

1 —
. — @)
lime @-1% =0. W@
z—1 t;‘ \;&U@g
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Limita funkce Véty o limitach funkci Nerovnosti a limity funkei
0000000 0000000000000 00 @00000

Hlavni body

Nerovnosti a limity funkci
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Limita funkce Véty o limitach funkci Nerovnosti a limity funkef
Yotole) 000000

Nerovnosti a limity funkci

| pro funkce a jejich limity plati podobné véty jako o posloupnostech a
nerovnostech. Dikazy se vedou velmi podobné jako u posloupnosti a proto je zde
vynechavame.

Necht existuji limity igr}l f(z)a il_r}rb g(x). Pak plati dvé tvrzent:
@ Pokud ;1_% flz) < ;1_%9(33) potom existuje okoli H, bodu a takové, ze
pro véechna = € H, \ {a} plati f(z) < g(x).
@ Pokud existuje okoli H, bodu a takové, ze

pro viechna z € H, \ {a} je f(z) < g(z),

potom lim f(z) < lim g(z). )

J W 2f
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Limita funkce Véty o limitach funkci Nerovnosti a limity funkei
0000000 0000000000000 00 [e]e] le]ele]

Véta o limité seviené funkce

Podobné jako v pfipadé limit posloupnosti plati véta o limité seviené posloupnosti,
plati v pfipadé funkci i nasledujici véta:

Véta (O limité seviené funkce):

Necht pro funkce f, g, h a body a,c € R plati:

@ existuje okoli H, bodu a takové, ze pro kazdé x € H, \ {a} plati
f(@) < g(z) < h(=),
@ existuji lim f(x) = lim h(x) = c.
T—ra T—ra

Potom existuje i limita lim g(x) a je rovna c.
r—a

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021 27/30



Limita funkce Véty o limitach funkei Nerovnosti a limity funkei
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1
Vypoctéte lim z sin —.
x—0 ap
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Limita funkce Véty o limitach funkei Nerovnosti a limity funkei
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1
Vypoctéte lim z sin —.
x—0 ap

oy Yoy T oy L
@ Zfejmé nelze pouzit vétu o soucinu limit, limita 111%5111 — totiz neexistuje.
r—r X

@ )
s
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Limita funkce Véty o limitach funkei Nerovnosti a limity funkei
0000000 0000000000000 00 [e]e]e] Jele]

1
Vypoctéte lim z sin —.
x—0 ap

oy Yoy T S -
@ Zfejmé nelze pouzit vétu o soucinu limit, limita 111%5111 — totiz neexistuje.
r—r X
@ Ovsem nerovnost
o1
f(z) == —|z| < g(z) == xsin — < |z| =: h(x)
x

plati pro libovolné z € R ~\ {0}.
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Limita funkce Véty o limitach funkci Nerovnosti a limity funkei
0000000 0000000000000 00 [e]e]e] Jele]

1
Vypoctéte lim z sin —.
x—0 ap

oy Yoy T S -
@ Zfejmé nelze pouzit vétu o soucinu limit, limita 111%5111 — totiz neexistuje.
r—r X
@ Ovsem nerovnost
o1
f(z) == —|z| < g(z) == xsin — < |z| =: h(x)
x

plati pro libovolné z € R ~\ {0}.

@ Zvolime-li napt. H, = (—1,1) okoli bodu a = 0, pak
@ nerovnost f(z) < g(x) < h(z) plati pro kazdé z € (—1,1) \ {0},

Q existuji lim f(z) = lim h(z) = 0.
z—0 z—0

Podle véty o limité seviené funkce pak lim g(x) = lim zsin — = 0. )
z—0 z—0 x /) J

f “@%&%
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Limita funkce Véty o limitach funkei Nerovnosti a limity funkei
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Ovérte

lim sinx =0, limcosz=1, lim =1.
z—0 z—0
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Limita funkce Véty o limitach funkci Nerovnosti a limity funkei
0000000 0000000000000 00 0000e0

Ovérte

lim sinx =0, limcosz=1, lim =1.
z—0 z—0 z—0 X

@ Prox € (0, g) plati
L <x<1t
—Sinx — — xZ.
2™ 2 S92

Porovnejte obsahy trojihelniku OAB,
vyseCe OAB a trojlhelniku OAC.

S ¥l

=y
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Limita funkce Véty o limitach funkci Nerovnosti a limity funkei
0000000 0000000000000 00 0000e0

Ovérte

lim sinx =0, limcosz=1, lim =1.
z—0 z—0

@ Prox € (0, g) plati
L <x<1t
—Sinx — — xZ.
2™ 2 S92

Porovnejte obsahy trojihelniku OAB,
vyseCe OAB a trojlhelniku OAC.

@ Funkce sin je lichd a tudiz

—|z| <sinz < |z|, x€ (—g E).

foiaB
ATy
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Limita funkce Véty o limitach funkci Nerovnosti a limity funkei
0000000 0000000000000 00 0000e0

Ovérte

lim sinx =0, limcosz=1, lim =1.
z—0 z—0

@ Prox € (0, g) plati
L <x<1t
—Sinx — — xZ.
2™ 2 S92

Porovnejte obsahy trojihelniku OAB,
vyseCe OAB a trojlhelniku OAC.
@ Funkce sin je lichd a tudiz

. T
—|z| <sinz < |z|, x€ (— 5,5)

@ Potom lim sinxz = 0. A z rovnosti

z—0
sin?x + cos?z =1 pak i lim cosz = 1. L
£—0 A
ATy

(Rozmyslete znaménko!)
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@ Funkce sin i tg jsou liché a proto z nerovnosti

Linz<®<lige, ze(07)
25111:5 > 2gm, T '

plyne nerovnost

x 1 T T
1< — < , me(———)\{o}.
sinx  cosx

Odtud ihned dostavame hledanou limitu

. sinx
lim =1.
x—0 X
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