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llustraéni priklad /c

Vypoctéte treti odmocninu z kladného realného Cisla c.
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llustraéni priklad /c

Vypoctéte treti odmocninu z kladného realného Cisla c.

@ Jak zadani vyresit mame-li k dispozici kalkuldtor umoznujici pouze séitat,
nasobit a délit Cisla?
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llustraéni priklad /c

Vypoctéte treti odmocninu z kladného realného Cisla c.

@ Jak zadani vyresit mame-li k dispozici kalkuldtor umoznujici pouze séitat,
nasobit a délit Cisla?

@ Treti odmocnina patii mezi ¢asto pouzivané funkce, najdete ji i ve vétsiné
jednoduchych kapesnich kalkulator(.
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Analyza problému

@ Bud ¢ > 0. Oznaéme hledanou t¥eti odmocninu symbolem z, tj. z = /c.

Ekvivalentné to znamena Yesit rovnici z° = c.
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Newtonova metoda
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Analyza problému

@ Bud ¢ > 0. Oznaéme hledanou t¥eti odmocninu symbolem z, tj. = = /c

Ekvivalentné to znamena Yesit rovnici z° = c.

e Ozna&ime-li f(z):= 23 — ¢, je ndmi hledané &islo = feSenim rovnice

flz)=0.
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Analyza problému

@ Bud ¢ > 0. Oznaéme hledanou t¥eti odmocninu symbolem z, tj. z = /c.

Ekvivalentné to znamena Yesit rovnici z° = c.

e Ozna&ime-li f(z):= 23 — ¢, je ndmi hledané &islo = feSenim rovnice

f(@) =0.

@ Tuto bychom se mohli pokusit fesSit ndm jiZz zndmou metodou plleni intervalu
(jaké dva pocatedni body byste zvolili?). Nyni si viak ukaZeme dalsi zpisob,
tzv. Newtonovu metodu.
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Newtonova metoda: myslenka

Myslenka Newtonovy metody spoéiva v konstrukci posloupnosti (z,,)22 4

aproximujici feSeni rovnice f(x) = 0. Konstrukce posloupnosti je nasledujici:

y = f(x)
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Newtonova metoda: myslenka

Myslenka Newtonovy metody spoéiva v konstrukci posloupnosti (z,,)22 4

aproximujici feSeni rovnice f(x) = 0. Konstrukce posloupnosti je nasledujici:

© Je dino z,,. y=f(z)
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Newtonova metoda: myslenka

Myslenka Newtonovy metody spoéiva v konstrukci posloupnosti (z,,)22 4

aproximujici feSeni rovnice f(x) = 0. Konstrukce posloupnosti je nasledujici:

Q Je dano x,. y=f(z)
@ Sestroj te¢nu funkce f v bodé z,,,

Y= f(Tn) + f/(mn) ’ (T - .’1’,,1,).
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Newtonova metoda: myslenka

Myslenka Newtonovy metody spoéiva v konstrukci posloupnosti (z,,)22 4

aproximujici feSeni rovnice f(x) = 0. Konstrukce posloupnosti je nasledujici:

Q Je dano x,. y=f(z)
@ Sestroj te¢nu funkce f v bodé z,,,

Y= f(Tn) + f/(mn) ’ (T - .’1’,,1,).
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@ Prisedik teny s osou x necht je | Tt

dalsi ¢len posloupnosti,

T4l ‘= Ty — m
n
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Myslenka Newtonovy metody spoéiva v konstrukci posloupnosti (z,,)22 4
aproximujici feSeni rovnice f(x) = 0. Konstrukce posloupnosti je nasledujici:

Q@ Je dano z,.
@ Sestroj te¢nu funkce f v bodé z,,,

Y= f(Tn) + f/(mn) ’ (T - .’1’,,1,).

© Prisecik teCny s osou = necht je

y = f(x)

Tn41

.

dalsi ¢len posloupnosti,

Tptl 1= Ty —
" " f'(xn)
@ Opakuj s z, 11 misto x,,.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA
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Newtonova myslenka: otazky

Z predchoziho obrazku se miize zdat, Ze vSe je jasné. Avsak:

Poznamka (Otazky):
@ Jak zvolit prvni ¢len posloupnosti? Zavisi vysledek metody na této volbé?

e Ma rovnice f(z) = 0 vibec fedeni?
@ Konverguje takto zkonstruovand posloupnost (2,)% ;7
o Co kdyz f'(z,,) = 0 pro néjaké n € N?
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Newtonova myslenka: otazky

Z predchoziho obrazku se miize zdat, Ze vSe je jasné. Avsak:

Poznamka (Otazky):
@ Jak zvolit prvni ¢len posloupnosti? Zavisi vysledek metody na této volbé?
e Ma rovnice f(z) = 0 vibec fedeni?
@ Konverguje takto zkonstruovana posloupnost ()52 ;7

o Co kdyz f'(z,,) = 0 pro néjaké n € N?

-

Odpovédi na tyto otazky se v obecném pripadé nebudeme zabyvat. Vratme se
k nasemu konkrétnimu pripadu s tfeti odmocninou, kde uvidime jak na nékteré

z nich odpovédét.
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Piklad /c

Newtonova metoda pro f(z) = 23 —

Je déno ¢ > 0 a funkce f(z) = > — c. Newtonova metoda tudiz davé rekurentni

vztah 5
T T2 —cC 2 @
PR (5 W T S

f'(zs) 322 3 322"

B2
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Piklad /c

Newtonova metoda pro f(z) = z°
Je dano ¢ > 0 a funkce f(z) = 23 — c. Newtonova metoda tudi? davé rekurentni

vztah
fzn) 3 —c 2 L@
Tpgl i =%p— ——= =T — —=——— = =T, + —.
i F(xn) 322 3 322

V nasem pripadé si Ize snadno vSimnout, ze:
o Funkce f je prosta, f((0,+00)) = (—¢,+00) a tudiZ existuje pravé jedno

kladné Yeseni rovnice f(x) = 0.
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Newtonova metoda
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Piklad /c

Newtonova metoda pro f(z) = z°
Je dano ¢ > 0 a funkce f(z) = 23 — c. Newtonova metoda tudi? davé rekurentni

vztah
fzn) 3 —c 2 L@
Tpgl i =%p— ——= =T — —=——— = =T, + —.
i F(xn) 322 3 322

V nasem pripadé si Ize snadno vSimnout, ze:
o Funkce f je prosta, f((0,+00)) = (—¢,+00) a tudiZ existuje pravé jedno

kladné Feseni rovnice f(x) = 0.
o Konverguje-li posloupnost (z,,)22 ; ke kone¢né kladné limité a, potom

i 2 n c 2 n c
im (-2, +-— ) =-a+—.
3x2 3 3a?

n—oo \ 3

a= lim z,41 =
n— oo

Tudiz a je hledané feseni,
a®=c, neboli f(a)=0. i
e &
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Piklad /c

Véta (Vlastnosti (2,)%2,):
Bud ¢ > 0 a (z,)52; posloupnost kladnych realnych &isel splriujici rekurentni

vztah
2 c .
Tyl = 5%n + 55, Pro vSechna n € N.
3 32

Potom tato posloupnost konverguje ke kone¢né kladné limité.
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Piklad /c

Véta (Vlastnosti (2,)%2,):
Bud ¢ > 0 a (z,)52; posloupnost kladnych realnych &isel splriujici rekurentni

vztah
2 c .
Tpt1 = 5Tn + 55, Pro vSsechna n € N.
3 3xz

Potom tato posloupnost konverguje ke kone¢né kladné limité.

Polozme g(z) := %m + 3% pro « > 0. VySetfenim priibéhu zjistime, Ze g(z) > {/c, kde

rovnost nastava pravé tehdy, kdyz z = ¥/c. Tudiz:

vy

ZS 2020/2021 9/13

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA



wtonova metoda: zaludnosti

Ne

Newtonova metoda
0O00000e00

Piklad /c

Véta (Vlastnosti (2,)%2,):
Bud ¢ > 0 a (z,)52; posloupnost kladnych realnych &isel splriujici rekurentni

vztah
2 c .
Tpt1 = 5Tn + 55, Pro vSsechna n € N.
3 3xz

Potom tato posloupnost konverguje ke kone¢né kladné limité.

Polozme g(z) := %w + 3% pro « > 0. VySetfenim priibéhu zjistime, Ze g(z) > {/c, kde

rovnost nastava pravé tehdy, kdyz z = ¥/c. Tudiz:

@ Pokud z1 = /¢, potom z, = ¥/c pro vechna n € N.

vy
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Piklad /c

Véta (Vlastnosti (2,)%2,):
Bud ¢ > 0 a (z,)52; posloupnost kladnych realnych &isel splriujici rekurentni

vztah
2

C
R

Potom tato posloupnost konverguje ke kone¢né kladné limité.

Polozme g(z) := %w + 3% pro z > 0. VySetfenim priibéhu zjistime, Ze g(x) > /c, kde
rovnost nastava pravé tehdy, kdyz z = ¥/c. Tudiz:

@ Pokud z1 = /¢, potom z, = ¥/c pro vechna n € N.

@ Pokud z1 > {/c, potom z,, > ¥c pro libovolné n € N. Navic posloupnost (z,) je

ostre klesajici:

pro vSechna n € N.

3
c—x
Tptl — T = n <0
n+ n 3‘%% ’

a zdola omezend &islem ¢/c. TudiZ je konvergentni s koneénou limitou.
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Piklad /c

Véta (Vlastnosti (2,)%2,):
Bud ¢ > 0 a (z,)52; posloupnost kladnych realnych &isel splriujici rekurentni

vztah
2

C v
Tyl = gﬂfn + 3.2 pro vSechna n € N.

Potom tato posloupnost konverguje ke kone¢né kladné limité.

Polozme g(z) := %w + 3% pro z > 0. VySetfenim priibéhu zjistime, Ze g(x) > /c, kde
rovnost nastava pravé tehdy, kdyz z = ¥/c. Tudiz:

@ Pokud z1 = /¢, potom z, = ¥/c pro vechna n € N.

@ Pokud z1 > {/c, potom z,, > ¥c pro libovolné n € N. Navic posloupnost (z,) je

ostre klesajici:

3
c—x
Tptl — T = n <0
n+ n 3‘%% ’

a zdola omezend &islem ¢/c. TudiZ je konvergentni s koneénou limitou.

@ Pokud 0 < 71 < /¢, pak z2 > /c a mlZeme pouzit predchozi bod.
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Véta (Odhad chyby):

Je-lic>1az > e, potom

mn+1_%§(xn_\3/z)2v n €N

Tpt1 — V¢ < 2(Tng1 — ), nEN.

Vynechame.
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Newtonova metoda Newtonova metoda: zéludnosti
0000000 @0

Véta (Odhad chyby):
Je-lic>1az > e, potom

$n+1_%g(xn_%)2v n €N

Tpt1 — V¢ < 2(Tng1 — ), nEN.

A\

Vynechame.

Poznamka:

@ Z prvni &asti tvrzeni plyne: je-li chyba n-tého &lenu napriklad 10~°, pak
chyba dal3iho &lenu je jiz pouze 10~ '7 (tzv. kvadraticka konvergence)!

vy
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Véta (Odhad chyby):
Je-lic>1ax > /¢, potom

$n+1_\3/6§(xn_%)27 n €N

Tpt1 — V¢ < 2(Tng1 — ), nEN.

Vynechame.

Poznamka:

@ Z prvni &asti tvrzeni plyne: je-li chyba n-tého &lenu napriklad 10~°, pak
chyba dal3iho &lenu je jiz pouze 10~ '7 (tzv. kvadraticka konvergence)!

@ Toto je pro praktické tGcely velmi dilezity vysledek. Pomoci dvou naposledy
vypoctenych ¢lent posloupnosti mizeme odhadnout chybu mezi poslednim
¢lenem a skute¢nou hodnotou ¢/c (tu nezndme!) a tim dodrzet
pozadovanou presnost.
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llustrace iterace (v/7, 36 cifer)

Clen posloupnosti Hodnota

T1 7.0

) 4.71428571428571428571428571428571429

T3 3.24784642966461148279330097511915694

T4 2.38643130490037593935668895758001112

Ts5 2.00066641679591817635777458039226767

T6 1.91672239561208699369932626267864600

7 1.91293867672049370288664833049651171

xs 1.91293118280174664702280424145842154

T 1.91293118277238910119956738659641893

Z10 1.91293118277238910119911683954876030

N4 1.91293118277238910119911683954876028 /i{?@y
) Wra)
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llustrace iterace (v/7, 36 cifer)

Clen posloupnosti Hodnota

T1 7.0

) 4.71428571428571428571428571428571429
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J

Jﬁé@

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021 11/13




Newtonova metoda Newtonova metoda: zaludnosti
000000000 [ ]}

Hlavni body

Newtonova metoda: zaludnosti

f

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021 12/13



Newtonova metoda: zaludnosti

Newtonova metoda
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=z —zt—z+2s

Zkoumejme chovani Newtonovy metody aplikované na p(x)
pocatecnim bodem z; = 2.

Rekurentni vzorec Newtonovy metody v
tomto pripadé znf
Y
0 — b —x, 42
Tn4l = Tp —
Srp —4a3 — 1
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=z —zt—z+2s

Zkoumejme chovani Newtonovy metody aplikované na p(x)
pocatecnim bodem z; = 2.

Rekurentni vzorec Newtonovy metody v
tomto pripadé znf
Y
0 — b —x, 42
Tn4l = Tp —
Srp —4a3 — 1
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=z —zt—z+2s

Zkoumejme chovani Newtonovy metody aplikované na p(x)
pocatecnim bodem z; = 2.

Rekurentni vzorec Newtonovy metody v
tomto pripadé znf
Y
0 — b —x, 42
Tn4l = Tp —
Srp —4a3 — 1
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=z —zt—z+2s

Zkoumejme chovani Newtonovy metody aplikované na p(x)
pocatecnim bodem z; = 2.

Rekurentni vzorec Newtonovy metody v
tomto pripadé znf
Y
0 — b —x, 42
Tn4l = Tp —
Srp —4a3 — 1

/ T4T3T2 T

xT

@ )
=)
E{‘}&J 0

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021 13/13



Newtonova metoda: zaludnosti

Newtonova metoda
oe

000000000

=z —zt—z+2s

Zkoumejme chovani Newtonovy metody aplikované na p(x)
pocatecnim bodem z; = 2.

Rekurentni vzorec Newtonovy metody v
tomto pripadé znf
Y
0 — b —x, 42
Tn4l = Tp —
Srp —4a3 — 1

/ T5 T4x3T2 1 T

@ )
=)
E{‘}&J 0

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021 13/13



Newtonova metoda

Newtonova metoda: zaludnosti
000000000

oe

Zkoumejme chovani Newtonovy metody aplikované na p(z) =2° —2* — 2 +2s
pocatecnim bodem z; = 2.

Rekurentni vzorec Newtonovy metody v
tomto pripadé znf

Y
-t -z, +2
Intl = In = ?)14 n4x3 1
n n

n Tn

2.
2 1.6595744680851063
3 1.3729685700681316
4 1.0686067391904803 /
5 —0.5293373794223353 / >_.7//
6 169.52057927559713 / ZC=5 1:43;3.732 I T

7 135.65665311569666

foiaB
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