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Definice a kritéria spojitosti Di ementérnich funkc

0O@00000

Spojitost funkce v bodé

Na zakladé vztahu funkéni hodnoty a limity funkce v jistém bodé zavadime
nasledujici pojmy.

Definice (Spojitost funkce v bodé):

Necht f je redlna funkce redlné proménné a necht bod a € Dy. Rekneme, Ze
funkce f je spojita v bodé a jestlize nastava alespon jedna z nasledujicich
moznosti

e lim f(x) = f(a),

Tr—ra

vy
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ementérnich funkc Disledk
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Spojitost funkce v bodé

Na zakladé vztahu funkéni hodnoty a limity funkce v jistém bodé zavadime
nasledujici pojmy.

Definice (Spojitost funkce v bodé):
Necht f je redlna funkce redlné proménné a necht bod a € Dy. Rekneme, ze
funkce f je spojita v bodé a jestlize nastava alespon jedna z nasledujicich
moznosti
o lim f(z) = f(a),
o funkce f je definovadna pouze na pravém okoli bodu a, pfesnéji
(8H.)(Ha 1 Dy = H), 2 lim f(a) = f(a),
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Spojitost funkce v bodé

Na zakladé vztahu funkéni hodnoty a limity funkce v jistém bodé zavadime
nasledujici pojmy.

elementarnich funkc Dasledk:

Definice (Spojitost funkce v bodé):
Necht f je redlna funkce redlné proménné a necht bod a € Dy. Rekneme, ze
funkce f je spojita v bodé « jestlize nastava alespon jedna z nasledujicich
moznosti
o lim f(z) = f(a),
o funkce f je definovadna pouze na pravém okoli bodu a, pfesnéji
(BH.)(H, Dy = Hj), a lm f(z) = f(a),

o funkce f je definovana pouze na levém okoli bodu a, presnéji
GH.)(Ho N Dy = H; ), a lm f(z) = f(a).
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Spojitost funkce v bodé

Na zakladé vztahu funkéni hodnoty a limity funkce v jistém bodé zavadime
nasledujici pojmy.

Definice (Spojitost funkce v bodé):

Necht f je redlna funkce redlné proménné a necht bod a € Dy. Rekneme, ze
funkce f je spojita v bodé « jestlize nastava alespon jedna z nasledujicich
moznosti
o lim f(z) = f(a),
o funkce f je definovadna pouze na pravém okoli bodu a, pfesnéji
(BH.)(H, Dy = Hj), a lm f(z) = f(a),

o funkce f je definovana pouze na levém okoli bodu a, presnéji
GH.)(Ho N Dy = H; ), a lm f(z) = f(a).

Funkce f je spojita v bodé a zprava, pokud lim f(x) = f(a).

$—)(l+
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Spojitost funkce v bodé

Na zakladé vztahu funkéni hodnoty a limity funkce v jistém bodé zavadime
nasledujici pojmy.

Definice (Spojitost funkce v bodé):

Necht f je redlna funkce redlné proménné a necht bod a € Dy. Rekneme, ze
funkce f je spojita v bodé « jestlize nastava alespon jedna z nasledujicich
moznosti

o lim /() = f(a),
r—a
o funkce f je definovadna pouze na pravém okoli bodu a, pfesnéji
(GH.)(HuN Dy = Hy), 2 lm f(z) = f(a),
T—ray
o funkce f je definovana pouze na levém okoli bodu a, presnéji
GH.)(H.N Dy = H;), a lim f(z) = f(a)
Funkce f je spojita v bodé a zprava, pokud l_i)m f(z) = f(a).
xT a4
Funkce f je spojita v bodé a zleva, pokud l_i>rn f(x) = f(a).
x a_
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e-0 formulace spojitosti v bodé

@ Vagneé feceno, drobnd zména vstupu u spojité funkce ma za nasledek drobnou

zménu vystupu, funkéni hodnoty.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)

=)
L
/ \Mf P

BI-ZMA ZS 2020/2021 5/35
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e-0 formulace spojitosti v bodé

@ Vagneé feceno, drobnd zména vstupu u spojité funkce ma za nasledek drobnou
zménu vystupu, funkéni hodnoty.

o Je-li f funkce a a € Dy, pak a i f(a) € R. Dostdvame proto alternativni
formulaci definice, kterou lze vyuZit pti ovéfovani spojitosti:
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Definice a kritéria spojitosti Diisledky spojitosti Spojitost elementarnich funkei Disledky
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e-0 formulace spojitosti v bodé

@ Vagneé feceno, drobnd zména vstupu u spojité funkce ma za nasledek drobnou
zménu vystupu, funkéni hodnoty.

o Je-li f funkce a a € Dy, pak a i f(a) € R. Dostdvame proto alternativni
formulaci definice, kterou lze vyuZit pti ovéfovani spojitosti:

Funkce f definovana na okoli bodu a € Dy je spojitd v bodé a € Dy, pravé kdyz
pro kazdé e > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro kazdé x € R spliiujici |z — a| < d platf

|f(z) — fa)] <e.
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Vlastnosti funkci spojitych v bodé

Nasledujici tvrzeni jsou bezprostfednimi disledky vlastnosti limity funkce:

/ \J§
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Vlastnosti funkci spojitych v bodé

Nasledujici tvrzeni jsou bezprostfednimi disledky vlastnosti limity funkce:

Funkce f definovana na okoli bodu a € Dy je spojitd v bodé a, pravé kdyz je
spojitd v bodé a zleva i zprava.

)
A
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Vlastnosti funkci spojitych v bodé

Nasledujici tvrzeni jsou bezprostfednimi disledky vlastnosti limity funkce:

Funkce f definovana na okoli bodu a € Dy je spojitd v bodé a, pravé kdyz je
spojitd v bodé a zleva i zprava.

Soucet a soucin dvou funkci f a g definovanych na okoli bodu a a spojitych v
bodé a je funkce spojitd v bodé a. Pokud navic g(a) # 0, pak podil L je funkce

g
spojitad v bodé a.

I (S
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Definice a kritéria spojitosti
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Vlastnosti funkci SpOJItyCh v bode

elementarnich funkc

Nasledujici tvrzeni jsou bezprostfednimi disledky vlastnosti limity funkce:

Funkce f definovana na okoli bodu a € Dy je spojitd v bodé a, pravé kdyz je
spojitd v bodé a zleva i zprava.

Véta

Soucet a soucin dvou funkci f a g definovanych na okoli bodu a a SpOJItyCh v
bodé a je funkce spojitd v bodé a. Pokud navic g(a) # 0, pak podil £ Je funkce
spojitad v bodé a.

|
<
<
N

<
| 5

Véta

Budte g funkce definovana na okoli bodu a a spojita v bodé a a f funkce
definovanand na okoli bodu g(a) a spojita v bodé g(a). Potom slozena funkce
f o g je spojita v bodé a.

v
v
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Priklad: Spojitost polynomdi

V predchozi prednasce jsme ukazali, ze pro libovolné redlné a a libovolny polynom
P(z) plati

lim P(z) = P(a).

Tr—a

Kazdy polynom je proto spojitou funkci v kazdém bodé a € R.
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Priklad

Zkoumejte spojitost funkce f(z) =z — |
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Priklad

Zkoumejte spojitost funkce f(z) =z — |z].

P¥irozenym defini¢nim oborem funkce f je Dy = R. Funkce f je spojitd v kazdém
bodé a € R\ Z. V bodech a € Z je spojitd zprava, ale ne zleva.

| | | | | | | |

I I I I I I I I )

| | | | | | | | M&
IYTs

l l l | | | | | / \&5 )
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Spojitost na intervalu

Doposud jsme pojem spojitosti méli zaveden pouze v jednom jediném bodé. Nyni
ho rozsifime na cely interval.
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Spojitost na intervalu

Doposud jsme pojem spojitosti méli zaveden pouze v jednom jediném bodé. Nyni
ho rozsifime na cely interval.

Definice (Funkce spojita na intervalu):

Funkce f je spojita na intervalu J, pravé kdyz f|J (f zGZeno na J) je spojita v
kazdém bodé intervalu J.
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lementérnich funkc

Definice a kritéria spojitosti Dis
000000e

Spojitost na intervalu

Doposud jsme pojem spojitosti méli zaveden pouze v jednom jediném bodé. Nyni
ho rozsifime na cely interval.

Definice (Funkce spojita na intervalu):

Funkce f je spojita na intervalu J, pravé kdyz f|J (f zGZeno na J) je spojita v
kazdém bodé intervalu J.

Poznamka:
Specialné tedy plati
o spojita na intervalu (a,b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé z € (a,b).

y

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021 9/35



Definice a kritéria spojitosti
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Spojitost na intervalu

ementérnich funkc Disledk

Doposud jsme pojem spojitosti méli zaveden pouze v jednom jediném bodé. Nyni
ho rozsifime na cely interval.

Definice (Funkce spojita na intervalu):

Funkce f je spojita na intervalu J, pravé kdyz f|J (f zdzeno na J) je spojita v
kazdém bodé intervalu J.

Poznamka:

Specialné tedy plati

o spojita na intervalu (a,b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé z € (a,b).

@ spojita na intervalu (a,b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé z € (a,b)
a v bodé a je spojita zprava.

y
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Spojitost na intervalu

Doposud jsme pojem spojitosti méli zaveden pouze v jednom jediném bodé. Nyni
ho rozsifime na cely interval.

Definice (Funkce spojita na intervalu):

Funkce f je spojita na intervalu J, pravé kdyz f|J (f zdzeno na J) je spojita v
kazdém bodé intervalu J.

Poznamka:
Specialné tedy plati
o spojita na intervalu (a,b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé z € (a,b).
@ spojita na intervalu (a,b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé z € (a,b)
a v bodé a je spojita zprava.
@ spojita na intervalu (a,b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé x € (a,b)
a v bodé b je spojita zleva.

y
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Spojitost na intervalu

Doposud jsme pojem spojitosti méli zaveden pouze v jednom jediném bodé. Nyni
ho rozsifime na cely interval.

Definice (Funkce spojita na intervalu):

Funkce f je spojita na intervalu J, pravé kdyz f|J (f zdzeno na J) je spojita v
kazdém bodé intervalu J.

Poznamka:

Specialné tedy plati

o spojita na intervalu (a,b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé z € (a,b).

@ spojita na intervalu (a,b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé z € (a,b)
a v bodé a je spojita zprava.

@ spojita na intervalu (a,b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé x € (a,b)
a v bodé b je spojita zleva.

@ spojita na intervalu (a,b), pravé kdyZ f je spojitd v kazdém bodé
x € (a,b), v bodé a je spojitd zprava a v bodé b je spojita zleva.
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Hlavni body

Disledky spojitosti
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Reseni rovnic
Radu problémi Ize formulovat jako hledani feeni rovnice

V této Casti ukaZzeme jednoduchou postacujici podminku pro existenci reseni
takovéto rovnice a algoritmus hledajici alespon jedno z moznych feseni.

Vypo¢itat numerickou hodnotu v/2 znameni fesit rovnici

pro neznamou x.

@ )
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Reseni rovnic: metoda pilleni intervalu

Véta (Metoda paleni intervalu / bisection method):

Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a,b) a necht f(a)- f(b) <O.
Potom existuje bod ¢ € (a,b) takovy, ze f(c) = 0.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021 12/35



Definice a kritéria spojitosti Dissledky spojitosti Spojitost elementarnich funkcf Dassledky
0000000 00@0000000 0000000 000000000

Reseni rovnic: metoda pilleni intervalu

Véta (Metoda paleni intervalu / bisection method):

Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a,b) a necht f(a)- f(b) <O.
Potom existuje bod ¢ € (a,b) takovy, ze f(c) = 0.

Polozme a1 := a a by := b. Protoze znaménka f(a1) a f(b1) jsou riiznd, nastane
pravé jedna ze tfi moznosti

® f(xgh) —o0
@ znaménka f(a1) a f (“£2) jsou riiznd,

© znaménka f (“£1) a f(by) jsou riizna.

s

J
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Reseni rovnic: metoda pilleni intervalu

Véta (Metoda paleni intervalu / bisection method):

Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a,b) a necht f(a)- f(b) <O.
Potom existuje bod ¢ € (a,b) takovy, ze f(c) = 0.

Polozme a1 := a a by := b. Protoze znaménka f(a1) a f(b1) jsou riiznd, nastane
pravé jedna ze tfi moznosti

ai1+b _
Q f(u5™) =0
@ znaménka f(a1) a f (“£2) jsou riiznd,
© znaménka f (“£1) a f(by) jsou riizna.
Dale postupujeme podle toho, kterd z téchto moznosti nastala:
@ Hledanym bodem c je ‘“TH“ a véta je dokazana.
@ Polozme ay :=a; a by := ‘“241’1

Polozme as := “tbL 3 by = b;. o
(=] 2 5 2 = 01 %f%@
=

Pokud nenastala prvni moznost, provedme stejnou Gvahu s as a by misto a; a Byl =)
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Timto zplsobem postupné konstruujeme dalsi as, b3, atd. Pokud v nékterém z

krok{i nastane prvni moznost (tj. existuje n tak, ze f (22$%2) = 0), pak je véta
dokazana.
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itéria spojitosti Dissledky spojitosti

0O00@000000

Timto zplsobem postupné konstruujeme dalsi as, b3, atd. Pokud v nékterém z
krok{i nastane prvni moznost (tj. existuje n tak, ze f (22$%2) = 0), pak je véta
dokazana.

V opaéném p¥ipadé jsme zkonstruovali posloupnosti (a,)5$ ¢, (b,)52 1 spliujici

elementarnich funkc D

an7bn€ <aab>7 aganéanJrl <bn+1 Sbngba bn_anzﬁv

pro kazdé n € N.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA
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itéria spojitosti Dissledky spojitosti
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Timto zplsobem postupné konstruujeme dalsi as, b3, atd. Pokud v nékterém z
krok{i nastane prvni moznost (tj. existuje n tak, ze f (22$%2) = 0), pak je véta
dokazana.

V opaéném p¥ipadé jsme zkonstruovali posloupnosti (a,)5$ ¢, (b,)52 1 spliujici

t elementarnich funkc

an7bn€ <aab>7 aganéanJrl <bn+1 Sbngba bn_anzﬁv
pro kazdé n € N.

Obé posloupnosti jsou monoténni a omezené, tudiz existuji jejich kone¢né limity,
an — a a b, — B pfi n — oco. Navic

. . b—a
foo= gl man) = 0 e

=0.

Obé posloupnosti tedy maji stejnou limitu, oznaéme ji ¢ := a = f € (a, b).
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Dissledky spojitosti
0008000000

Timto zplsobem postupné konstruujeme dalsi as, b3, atd. Pokud v nékterém z
krok{i nastane prvni moznost (tj. existuje n tak, ze f (22$%2) = 0), pak je véta
dokazana.

V opaéném p¥ipadé jsme zkonstruovali posloupnosti (a,)5 ¢, (b,)5 1 spliujici

an7bn€ <a»b>7 aganéanJrl <bn+1 Sbngba bn_an:F7
pro kazdé n € N.

Obé posloupnosti jsou monoténni a omezené, tudiz existuji jejich kone¢né limity,
an — a a b, — B pfi n — oco. Navic

. b—a
foo= gl man) = 0 e

=0.

Obé posloupnosti tedy maji stejnou limitu, oznaéme ji ¢ := a = f € (a, b).
Ze spojitosti funkce f v bodé ¢ a Heineho véty nyni plyne

lim f(a,) = lm_ f(b,) = f(o)

n—oo

Ale protoze vechny f(a,) maji riizné znaménko od f(b,,) mohou posledn{
rovnosti nastat pouze v pfipadé ze f(c) = 0.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021 13/35



Definice a kritéria spojitosti Dissledky spojitosti Spojitost elementarnich funkcf Dassledky
0000000 0000@e00000 0000000 000000000

llustrace metody pdleni intervalu
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Definice a kritéria spojitosti Dissledky spojitosti Spojitost elementarnich funkcf Dassledky
0000000 0000@e00000 0000000 000000000

llustrace metody pdleni intervalu
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Definice a kritéria spojitosti Dissledky spojitosti Spojitost elementarnich funkcf Dassledky
0000000 0000@e00000 0000000 000000000

llustrace metody pdleni intervalu

fo)fp-——
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Definice a kritéria spojitosti Dissledky spojitosti Spojitost elementarnich funkcf Dassledky
0000000 0000@e00000 0000000 000000000

llustrace metody pdleni intervalu

fo)fp-——
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Definice a kritéria spojitosti Dissledky spojitosti Spojitost elementarnich funkcf Dassledky

0000000

0O000@00000 0000000 000000000

llustrace metody pdleni intervalu

f(b1)

f(bs)

flas)
f(a2)

fla1)
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itéria spojitosti Dasledky spojitosti 1entérnich funkc

0000080000

Reseni rovnic: metoda pilleni intervalu

Poznamka (Komentaf k dikazu):

o V dikazu jsme vyuzili celou fadu vysledkl z predchozich prednasek (véta o
limité monotdénni posloupnosti, Heineho véta, spojitost, aj.)

o Dikaz predchazejici véty se nazyva konstruktivni. Tvrzeni véty, existenci
Cisla ¢, jsme dokazali jeho konstrukci.

o Algoritmus pouzity v dikazu se nazyva metoda piileni intervalu (bisection
method) a lze ho prakticky pouzit k hledani feseni rovnice f(z) = 0.

@ Algoritmus kontroluje i presnost vypoctu, v kazdém kroku iterace plati
nerovnosti a, < c <b,, n=1,2,3... Vime proto kdy vypocetni smycku
ukondit.

&)
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st elementarnich funkc

Definic itéria spojitosti Dusledky spojitosti
0000080000

Reseni rovnic: metoda pilleni intervalu

Poznamka (Komentaf k dikazu):

o V dikazu jsme vyuzili celou fadu vysledkl z predchozich prednasek (véta o
limité monotdénni posloupnosti, Heineho véta, spojitost, aj.)

o Dikaz predchazejici véty se nazyva konstruktivni. Tvrzeni véty, existenci
Cisla ¢, jsme dokazali jeho konstrukci.

o Algoritmus pouzity v dikazu se nazyva metoda piileni intervalu (bisection
method) a lze ho prakticky pouzit k hledani feseni rovnice f(z) = 0.

@ Algoritmus kontroluje i presnost vypoctu, v kazdém kroku iterace plati
nerovnosti a, < c <b,, n=1,2,3... Vime proto kdy vypocetni smycku
ukondit.

Dusledek:

Bud' f spojitd funkce na intervalu J a necht plati f(z) # 0 pro vsechna z € J.
Potom pro vSechna = € J plati bud f(z) > 0 nebo f(z) <0

Ve )
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Definice a kritéria spojitosti Dissledky spojitosti Spojitost elementarnich funkei Dassledky
0000000 000000e000 0000000 000000000

Reseni rovnic: metoda pilleni intervalu

Poznamka

|

Predpoklad spojitosti v predeslé vété je podstatny. Jako priklad uvazme funkci
f() 1, T € <0, %>,
€Tr) =
-1, z€(3,1)

na intervalu (a,b) = (0, 1). Slce £(0) - f(1) = =1 < 0, ale neexistuje bod
z € (0,1) spliujici f(x )

Y | |
l-b—Q |
0 1
2 I
-1t e 28
| | ,, gfjgg?
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Definice a kritéria spojitosti

Dissledky spojitosti

0000000 0000000800

Dalsi dusledek

Spojitost elementarnich funkcf Dassledky
000000000

0000000

Nasledujici tvrzeni vyuzijeme pozdéji v semestru pfi studiu extrémi funkci.

Bud' f funkce spojita na intervalu J. Potom obraz f(J) intervalu J je bud

interval, nebo jednoprvkova mnozina.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)
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lementérnich funkc

Dissledky spojitosti

itéria spojitosti
0000000800

[?:
Dalsi disledek
Nasledujici tvrzeni vyuzijeme pozdéji v semestru pfi studiu extrémi funkci.

Bud' f funkce spojita na intervalu J. Potom obraz f(J) intervalu J je bud
interval, nebo jednoprvkova mnozina.

f(J) je jednoprvkovd mnozina pravé tehdy, kdyz funkce f je konstantni. Ve
zbytku dikazu predpokladejme, ze f neni konstantni.

o’
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lementérnich funkc

Dissledky spojitosti
0000000800

) kritéria spojitosti

Dein
Dalsi dusledek

Nasledujici tvrzeni vyuzijeme pozdéji v semestru pfi studiu extrémi funkci.

Bud' f funkce spojita na intervalu J. Potom obraz f(J) intervalu J je bud
interval, nebo jednoprvkova mnozina.

f(J) je jednoprvkovd mnozina pravé tehdy, kdyz funkce f je konstantni. Ve
zbytku dikazu predpokladejme, ze f neni konstantni.

Ukazme, ze f(J) je interval. K tomu je tfeba ukézat, ze pro libovolné dva prvky
a,f € f(J), a+# B, lezi viechna v mezi o a 3 také v f(J).

o’
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elementarnich funkc Dasledk:

Definice a kritéria spojitosti Dissledky spojitosti

Dalsi dusledek

Nasledujici tvrzeni vyuzijeme pozdéji v semestru pfi studiu extrémi funkci.

Bud' f funkce spojita na intervalu J. Potom obraz f(J) intervalu J je bud
interval, nebo jednoprvkova mnozina.

f(J) je jednoprvkovd mnozina pravé tehdy, kdyz funkce f je konstantni. Ve
zbytku dikazu predpokladejme, ze f neni konstantni.

Ukazme, ze f(J) je interval. K tomu je tfeba ukézat, ze pro libovolné dva prvky
a,f € f(J), a+# B, lezi viechna v mezi o a 3 také v f(J).

Jist& existuji a,b € J, f(a) = a, f(b) = B a BUNO a < b. Polozme

g(z) :== f(x) — 7. Funkce g je spojita na (a,b), g(a) = a —~ a g(b) = 8 — v jsou
nenulova s rozdilnym znaménkem. Podle véty existuje ¢ € (a,b) takové, Ze

9(c) =0, tj. f(c) =1. O |
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Definice a kritéria spojitosti Dissledky spojitosti Spojitost elementarnich funkcf Dassledky
0000000 0000000080 0000000 000000000

Spojitost inverzni funkce

Véta (O inverzni funkci):

Bud f ryze monoténni a spojitd funkce na intervalu 1. Potom jeji inverzni funkce
! je také ryze monoténni a spojita na intervalu J := f(I).

foiaB
ATy
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lementérnich funkc

) kritéria spojitosti Dissledky spojitosti
0000000080

Defin

Spojitost inverzni funkce

Véta (O inverzni funkci):

Bud f ryze monoténni a spojitd funkce na intervalu 1. Potom jeji inverzni funkce
! je také ryze monoténni a spojita na intervalu J := f(I).

f~! existuje a je ryze monoténni. J je skute¢né interval, jak tvrdi predchozi véta.
Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze funkce f je ostfe rostouci. Ukazme, Ze
f~1 je spojita zprava v kazdém bod& b € .J, ktery neni pravym koncovym bodem.

Ozn. a:= f~1(b), tj. f(a) =b.

v
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elementarnich funkc Dasledk:

Definice a kritéria spojitosti Dissledky spojitosti
[o]e] O0C 0000000080

Spojitost inverzni funkce

Véta (O inverzni funkci):

Bud f ryze monoténni a spojitd funkce na intervalu 1. Potom jeji inverzni funkce
! je také ryze monoténni a spojita na intervalu J := f(I).

f~! existuje a je ryze monoténni. J je skute¢né interval, jak tvrdi predchozi véta.
Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze funkce f je ostfe rostouci. Ukazme, Ze
f~1 je spojita zprava v kazdém bod& b € .J, ktery neni pravym koncovym bodem.
Ozn. a:= f~1(b), tj. f(a) =b.

Bud & > 0. Potom pro 6 := f(a+¢) —bay € (b,b+d) plati

b<y<b+d=fla+e)
a=f71b) <fT'(y) <ate

Tedy f~1(y) € H,(¢), a = f~1(b). Podobné pro spojitost zleva. O
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Definice a kritéria spojitosti Dissledky spojitosti Spojitost elementarnich funkcf Dassledky
0000000 000000000 e 0000000 000000000

Spojitost inverzni funkce

b+46
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Definice a kritéria spojitosti Diisledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Dassledky
0000000 0000000000 000000 000000000

Hlavni body

Spojitost elementérnich funkci
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Definice a kritéria spojitosti Diisledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Dassledky
0000000 0000000000 0e00000 000000000

Funkce sin a cos jsou spojité v kazdém bodé a € R.

2
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Definice a kritéria spojitosti

Disledky spojitosti
0000000

Spojitost elementarnich funkci
0000000000

Dassledky
0e00000

000000000

Funkce sin a cos jsou spojité v kazdém bodé a € R.

P¥ipomenme zndmé, v minulé prednasce vypoctené, limity

limsine =0 a limcosz =1.
x—0 x—0

@ )
/15
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Definice a kritéria spojitosti

Diisledky spojitosti
0000000

Spojitost elementarnich funkci
0000000000

Dusledky
0O@00000

000000000

Funkce sin a cos jsou spojité v kazdém bodé a € R.

P¥ipomenme zndmé, v minulé prednasce vypoctené, limity
limsinz =0 a limcosz=1.
z—0 x—0

Podle souctového vzorce pro funkci sin plati

sinz =sin ((z —a) + a)

sin(z — a) cos(a) + cos(z — a) sin(a)

@ )
s
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Definice a kritéria spojitosti Diisledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Dassledky
0000000 0000000000 0e00000 000000000

Funkce sin a cos jsou spojité v kazdém bodé a € R.

P¥ipomenme zndmé, v minulé prednasce vypoctené, limity

limsine =0 a limcosz =1.
x—0 x—0

Podle souctového vzorce pro funkci sin plati
sinz =sin ((z —a) + a)
= sin(x — a) cos(a) + cos(x — a) sin(a)
Tudiz podle véty o limité sloZené funkce a soucinu/souctu limit plati

lim sinz = 0-cos(a) + 1 -sina = sina.
T—ra

Coz ukazuje spojitost funkce sin. Spojitost funkce cos se ukaze analogicky.

foiaB
ATy
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Definice a kritéria spojitosti Diisledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Dassledky
0000000 0000000000 0e00000 000000000

Funkce sin a cos jsou spojité v kazdém bodé a € R.

P¥ipomenme zndmé, v minulé prednasce vypoctené, limity

limsine =0 a limcosz =1.
x—0 x—0

Podle souctového vzorce pro funkci sin plati

sinz =sin ((z —a) + a)

= sin(x — a) cos(a) + cos(x — a) sin(a)
Tudiz podle véty o limité sloZené funkce a soucinu/souctu limit plati

lim sinz = 0-cos(a) + 1 -sina = sina.
T—ra

Coz ukazuje spojitost funkce sin. Spojitost funkce cos se ukaze analogicky.

Dusledek:

Z tohoto prikladu a z véty o spojitosti podilu dvou funkci ihned plyne, ze funkce
tg a cotg jsou spojité v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.
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Definice a kritéria spojitosti Diisledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Dassledky
0000000 0000000000 00@0000 000000000

Funkce €® je spojitd v kazdém bodé a € R
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Definice a kritéria spojitosti Diisledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Dassledky
0000000 0000000000 00@0000 000000000

Funkce €® je spojitd v kazdém bodé a € R

Nejprve dokazme, Ze exponenciala je spojitad v bodé 0.

@ )
/15
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Definice a kritéria spojitosti Diisledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Dassledky
0000000 0000000000 00@0000 000000000

Funkce €® je spojitd v kazdém bodé a € R

Nejprve dokazme, ze exponenciéla je spojitd v bodé 0. Pro kazdé prirozené n a
x € (—1,1) plati nerovnost

i ]

n k n n
gz’_lzg Z|k§ Zl2’“— oy <20

P¥i odhadech jsme vyuzili nerovnost k! > 2*—1 platnou pro kazdé k € N a
nerovnost

11
1—z[/2 ~1-1/2
platnou pro kazdé z € (—1,1).

765?'"
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Definice a kritéria spojitosti Diisledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Dassledky
0000000 0000000000 00@0000 000000000

Funkce €® je spojitd v kazdém bodé a € R

Nejprve dokazme, ze exponenciéla je spojitd v bodé 0. Pro kazdé prirozené n a
x € (—1,1) plati nerovnost

i ]

n k n n
gz’_lzg Z|k§ Zl%l— oy <20

P¥i odhadech jsme vyuzili nerovnost k! > 2*—1 platnou pro kazdé k € N a
nerovnost

1 < 1
1—|zf/2 = 1-1/2
platnou pro kazdé = € (—1,1). Dle véty o nerovnosti mezi limitami posloupnosti
dostavame nyni nerovnost

=2

0 <le” —1| < 2]
platnou pro kazdé = € (—1,1).
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Definice a kritéria spojitosti Diisledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Dassledky
0000000 0000000000 00@0000 000000000

Funkce €® je spojitd v kazdém bodé a € R

Nejprve dokazme, ze exponenciéla je spojitd v bodé 0. Pro kazdé prirozené n a
x € (—1,1) plati nerovnost
A ||

kzzﬁ_l_,;* ETS 22’“— Tz = 2

P¥i odhadech jsme vyuzili nerovnost k! > 2*—1 platnou pro kazdé k € N a
nerovnost

1 < 1
1—|zl/2 = 1-1/2
platnou pro kazdé = € (—1,1). Dle véty o nerovnosti mezi limitami posloupnosti
dostavame nyni nerovnost

=2

0 <le” —1| < 2]
platnou pro kazdé z € (—1,1). Véta o limité seviené funkce nyni implikuje
lim |[e® —1] =0
z—0

/r “%
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Definice a kritéria spojitosti Diisledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Dassledky
0000000 0000000000 0000000 000000000

Pokracovani prikladu. ..

Z predchozich tvah, z bodu ii) véty o zakladnich vlastnostech exponencialy a z
véty o limité slozené funkce nyni plyne spojitost exponencialni funkce v libovolném
bodé a € R. Skutec¢né, plati

lim e® = lim e?T* % =% lime® % =¢*-1=¢
Tr—a r—ra r—a
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Definice a kritéria spojitosti Diisledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Dassledky
0000000 0000000000 0000e00 000000000

Priklad

Funkce In je spojitéd v kazdém bodé a € R+.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021 24 /35



Definice a kritéria spojitosti Diisledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Dassledky

0000000 0000000000 0000e00 000000000

Priklad

Funkce In je spojitéd v kazdém bodé a € R+.

Jiz vime, Ze exponenciala je spojita funkce v kazdém bodé svého definicniho
oboru. Navic vime, Ze je ost¥e rostouci (tedy i ryze monotonni).

=)
L
/ \Mf P
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Definice a kritéria spojitosti Diisledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Dassledky
0000000 0000000000 0000e00 000000000

Priklad

Funkce In je spojitéd v kazdém bodé a € R+.

Jiz vime, Ze exponenciala je spojita funkce v kazdém bodé svého definicniho
oboru. Navic vime, Ze je ost¥e rostouci (tedy i ryze monotonni).

Z véty O inverzni funkci ihned plyne spojitost logaritmu In v libovolném bodé
jejiho defini¢niho oboru.

)
A

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021 24 /35



Definice a kritéria spojitosti Diisledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Dassledky
0000000 0000000000 0000e00 000000000

Priklad

Funkce In je spojitd v kazdém bodé& a € RT.

Jiz vime, Ze exponenciala je spojita funkce v kazdém bodé svého definicniho
oboru. Navic vime, Ze je ost¥e rostouci (tedy i ryze monotonni).

Z véty O inverzni funkci ihned plyne spojitost logaritmu In v libovolném bodé
jejiho defini¢niho oboru.

Plati tedy

limlnx =Ina,
Tr—a

pro kazdé a € (0,+00). Navic

lim Inz = -0 a lim Inz = +oco.
z—04 r——400

foiaB
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Dusledky

Spojitost elementarnich funkci
000000000

Diisledky spojitosti

Definice a kritéria spojitosti
0000000000 [e]e]e]e]e] o)

0000000

Priklad

Priklad.
Protoze uz vime, ze funkce sin, cos, tg a cotg jsou spojité na svych defini¢nich
oborech, a vhodné zizené jsou i ryze monoténni, ihned odtud dostavame spojitost

inverznich funkci

=il
arctg = | tg ‘ ) s
(=%:3)
-1
arccotg = | cotg ‘ )
(0,m)
7]
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Definice a kritéria spojitosti Diisledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Dassledky
0000000 0000000000 000000 000000000

Spojitost /z a |x|

@ Ze znamych limit posloupnosti a Heineho véty okamzité plyne spojitost
odmocnin a absolutni hodnoty. Vime, ze plati

lim ¥z = {¥a alim Yz=0
I—)O+

T—ra

proa>0ak=23,... atedy x je spojitd na intervalu (0, +00).

35
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Definice a kritéria spojitosti Diisledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Disledky
0000000 0000000000 000000 000000000

Spojitost /z a |x|

@ Ze znamych limit posloupnosti a Heineho véty okamzité plyne spojitost
odmocnin a absolutni hodnoty. Vime, ze plati

lim ¥z = {¥a alim Yz=0
I—)O+

T—ra

proa>0ak=23,... atedy x je spojitd na intervalu (0, +00).

@ Obdobnég, protoze

lim |z| = |a]
T—ra

pro a € R, plati, Ze |z| je spojitd na R.
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Definice a kritéria spojitosti Dissledky spojitosti Spojitost elementarnich funkcf Dassledky
0000000 0000000000 0000000 000000000

Hlavni body

Disledky
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Definice a kritéria spojitosti Diisledky spojitosti Spojitost elementarnich funkcf Dassledky
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Nyni odvodime nékolik tvrzenf, kterd vyuzijeme hned v nasledujici prednasce.
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Dassledky

Spojitost elementarnich funkci
0@0000000

Diisledky spojitosti
0000000

Definice a kritéria spojitosti
0000000000

0000000
Nyni odvodime nékolik tvrzenf, kterd vyuzijeme hned v nasledujici prednasce.

xr
~1
im & "= —1.
x—0 a8

Uvazme z € (—1,1), 2 #0, an € N, n > 2. Potom

k k
2o 1 1 kot T LA e

@ )
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Dasledky
0000000 0000000000 0000000 0@0000000

Nyni odvodime nékolik tvrzenf, kterd vyuzijeme hned v nasledujici prednasce.

xr
~1
im & "= —1.
x—0 a8

Uvazme z € (—1,1), 2 #0, an € N, n > 2. Potom

n & n k n _ n _
VSR LEN Dl P I o LA p o Lie)

xT T

Za stejnych predpokladil z téchto rovnosti plyne odhad

|;z:|k72 B

< |m| Z 2k—1
k—2 [e3) k—2
|| || || [z 1
=1 < = =1 == - <=
(2 —2Z 2 2 1—|z[/2 ~
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkei
0000000

Diisledky
0000000000 0000000 00e000000
Odtud ihned plyne nerovnost
e’ —1
0< —1| < |z
x

pro kazdé x € (—1,1), z # 0.
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Definice a kritéria spojitosti
0000000

Odtud ihned plyne nerovnost

0<

Diisledky spojitosti
0000000000

e’ —1

Spojitost elementarnich funkei

Dassledky
0000000

00e000000

— 1| < |z|
x

pro kazdé x € (—1,1), = # 0. Kone¢né véta o limité seviené funkce implikuje

lim
x—0
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Definice a kritéria spojitosti
0000000

Odtud ihned plyne nerovnost

0<

Diisledky spojitosti
0000000000

e’ —1

T

-1

Dassledky

Spojitost elementarnich funkci
00e000000

0000000

< ||

pro kazdé x € (—1,1), = # 0. Kone¢né véta o limité seviené funkce implikuje

Celkem tedy
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. et —1
lim
x—0 X

z—0 xT
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Dasledky
0000000 0000000000 0000000 000@00000

Plati

x—0 ax

Nejprve zkoumany vyraz vhodné upravme,

In(z+1) In(z+1) 1
= — 1  emG@Ery_g1-
s z+1-=1 eln(m——l-l)

Ze spojitosti logaritmu vime, Ze lin% In(z + 1) = 0. Véta o limité slozené funkce a

z—
predchazejici lemma davaji kyzeny vysledek. 0

vy

Dy
L8
W &)
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ementérnich funkc Dusledky
0000@0000

Opét zkoumany vyraz nejprve upravme (v podstaté podle definice obecné
mocniny), (1 + %)m — erin(1+3)

o’
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Dassledky
0000e0000

Opét zkoumany vyraz nejprve upravme (v podstaté podle definice obecné
mocniny), (1 -+ %)x = eln(1+3),
Diky spojitosti exponencialy staci zkoumat limitu jejiho argumentu. Pro ten vsSak

n(1+L
plati « In (1 aF %) = 1(1%”)

o’
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Dassledky
0000e0000

Plati
. I . 1\*
lim (1 + ) =e a lim (1 + ) =e.
xr——+00 x T——00 x

Opét zkoumany vyraz nejprve upravme (v podstaté podle definice obecné

mocniny), (1+2)" = e2n(14+3)

Diky spojitosti exponencialy staci zkoumat limitu jejiho argumentu. Pro ten vsSak
, In(1+2

plati « In (1 + %) = w

O funkci % vime, ze ma limitu v +00 i v —oo rovnou 0. Z predchoziho lemmatu a

véty o limité slozené funkce pak ihned dostavame

In(1+1 In(1+1
lim 7n(1—|—$):1 a lim 711(1 w)zl.
T—>+00 P T——00 =
Tudiz I\o I\o
lim (1—1—7) =el=¢ a lim (1—}—7) =el=e. ]
T——+00 €T T——00 T

o’
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Diisledky spojitosti

Definice a kritéria spojitosti
0000000000

Spojitost elementarnich funkci
0000000

Dassledky
00000e000

0000000
Dusledek:

Pro libovolnou posloupnost (ay,)S2 ; spliujici lim, o |an| = 400 plati
1\
lim (1+ — =e.
n—o00 an
1 n
Specidlné plati Iim (1+—| =e.
n—oo n
)
/W)
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Dasledky

0000000 0000000000 0000000 00000000

Dusledek:

Pro libovolnou posloupnost (ay,)S2 ; spliujici lim, o |an| = 400 plati

1\
lim (1 + —> —e.
n— 00 A,

1 n
Specialné plati lim (1 + —) =e.
n

n—roo

Dikaz: V disledku predchoziho lemmatu a Heineho véty dostavame

|an‘ _lanl
. 1 . 1
Iim (1+ — =¢ a lim (1+—— =e.
n—oo |an| n—oo —|an|
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Dasledky
0000000 0000000000 0000000 00000000

Dusledek:

Pro libovolnou posloupnost (ay,)S2 ; spliujici lim, o |an| = 400 plati

1\
lim (1 + —) —e.
n— 00 A,

1 n
Specialné plati lim (1 + —) =e.
n

n—roo

Dikaz: V disledku predchoziho lemmatu a Heineho véty dostavame

|an‘ _lanl
. 1 . 1
Iim (1+ — =e¢ a lim (1+ =e.
n—oo |an| n—oo —|an|

Vezméme nyni libovolné ¢ > 0. Z platnosti predchozich limit plyne existence
mg € N a kg € N takovych, ze pro kazdé n > my plati

‘an‘
1
<1+> —e| <e¢
|an|
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Definice a kritéria spojitosti Diisledky spojitosti Spojitost elementarnich funkcf Dassledky
0000000 0000000000 0000000 000000800

a pro kazdé n > kg plati

1 _|an|

1+ — —el<e.
—lan|

5
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti
0000000

Spojitost elementarnich funkei

Dissledky
0000000000 0000000 000000800
a pro kazdé n > kg platf
1 —lan|
14+ —- —e| <e.
—lan|
PoloZzme ng = max(mo, ko). Pro kazdé n € N je a,, = |ay| nebo a, = —|a,|.
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkc Dasledky
0000000 0000000000 0000000 000000e00

a pro kazdé n > kg plati

7|a”|
1
(1 + ) —e| <e.
—lan|

PoloZzme ng = max(mo, ko). Pro kazdé n € N je a,, = |ay| nebo a, = —|a,|.

Tudiz pro kazdé n > ny dostavame

1 an
(1 + ) —e| <g,
QA

¢imz je platnost limity dokazana z definice. ]
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Dassledky

elementarnich funkc
000000000

Dusledek pro I|m|ty funkC| tvaru f( )9l

Uvazme funkce f a g definované na okoli bodu a € R s moznou vyjimkou bodu a
samotného a necht funkce f je kladnd na néjakém okoli bodu a. Pfedpokladejme

dale, ze existuji limity
a:=lim f(z) a f:= lim g(z).
Potom plati nasledujici tfi tvrzeni:
@ Pokud 0 < a < +00 a |B| < 400 potom lim,_,, f(2)9*) = of.
@ Pokud a =0 a 8> 0 (pfipoustime i 8 = 4-00) potom lim, . f(2)9®) = 0.
© Pokud a = +o00 a 3 # 0 potom lim,_,, f(x)9*) existuje a je rovna 0 pokud
B <0 a +oo pokud 5 > 0.

. s

Viz studijni text. Zddraznéme, Ze tvrzeni véty Ize snadno odvodit pomoci Gpravy
f(z)9@) = e9(@)Inf(2) 3 yyuFiti spojitosti exponencialy. O
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Definice a kritéria spojitosti Diisledky spojitosti Spojitost elementarnich funkcf Dassledky
0000000 0000000000 0000000 00000000e

Diisledek pro limity funkei tvaru f(z)?®): p¥iklady limit 1

Napriklad plati

2

A 1 z . Ivln(lﬁ»l/z)
lim 1+ — = lim e 7z = 400,
x—+00 x T—-+00
. 1 x2 . _ln(1+z3) .
lim (1+x3) / =lime® ™ = =%t =1,
x—0 z—0
. aN\T
lim (1 + —) =e“,
z——00 x
2
) 1\ %* ) . In(+1/0)
lim 1+ — = lim e Ve =0
r—400 x r——400

Vsechny tyto limity jsou typu 1°°. Jako vysledek miZzeme dostat libovolny prvek
mnoziny (0, +00) U {400}, zdaleka ne pouze 1. ﬁi%
A
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