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0 Cilem tohoto cviceni je pripomenout

e pojem funkce, derivace a polynom — budete tyto pojmy potrebovat pozdéji, zejména pri studiu
funkci vice proménnych,

o rozsifeny Eukliduv algoritmus (EEA).

e FEulerovu funkci.

Pokud byste potfebovali k procviceni vice prikladu, projdéte si materidly k bakalarskym predméttm
BI-MA1, BI-MA2 a BI-DML.

Nasledujici priklady byly vybrany tak, abyste si mohli vytvorit predstavu o tom, jaké se predpokladaji
znalosti u studentti tohoto predmétu.

1 Funkce a derivace funkce

Cviceni 1.1 Bud f(z) = sinz a g(z) = (z — 3)>. Cemu se rovnaji nasledujici funkce? Cemu se rovnaji
jejich derivace?

Znaceni 1.1. Znaceni f o g pouzivame tak, Ze g je vnitrni funkce:

(fog)(x) = f(g(x))

pro vSechna x z definicniho oboru funkce f o g.

Cviceni 1.2 Zderivujte nasledujici funkce (a je redlny parametr):

(a) (z* 4+ 323)a®,
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Cvigeni 1.3 Bud p(z) = 37_ axz”® polynom n-tého stupné (tj. a, # 0), kde n € N. Cemu se rovnd jeho
n-ta derivace p(™? Q

Znaceni 1.2. Znaceni N je oznaceni pro nezdipornd celd cisla, tedy prirozend cisla s nulou.

Cviceni 1.4 S vyuzitim faktu, ze derivace funkce v bodé x se rovna smérnici tecny grafu této funkce v
bodé z, najdéte body a, kde

3

(a) tecna grafu f(x) = z° svird s osou z thel 7/3,

(b) te¢na grafu f(z) = (z% — CC)% svird s osou x uhel 7/2.
1%
Cviceni 1.5 Najdéte rovnici tecny
(a) funkce 2% + 2 v bodé x = 1,
(b) funkce sinz v bodé x = /4,
(c) funkce (z — 1)® — 1 v bodé priiseéiku grafu této funkce s piimkou y = 2z + 1.
|

Cvi¢eni 1.6 Najdéte smérnici teen kruznice se stfedem v bodé [2,1] a s polomérem 2 v bodech primniku
této kruznice s primkou

(a) y ==,
(b) y=a+1.

Cvi¢eni 1.7 Predstavte si, ze jedete pres kopec, ktery ma profil zadany funkei f(z) = 5e=(==2? Kde to
bude nejvice z kopce a nejvice do kopce? Q

Cviceni 1.8 Predstavte si, ze jedete po krajiné, kterd ma profil zadany funkci f(z) = arctan x+ 5. Jste sice
zdatny cyklista resp. zdatna cyklistka, ale vice jak 100% stoupdni uz nezvlddnete. Kam nejdale muzete
dojet, za predpokladu, ze mate nekonec¢nou vydrz, pokud vyrazite z Vaseho domu umisténého v misté
x = 10?7 Zméni se néjak VAas dojezd, pokud si dadte podminku, Ze chcete byt schopni se vratit doma? =
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Cvigeni 1.9 Najdéte funkci f(z) tak, aby platila nésledujici rovnice:
(a) f'(z) =2f(2),
(b) f"(z) =-3f(z).
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2 Polynomy
Cvieni 2.1 Vydélte polynom p(x) polynomem ¢(z), pokud
(a) p(z) =23 +322 —z -3 aq(x) =z +1,
(b) p(z) =23 +322 —z -3 aq(z) =z +2,
(c) p(z) =z*+3z+2aq(z) =2?+x +1,
(d) p(z) =2’ +1aq(x)=x+1.
(e) p(z) =2’ +1lagq(z)=x—1.
n

Cviceni 2.2 Najdéte viechny kofeny polynomu p(x) = 2 + 322 — x — 3, jestlize vite, ze jednim z kotenii
je —1. Q

Cvigeni 2.3 Najdéte vSechny koieny polynomu p(z) = 23 — 922 — 162 + 60, jestlize vite, Ze jednim z kotenti
je 2. Q

3 Rozsireny Euklidiav algoritmus

[J) V této casti cviceni se také procvicime ve vlastnostech nejvétsiho spolecného délitele (ged).
I Cviceni 3.1 Necht a € Z, kolik je ged(a,0)? 1%

Cviceni 3.2 Dokazte nasledujici tvrzeni.
(a) Pro m # 0 takové, ze m|a a m|b, plati gcd(a/m,b/m) = ged(a, b)/m.

(b) Pro a nesoudélné s b plati ged(ab, ¢) = ged(a, ¢) - ged(b, ).

Cviceni 3.3 Najdéte pomoci rozsiteného Euklidova algoritmu nejvétsi spolec¢ny délitel a Bézoutovy koefi-
cienty cisel

(a) 124 a 523;

(b) 321 a 225.



Cviéeni 3.4 — Stamp problem. Princezna chce poslat drakovi pohled ze zemé za devatero horami. Tam
maji k dispozici jenom zndmky v hodnoté 47 zlatych a 22 zlatych. Za kazdou dalsi horu, kterou listonos
musi s pohledem prekonat, se plati 3-krat tolik, co za predchozi horu (odpovidé rychlosti oSoupavani si
podrazek s danym zatiZenim), a prvni hora stoji 2 zlaté. Na pohledu ovSsem musi byt cena presné, jinak
posta pohled odmitne dorucit. Poradte princezné, kolik kterych znamek ma pouzit.

Napovéda: zacnéte od Bézoutovy rovnosti. Q

4 Eulerova funkce

Cviceni 4.1 Pro Eulerovu funkci ¢ a dvé nesoudélnd kladné pfirozend ¢isla m a n plati o(mn) = o(m)p(n).
S vyuzitim tohoto faktu najdéte vzorec pro vypocet p(n) ¢isla n s prvociselnym rozkladem n = [[;%, pfl

Cvigeni 4.2 Spoctéte
(a) »(114),

(b) ©(432).

Reseni
Reseni Cviceni 1.1: (a) sin(z —3)3, derivace 3(x —3)? cos(x —3) (b) (sinz — 3)3, derivace 3(sin z — 3)? cos =
(c) sin (¥z + 3), derivace cos (¢/z + 3) 273 (d) V/sinz + 3, derivace % (sinz) % cosz

Reseni Cuiceni 1.2: (a) 1221433219 (b) 2ae?e® | (c) —#—%, (d) ;%_‘fl, (e) 0, (f) (14-2z)e?®, (g) 2aa20—1e™™
(h) (1 +1Inz)a”

Reseni Cvicent 1.3: apn!
Reseni Cuiceni 1.4: (a) a = 374 (b) a € {0,1}

Reseni Cviceni 1.7: © =2+ % km.
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Reseni Cwicend 1.9: (a) napft. €2, (b) napi. cos(V/3 - x) + —=sin(v/3 - )

V3
Reseni Cviceni 2.2: koreny jsou -3-1,1
Reseni Cvicend 2.3: koreny jsou -3,2,10

Reseni Cuviceni 3.1: ged(a,0) = |a| az na ged(0,0), coz neni definovano. (V nékterych zdrojich naleznete,
ze ged(0,0) = 0. Tento rozdil je zptusoben lehce odlisnou definici nejvétsiho spoleéného délitele.)

Reseni Cuviceni 8.3: 1 =123-523 —97-124; —7-321+10-225=3

Reseni Cviceni 3.4: Obecné lze nakombinovat jakoukouliv cenu vétsi nez nebo rovnou (a —1)(b— 1), kde a
a b jsou nesoudélné ceny zndmek. (Diikaz tohoto faktu neni rovnou vidét, je tfeba trosku zapracovat...)
Spocitame cenu v nasem pripadé 211:3; =2 196%3_1 = 19682.
Spocitame Bézoutovy koeficienty: —7 - 47 4+ 15-22 = 1.




Tedy 19682 (—7)-47+19682-15-22 = 19682 a rovnosti 22-47 — 47-22 = 0 vyrobime kladné koeficienty,
aby princezna nemusela lepit na pohled dluzni tpisy na znamky.

Hledame k takové, aby 19682 - (—7) + k- 22 > 0.

Najdeme k = 6263 a mame 19682-(—7)+22-6263 = 12 a 19682-15—47-6263 = 869, tedy 12-47+869-22 =
19682 a drak se muze tésit na psanicko!

Reseni Cvicend 4.1: Jelikoz &isla p?i v produktu jsou navzdjem nesoudélnd, plati

o(n) =[] o).
=1

Je snadné ovérit, ze pro lib. prvocislo p a prirozené kladné k plati <p(pk) = pF — p*~1 nebot soudélna &sla s

p* jsou pouze nasobky p a téch je mezi ¢isly od 1 do p* pravé p¥/p = pF~1. Z tohoto jiz pak snadno plyne,

) s0(n)=i:l7_n[1pf" (1—1>=nH(1—;).

pi pln

Reseni Cuiceni 4.2: (a) 36, (b) 144
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