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O3 Co byste si méli z tohoto cviceni odnést:

o jak poznat, Ze je néco grupoid / pologrupa / monoid / grupa,

e najit a poznat podgrupy ruznych grup.
A co byste se méli doucit, pokud to jeSté/uz neumite:

o staci znat z prednasky definice a zakladni vlastnosti vySe zminénych pojmu.

16 Grupoid, monoid, pologrupa, grupa — definice

Definice 16.1 Grupoid je usporadand dvojice (M, o), kde M je libovolna neprazdnd mnozZina a o je bindrni
operace na M.

o Pologrupa je grupoid (M, o), pro ktery je o asociativni operace.
o Monoid je pologrupa (M, o), ve které existuje neutralni prvek e takovy, ze

pro vsechna a € M plati eoca=aoe=a.

« Grupa je monoid (M, o), ve kterém ke kazdému a € M existuje inverzni prvek a~! takovy, ze

aloa=aoa ' =ec.

o Komutativni (abelovskd) grupa je grupa (M, o), kde o je komutativni operace.

Zakladni cvi¢eni 16.1 Urcete, které z nésledujicich ¢iselnych mnozin s uvedenou operaci tvori grupoid /
pologrupu / monoid / grupu / abelovskou grupu. Pokud existuje, najdéte neutralni prvek a zjistéte, jak
vypadaji inverzni prvky.

(a) (RY,+),

(b) R, "),
Yo ®\{03,4),

@) (@ -),

) (@),

() (@,+)
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(a) Je M uzaviend vudi operaci skladani funkci? Tzn. plati f o g € M pro vSechny funkce f,g € M?
(b) Je M uzaviens viici operaci inverze funkce? Tzn. plati f~! € M pro vsechny funkce f € M?

Cviceni 16.2 Bud M mnozina vSech prostych realnych funkei jejichz defini¢ni obor je roven R.
Je M s operaci sklddéani funkei grupoid / pologrupa / monoid / grupa / abelovska grupa? Q

Zakladni cvigeni 16.3 Méjme mnozinu M = {0, 1,...,n—1}. Rozhodnéte, zda tvori dvojice (M, o) grupoid
/ pologrupu / monoid / grupu / abelovskou grupu pokud je operace ,,o*

(a) séitani modulo n.

(b) nésobeni modulo n.

Cvi¢eni 16.4 Méjme mnozinu M = {0,1,2,3,4,5}. Odeberte z M co nejméné prvku tak, aby vysledna
mnozina spolu s nasobenim modulo 6 tvorila grupu. Q

Cvi¢eni 16.5 Mé&jme mnozinu M = {0,1,...,n — 1}. Jaké prvky musime z M odebrat, aby vysledna
mnozina tvorila spolu s operaci nasobeni modulo n grupu? Q

Cviceni 16.6 Bud P mnozina vSech redlnych polynomu. Je P uzaviena vuci derivaci? Tzn. plati p € P =
/
p' € P? m

Cviceni 16.7 Najdéte co nejmensi mnozinu M C R obsahujici alespon dva prvky takovou, aby s operaci
déleni tvorila grupu. Je vysledna grupa abelovska? Q

Cviceni 16.8 Najdéte co nejmensi mnozinu M C R obsahujici ¢islo 1 takovou, aby s operaci s¢itani tvotila
grupu. Q

/ monoid / grupu / abelovskou grupu. Pokud existuje, najdéte neutrdlni prvek a zjistéte jak vypadaji
inverzni prvky.

Q,0), kde aob = a’,
N\ {0},0), kde a o b = a?,
{-1,1},0), kde ao b = ab,

R,0), kde aob=a+ b+ ab,

) (
) (
) (

(d) (R,0),kde aocb=a+b+1,
) (
) (R?,0), kde A o B je stied tisecky mezi body A a B,
) (

Cvi¢eni 16.9 Urcete, které z nasledujicich ¢iselnych mnozin s uvedenou operaci tvori grupoid / pologrupu
N\ {0}, 0), kde n o m = ged(n, m).
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Cviceni 16.10 Tvori potenéni mnozina neprazdné mnoziny spolu s operaci sjednoceni mnozin grupu? =

Cviceni 16.11 Tvori potenéni mnozina neprazdné mnoziny spolu s operaci priniku mnozin grupu? ]

Cvi¢eni 16.12 Bud M = {(a,b) | a,b € R,a < 0 < b} (tj. mnozina otevienych omezenych intervala
obsahujicich nulu). Rozhodnéte, jestli M s operaci sjednoceni U tvoii grupoid / pologrupu. Ptidejte do
M jeden prvek tak, aby vznikl monoid. 9

Cviceni 16.13 Bud M = {(a,b) | a,b € R,a < 0 < b} (tj. mnoZina otevienych omezenych intervali
obsahujicich nulu). Rozhodnéte, jestli M s operaci pruniku N tvoii grupoid / pologrupu. Pridejte do M
jeden prvek tak, aby vznikl monoid. Q

(i) Tvori M s operaci s¢itani ¢isel grupu? Pokud ne, pfidejte/uberte co nejméné prvku tak, aby (M, +)

‘ Cvigeni 16.14 Uvazujme mnozinu M = {a + bv/2 | a,b € Q}.

byla grupa.
(ii) Tvori M s operaci ndsobeni ¢isel grupu? Pokud ne, pridejte/uberte co nejméné prvku tak, aby (M, -)
byla grupa.
1%
Cviceni 16.15 Je nésledujici tabulka Cayleyovou tabulkou abelovské grupy?
| [alblc[d]
alla|b|c|d
b|b|lal|d|c
cllecld|alb
dild|cl|b|a
|
Cviceni 16.16 Dokazte, ze kazda grupa rfddu mensiho nez 4 je abelovska. m

17 Podgrupy

Definice 17.1 Bud G = (M, o) grupa. Podgrupou grupy G nazveme libovolnou dvojici H = (N, o) takovou,
ze

« NCM,

e H = (N,o) je grupa.

|©]zakladni cvigeni 17.1 Méjme grupu Zg . Kolik mé prvka? Najdéte vSechny vlastni podgrupy této grupy. m

I Cvigeni 17.2 Které z nasledujicich mnozin jsou podgrupou grupy (Q \ {0},-)?
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(e) {1—1—271 n,meZ}

1+4+2m’
1%
| Jalblc[d]
allal|b|lc|d
blb|lal|d]|c
cllc|d|alb
dild|c|b]|a
|
Cvigeni 17.4 Je mnozina G = {a + by/2: a,b € Q,a # 0V b # 0} podgrupou grupy (R \ {0},-)? 1%

Cvi¢eni 17.5 Méjme monoid (M, o) a ozna¢me G := {a € M : a je invertibilni}. Zjistéte a odiavodnéte,

‘ Cviceni 17.3 Najdéte vSsechny podgrupy grupy zadané nasl. tabulkou.
| zda musi byt (G, o) grupa. 1%

Reseni
Reseni Cuviceni 16.1: (a) monoid — chybi inverze, (b) monoid — chybi inverze k 0, (c) grupoid — neni asoci-
ativni, (d) grupoid — neni asociativni, (¢) monoid — chybi inverze nuly, (f) abelovska grupa

Reseni Cviceni 16.2: (a) ano, (b) ne. Jde o monoid, operace sklddani funkei je asociativni a identické zob-
razeni je neutralni prvek.

Reseni Cviceni 16.3: (a) Jedna se o abelovskou grupu, kterou zna¢ime Z}. (b) Jednd se o monoid s neut-
ralnim prvkem 1, ktery je navic komutativni. O grupu se nejednd, protoze napiiklad k prvku 0 neexistuje
prvek inverzni.

Reseni Cuviceni 16.4: 7 Cviceni 16.3 (b) vime, ze M s uvedenou operaci tvoif monoid s neutralnim prvkem
1. Aby vznikla grupa je tieba z M odebrat prvky 0,2,3 a 4. K nim neexistuje prvek inverzni.

Reseni Cviceni 16.5: Musime odebrat viechny prvky, které nemaji multiplikativni inverzi modulo n (viz
predmét BI-ZDM). To jsou vSechna k z M takovd, ze ged(k,n) > 1. S uzitim Bézoutovy rovnosti a trochy
premysleni 1ze nahlédnout, Ze to jiz staci. Vyslednou grupu znac¢ime Z)>. Pozor na to, Ze grupa 7, ma
VZDY jinou nosnou mnozinu ne% grupa Z.

Reseni Cviceni 16.7: M = {1,—1}
Reseni Cviceni 16.8: M =7,

Reseni Cuviceni 16.9: (a) nic — neni uzaviené na operaci, (b) grupoid — neni asociativni, (c) pologrupa —
chybi neutralni prvek (je tam jenom pravy), (d) abelovska grupa — neutr. prvek je —1, inverze a !
(e) monoid — neutralni prvek 0, ale —1 nemd inverzi, (f) grupoid — neni asociativni, (g) pologrupa — je to
asociativni, ale chybi neutrdlni prvek (dikaz toho, ze takovy prvek neexistuje, je vhodné provést sporem)

=—a—2,
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Reseni Cviceni 16.12: jednd se o grupid a i o pologrupu, jako neutralni prvek je mozné vzit {0} (tj. mnozinu

obsahujici pouze nulu) nebo ().

Reseni Cviceni 16.13: jednd se o grupid a i o pologrupu, jako neutralni prvek je mozné vzit R (tj. mnozinu
vsech redlnych ¢isel)

Reseni Cvicend 16.14: V prvnim piipadé se o grupu zjevné jedna. Ve druhém je potieba odebrat nulu, tj.

prvek, kdy a = b= 0.
Reseni Cviceni 17.2: (a) ne, (b) ne, (c) ano, (d) ano, (e) ano
Reseni Cviceni 17.4: ano, je

Reseni Cviceni 17.5: Ano, (G, o) je grupa.

Changelog
Verze Datum Autor Log
1.2 23.09.2019 SS Oprava preklepu v definici grupoidu apod.
1.0 17.09.19 SS Vychozi verze.
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