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Poznamka

Co byste si méli z tohoto cviceni odnést:

> jak poznat, Ze je néco grupoid / pologrupa / monoid / grupa,
» najit a poznat podgrupy riznych grup.
A co byste se méli doudit, pokud to jesté/uz neumite:
> staci znat z prednasky definice a zakladni vlastnosti vyse zminénych pojm.
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16. Grupoid, monoid, pologrupa, grupa — definice

Definice 16.1

Grupoid je usporadané dvojice (M, o), kde M je libovolnd neprdzdnid mnozina a o
je binarni operace na M.

> Pologrupa je grupoid (M, o), pro ktery je o asociativni operace.

> Monoid je pologrupa (M, o), ve které existuje neutralni prvek e takovy, Ze
pro véechnaa € M plati eoca=aoe=a.

> Grupa je monoid (M, o), ve kterém ke kazdému a € M existuje inverzni prvek

a~! takovy, Ze
aloa=aoat=e.

» Komutativni (abelovskd) grupa je grupa (M, o), kde o je komutativni operace.

NI-MPI cviéeni 6 3 /12



Zakladni cviceni 16.1

Urcete, které z nasledujicich &iselnych mnoZin s uvedenou operaci tvori grupoid /

pologrupu / monoid / grupu / abelovskou grupu. Pokud existuje, najdéte neutralni
prvek a zjistéte, jak vypadaji inverzni prvky.

(@) (R,+),
(b) (R],),

(c) (RA\{0},+),
(d) (@),

(¢) (@),

(f) (@ +).
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Cviceni 16.2

Bud' M mnozina vsech prostych realnych funkcri jejichz definicni obor je roven R.

(a) Je M uzaviena vii¢i operaci sklddani funkci? Tzn. plati f o g € M pro
vsechny funkce f,g € M?

(b) Je M uzavien viici operaci inverze funkce? Tzn. plati f=' € M pro vsechny
funkce f € M7

Je M s operaci skladani funkei grupoid / pologrupa / monoid / grupa / abelovska
grupa?

Zakladni cviceni 16.3

Méjme mnoZinu M = {0,1,...,n — 1}. Rozhodnéte, zda tvofi dvojice (M, o)
grupoid / pologrupu / monoid / grupu / abelovskou grupu pokud je operace ,,0"
(a) scitani modulo n.

(b) nasobeni modulo n.
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Cviceni 16.4

Méjme mnozinu M = {0,1,2,3,4,5}. Odeberte z M co nejméné prvki tak, aby
vyslednd mnozina spolu s ndsobenim modulo 6 tvorila grupu.

Cviceni 16.5

Méjme mnozZinu M = {0,1,...,n — 1}. Jaké prvky musime z M odebrat, aby
vysledna mnoZina tvorila spolu s operaci nasobeni modulo n grupu?

Cviéeni 16.6

Bud' P mnoZina vsech redlnych polynomi. Je P uzaviena vici derivaci? Tzn. plati
peEP=p eP?

Cviceni 16.7

Najdéte co nejmensi mnozinu M C R obsahujici alespori dva prvky takovou, aby s
operaci déleni tvorila grupu. Je vysledna grupa abelovska?
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Cviceni 16.8

Najdéte co nejmensi mnozinu M C R obsahujici Cislo 1 takovou, aby s operaci
scitani tvorila grupu.

Cviéeni 16.9

Urcete, které z ndsledujicich &iselnych mnoZin s uvedenou operaci tvofi grupoid /
pologrupu / monoid / grupu / abelovskou grupu. Pokud existuje, najdéte neutralni
prvek a zjistéte jak vypadaji inverzni prvky.

(a) (Q,0), kde aob = a’,

(b) (N\ {0},0), kde aob=a®,
(c) ({~1,1},0), kde aob = a’,
(

R,0), kde aob=a+ b+ ab,
R2,0), kde A o B je stted tdsecky mezi body A a B,

) (
) (
d) (R,0), kdeaob=a+b+1,
) (
) (
) (N'\ {0}, 0), kde n om = ged(n,m).
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Cviceni 16.10
Tvori potencni mnoZina neprazdné mnozZiny spolu s operaci’ sjednoceni’ mnozin
grupu?

Cviceni 16.11

Tvori potencni’ mnozina neprazdné mnoZziny spolu s operaci priiniku mnozin grupu?

Cviceni 16.12

Bud M = {(a,b) | a,b € R,a < 0 < b} (tj. mnoZina otevienych omezenych
intervalii obsahujicich nulu). Rozhodnéte, jestli M s operaci sjednoceni’ U tvofi
grupoid / pologrupu. PFidejte do M jeden prvek tak, aby vznikl monoid.

Cviceni 16.13

Bud M = {(a,b) | a,b € R,a < 0 < b} (tj. mnoZina otevienych omezenych
intervalii obsahujicich nulu). Rozhodnéte, jestli M s operaci priiniku N tvofi
grupoid / pologrupu. PFidejte do M jeden prvek tak, aby vznikl monoid.
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Cviceni 16.14

Uvazujme mnoZinu M = {a +bv/2 | a,b € Q}.

(i) Tvofi M s operaci s¢itani &isel grupu? Pokud ne, pfidejte/uberte co nejméné

prvkd tak, aby (M, +) byla grupa.

(ii) TvoFi M s operaci ndsobeni &isel grupu? Pokud ne, pfidejte/uberte co
nejméné prvkd tak, aby (M, -) byla grupa.

Cviéeni 16.15

Je nasledujici tabulka Cayleyovou tabulkou abelovské grupy?

| [alb[c[d]
allal|bl|cl|d
bilb|lal|d]|c
cl|lle|d|al|bd
dild|c|b]|a

Cviceni 16.16

Dokazte, Ze kazda grupa radu mensiho nez 4 je abelovska.
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17. Podgrupy

Definice 17.1

Bud G = (M, o) grupa. Podgrupou grupy G nazveme libovolnou dvojici
H = (N, o) takovou, ze

» N C M,

> H = (N,o) je grupa.

Zakladni cviceni 17.1
Méjme grupu Z§ . Kolik ma prvkd? Najdéte vSechny vlastni podgrupy této grupy.
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Cviceni 17.2

Které z nasledujicich mnozin jsou podgrupou grupy (Q \ {0},-)?
(a) mnozina sudych cely Cisel bez nuly,

(b) mnoZina lichych celych Cisel,
(c) {2™: n e Z},

(d) {2™-3™: n,m € Z},

(e)

1+2n c7
e :
T+2m ™

©

Cviceni 17.3
Najdéte vsechny podgrupy grupy zadané nasl. tabulkou.

[ llaf[b[c[d]
allal|bl|cl|d
bilb|lal|d]|c
cl|le|d|al|b
dlld|c|b]|a
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