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Problémy, navrhy apod. hlaste v GitLabu.
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3 Co byste si méli z tohoto cviceni odnést:

e jak najit podgrupy generované mnozinami,

e jak najit efektivné generdatory multiplikativnich grup modulo prvocislo p.
A co byste se méli doucit, pokud to jeSté/uz neumite:

o staci znat z prednasky definice a zakladni vlastnosti vySe zminénych pojmu.
18 Cyklické grupy a generatory
Cviceni 18.1 Najdéte vSechny generatory a vSechny podgrupy grupy fo,. Najdéte také inverzni prvky ke

vSem prvkum. m

Cviceni 18.2 Najdéte konecnou grupu, kterd ma podgrupy radu 3,5 a 7. m

|

Cviceni 18.3 Najdéte podgrupu grupy (Z, +) generovanou mnozinou

(a) {2},

(b) {2,3},

(c) {2,5},

(d) {6,15},

(e) {n,m}, kde n # m jsou kladnd prirozena ¢isla.

1%

I Cviceni 18.4 Popiste jak vypadaji podgrupy cyklické grupy (Z,+). Q

Zname z prednasky: Je-li (G,o) cyklickd grupa fddu n a a néjaky jeji generdtor, potom a* je také
generdtor tehdy a jen tehdy, kdyZ k a n jsou nesoudélnd (tj. ged(k,n) = 1).

Cvi¢eni 18.5 Najdéte vSechny generdtory a vSechny podgrupy grupy Zp|. Najdéte také inverzni prvky ke
vSem prvkim. m
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Cvi¢eni 18.6 Najdéte vSechny generdtory a vSechny podgrupy grupy Z;,. Najdéte také inverzni prvky ke
vSem prvkim. m

Cvi¢eni 18.7 Najdéte nejmensi podgrupu grupy regularnich matic z R33 s klasickym maticovym nasobe-
nim, ktera obsahuje matici

1
0
0

S = O

1
0
1

) Je tato podgrupa cyklicka?

) Je cyklické vys$e zminéna grupa vsech reguldrnich matic z R33?

Cviceni 18.8 Najdéte vSechny generatory a podgrupy aditivni grupy modulo 22, tj. grupy Z22 Q

Cviceni 18.9 Najdéte vsechna kladna n € Z takova, ze grupa Z, ma rad 12. 9

ktera obsahuje
) ¢isla 5 a 10;

vSechna prvocisla.

Cvic¢eni 18.11 Budte f a g dvé permutace z Sg, kde
f=1(2,4,5,6,3,1,8,9,7) a ¢g=1(81,52,6,3,7,9,4).
a) Cemu se rovna f o g?

b) Cemu se rovné (f), tzn. nejmensi podgrupa S,, obsahujici f?

1009

‘ Cviceni 18.10 Najdéte nejmensi podgrupu grupy (R*,-) kladnych redlnych ¢isel s klasickym ndsobenim,
| (c) Cemu se rovna f'% o g

Cviceni 18.12 Naleznéte grupu G a dva jeji prvky a, b fadu 3 takové, ze prvek ¢ = a o b nemé 7ad 3 a neni
neutralni. Muze byt grupa G abelovska? L]

19 Generatory grup Z;

I Cvi¢eni 19.1 Jaké je pravdépodobnost, ze ndhodné zvoleny prvek grupy Zs5 je generdtor? Q
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prvkem 5.)
) Je 2 generator grupy Zs?

Zakladni cviceni 19.2
) Je 5 generdtor grupy Z33? (Pokuste se toto ovéfit ¢i vyvratit bez nutnosti vy¢tu mnoziny generované
) Naleznéte vSechny generatory grupy Zss.

|©|Zakladni cvigeni 19.3 Ukazte 7e mnozina H = {a : a € Z33} je podgrupa grupy Z3; a zjistéte jeji fad. m

| Cvigeni 19.4 Mé&jme libovolna pfirozend &isla k a n. Ukazte Ze mnozina H = {a* : a € Z)} je podgrupa
grupy Z) a zjistéte (popisté a zduvodnéte), pro ktera k se jednd o vlastni podgrupu. [
I Cvi¢eni 19.5 Naleznéte nosnou mnozinu grupy Zjg a vSechny jeji generatory. 1%
I Cvi¢eni 19.6 Naleznéte nosnou mnozinu grupy Zj, a vSechny jeji generatory. Q
Reseni

Reseni Cuviceni 18.3: (a) sudd &isla, (b) (Z,+), (¢) (Z,+), (d) nasobky tif, (e) nasobky ged(n,m)
Reseni Cviceni 18.4: Z predchoziho cviteni lze odvodit, ze se bude jednat vzdy o podgrupy tvaru (k), k € Z.

Reseni Cuviceni 18.8: Obecny postup je nasledujici. Najdeme néjaky generator g: v grupé Zs, je to snadné,
nebot o¢ividnym generdtorem je 1. Potom vyuzijeme vétu, kterd iika, Ze g* je generdtor pravé kdyz k je
nesoudélné s fddem grupy: v grupé Zj, se pouziva aditivni znaceni, takze misto g* piseme k x g a generatory
jsou tedy ¢isla k x 1 = k nesoudélnd s fadem grupy 22. Takovych ¢isel je ¢(22) = p(2)p(11) =1-10 = 10
(Eulerova funkce): {1,3,5,7,9,13,15,17,19,21}.

Reseni Cviceni 18.9: Odpovédi je samozfejmé ¢islo 42, ale nenf samo. Viechna mozné hledand n miizeme
najit diky tomu, ze fad grupy Z, je roven ¢(n), kde ¢ je Eulerova funkce. Hledéni n takovych, ze Z ma
rad 12 tedy odpovida feseni rovnice

o(n) = 12.

Postupovat muzeme bud tak, ze vyuzijeme faktu, ze pro hodnotu ¢(n) existuji spodni odhady (vizte
napt. zde), a pak projdeme vSechna n, pro kterd je tento odhad mensi nez 12. Tento postup je ale zoufale
nematematicky, a proto jej tady nebudeme rozpitvavat.

Zajimavéjéi je postup analyticky. Vyjdeme z toho, ze ¢(n) se da napsat jako soucin vyrazi tvaru (p¥ —
1), kde p* je nejvyssi mocnina prvocisla p, kterd déli n. Cislo 12 se d4 napsat jako soucin celych kladnych
Cisel pouze osmi zpusoby:

12=1-12=2-6=1-2-6=2-2-3=1-2-2-3=4-3=1-4-3.

Hledéme tedy prvocisla p a kladné celd ¢isla k takova, Ze vyraz (p* — pF~1) se rovnd 1, 2, 3, 4, 6 nebo 12.
Snadno ovérime, Ze pro vsSechna uvazovand p a k plati (pk —pF Yy >p—1aze (p’l‘c — pkil) je rostouci
posloupnosti (vzhledem ke k). Proto plati (p* — p*~1) = 1 pouze pro p =2 a k =1, (p* — p¥~1) = 2 pouze
prop=3ak=1resp. p=2ak =2 (pro vétsi hodnoty p a k uz je vyraz nutné vétsi nez 2). Podobné
dostaneme, ze (p* — p*~1) = 3 nema4 feseni. Z toho je zfejmé, Ze neni tfeba uvazovat posledni étyii souciny
ve vyctu vyse:

2-2-3=1-2-2-3=4-3=1-4-3.

40


http://math.stackexchange.com/questions/301837/is-the-euler-phi-function-bounded-below

A zbyvé tedy vyiesit rovnici (p* —pF~1) = 6 opét staci uvazovat pouze prvoéisla ostie mensi nez 8 a prvnich

par hodnot k. Dostaneme pouhé dvé feseni: p=7ak=1resp. p=3a k =2.
Celkové tedy dostavame pro hledand n nésl. moznosti prvociselnych rozkladi:

n=13n=2-13,n=3-T,n=2-3-7,n=2%-7,n=2%2.32
tedy cisla 13,26, 21, 42, 28, 36.

Reseni Cuiceni 18.10: (a) Budeme dopliiovat ¢isla do mnoziny {5, 10} tak, aby byly splnény vSechny poza-
davky na grupu.

1. Abychom zajistili uzavienost vic¢i operaci nasobeni, musime pridat 5-5,5-5-5,... neboli vSechny
mocniny pétky 5%,k =1,2,3,.... Podobné pro 10 musime pfidat 10¢,¢ = 1,2, 3, .... MnoZina ale stale
neni uzaviend, neb tam chybi napf. sou¢in 5210, proto musime pridat vSechna &sla tvaru 5¥10¢, kde
alespon jedno z nezapornych ¢isel k a £ je nenulové. Takova mnozina jiz je uzaviena.

2. Asociativita je vlastnost operace a operace nasobeni ¢isel je samoziejmé asociativni.

3. Neutralni prvek je &slo jedna a to ndm tam stale chybi, proto umoznime i p¥ipad, kdy v 5¥10¢ jsou
nulové k i ¢, a tim ziskdme monoid: i po pridani ¢isla 1 mnozina zistava uzaviena.

4. Inverze k prvku 5510¢ je &islo 57%107¢, pfiddme tam tedy i tato ¢isla a vysledek je mnozina
{5%10° | k.t e 2},

kterd je uzaviend vici nasobeni (to je tfeba zkontrolovat pokazdé, kdyz tam néco priddme, neb by se
uzavienost mohla narusit), a tedy se jiz jednd o grupu. Z konstrukce je jasné, ze se jedna o nejmensi
moznou grupu.

(b) U mnoziny prvocisel postupujeme podobné: musime piidat vsechny kladné mocniny vsech prvoéisel,
a pak také vSechny jejich vzajemné sou¢iny. Tim ale dostaneme vsechna celd ¢isla ostfe vétsi nez 1 (kazdé
takové ¢islo se dd napsat jako sou¢in mocnin prvoécisel!). Tak dostaneme grupoid. Asociativita opét plati a
po pridani jednicky dostédvame monoid. Abychom dostali grupu, pridame ke vSsem kladnym celym c¢islam
inverze: v mnoziné tak mame ¢isla 1,2,3,...a1/2,1/3,1/4,.... Tato mnozina ale neni uzaviena (napt. chybi
3 -1/5), proto musime pfidat i vSechny vzéjemné souciny a tim dostaneme QT, mnozinu vSech kladnych
racionalnich ¢isel, kterd jiz tvori grupu.

Reseni Cviceni 18.11: cdst (i): Zapis f = (2,4,5,6,3,1,8,9,7) vlastné znamena, ze f(1) = 2, f(2) =

4, f(3) = 5, a tak dale. Slozeni f o g se pak konstruuje jako standardni sloZeni zobrazeni. Naptiklad

(fog)(1) = f(g(1)) a jelikoz g(1) =8 a f(8) =9, je (f o g)(1) = 9. Opakovanim této dvahy dostaneme, Ze
fog = (9727374)1)5787756)‘

cast (i1): Abychom lépe pochopili strukturu permutace f, nakreslime si nasledujici orientovany graf: vrcholy
budou ¢isla 1 az 9, tedy defini¢ni obor f, a z vrcholu k povede vzdy pravé jedna Sipka do vrcholu f(k).
Napt. z 1 vedeme sipku do 2, z 2 do 4 atd. Vysledek vypada takto:

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Snadno si rozmyslime, ze pro kazdy vrchol plati, ze z ného vede pravé jedna sipka (neb f je zobrazeni), a
také Ze do ného vede pravé jedna Sipka (neb f je bijekce!). To nutné znamend, zZe se graf skldada z uzavienych
nezavislych cykli. Pro permutaci f jsou to cykly na vrcholech 1,2,4,6 (Cervené sipky), 3,5 (¢erné Sipky)
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a 7,8,9 (modré Sipky). S pomoci tohoto grafu snadno zjistime, jak vypadaji mocniny f. Napi. f? ziskdme
tak, ze vzdy udélame po Sipkach dva kroky: 1 se zobrazi na 4, 2 na 6, 3 na 3 atd. Celkové

f*=(4,6,3,1,5,2,9,7,8).

Vime, ze obecné plati

(f)y={r": kez}.
Diky obrazku vyse ovSem vime o permutaci f dilezitou véc: mocnéni f znamené pohyb po cyklech délky 4,
2 a 3. Nejmensi spoleény nasobek téchto ¢isel je 12 a tak plati, ze 12 = f0 = id. Z toho jiz plyne, Ze
(H={f - kezy={f1" 2. 1}

Jak pfesné tyto permutace vypadaji ziskdme snadno z obrazku vyse.

¢dst (iii): Z predchoziho bodu vime, ze f1% se rovna f4, protoze 100 = 4 (mod 12). Abychom si zjednodusili
podobné ¢'% nakreslime si opét pifslusny orientovany graf a z ného zjistime, ze g obsahuje cykly délek 5,
3 a 1. Nejmensi spoleény nasobek téchto ¢isel je 15, a tedy plati ¢g'%° = ¢'°. Nyni uz jednoduse zjistime, ze

100 g" = f1og'% =(1,2,3,4,5,6,8,9,7) 0 (1,2,5,4,6,3,7,8,9) = (1,2,5,4,6,3,8,9,7)..

Reseni Cviceni 19.1: JelikoZ poéet generatorti je (22) = 10, je pravdépodobnost rovna 10/22 = 0, 45454545 - - -

Reseni Cuiceni 19.2: (a) ano, je, (b) ne, neni, (c) {5¥ mod 23 : ged(k,22) = 1}.
Reseni Cviceni 19.5: Nosna mnozina je {1,5,7,11,13,17} a generatory jsou prvky 5 a 11.
Reseni Cviceni 19.6: Nosna mnoZina grupy ZJ, je mnozina {1,7,11,13,17,19,23,29}. Dle véty z piednésky

(30 neni tvaru 2, 4, p¥, nebo 2p*, kde p je liché prvocislo a k je kladné pfirozené é&islo) se nejednd o cyklickou
grupu a proto jeji mnozina generatorl je prazdna.

Changelog
Verze Datum Autor Log
1.11 15.2.23 SS Oprava preklepu v reseni prikladu se 2 permutacemi.
1.1 15.10.18 SS Vyhozena c¢éast prikladu hovorici o izomorfismech.
1.0 3.10.18 SS Verze z roku 2017/2018.
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