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0 Co byste si méli z tohoto cvic¢eni odnést:

o Jak poznat, jestli dana trojice ,,mnozina a dvé bindrni operace” tvori okruh nebo téleso.
o Jak pocitat v télesech, kde se ndsobi modulo ireducibilni polynom.

A co byste se méli doucit, pokud to jesté/uz neumite:

o Jak funguje rozsiteny FEukliduv algoritmus.
e Co je to ireducibilni polynom.

22 Okruhy a télesa

Definice 22.1 — okruh (ring). Budte M neprazdnd mnozina a + a - bindrni operace na této mnoziné.
Rekneme, Ze trojice R = (M, +,-) je okruh, pokud plati:

o (M,+) je abelovska grupa,
e (M,-) je monoid,
o plati (levy a pravy) distributivni zakon:
(Va,b,c € M)(a(b+¢) = ab+ac A (b+ c)a = ba + ca).

Definice 22.2 — téleso (field). Okruh T' = (M, +,-) se nazyva téleso, jestlize (M \ {0},-) je abelovska
grupa. Tuto grupu nazyvame multiplikativni grupou télesa T

a) Mnozina celych sudych cisel.

(
(b

Mnozina celych lichych c¢isel.

d

)
)
(¢) Mnozina celych ¢isel.
(d) Mnozina nezapornych celych ¢isel.
)

(e) Mnozina raciondlnich éisel.
Cviceni 22.2

(a) Je mnozina matic (R™", +, ) se s¢itdnim po prvcich a maticovym nasobenim okruhem?

‘ Cviceni 22.1 Zjistéte, zda nasledujici mnozina s operacemi obvyklého s¢itani a nasobeni cisel tvori okruh:
| (b) Je télesem? Pokud neni, jakou podmnozinu jejiho nosice lze vzit, aby télesem byla (pfi pouziti stejnych
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bindrnich operaci)?

Cviceni 22.3 Uvazujme néjakou abelovskou grupu G' = (M, +) a mnozinu vsech homomorfismu z G do G.
Ozna¢me ji End(G) (takovému homomorfismu se fikd endomorfismus). Zavedme s¢itdni homomorfismu
f,g € End(G) takto:

Ve € G, (f +9)(z) = f(z) + g(2).

Je (End(G),+, o) okruhem? Je télesem? Symbolem o zna¢ime sklddéni zobrazeni jako v predchozich

cvicenich. C
23 Konecna télesa radu p"
[J)) Jako dalsi zajimavy studijni material je k dispozici ukazkovy SageMath Jupyter notebook.
Pro hledan{ inverznich prvka v Z) se pouziva rozsifeny Euklidav algoritmus. Jiz byste jej méli znat, ale
pro jistotu si jej nyni pripomeneme.
* kladni cvi¢eni 23.1 V télese Zogz najdéte multiplikativni inverzi k prvku 112. Q
Zakladni cvigeni 23.2 Rozhodnéte, zda je polynom P(x) ireducibilni nad télesem Zs, kde
=23+ 22+ 1;
=22 + 22+ 2;
|
Zakladni cvigeni 23.3 Rozhodnéte, zda je polynom P(z) ireducibilni nad télesem Z3, kde
(a) P(z) = 2z*+ 2% + 2z + 1;
(b) P(z)=z*+ 23+ 2+ 2
(c) P(z) = =zt+z+2
9
Cviceni 23.4 Sestavte Cayleyho tabulky pro obé operace pro téleso GF(22), kde se ndsobi modulo z2+z—1.
Najdéte neutralni prvky, generatory a inverzni prvek k z + 1 a x. Q
Cviceni 23.5 Sestavte Cayleyho tabulku pro nasobeni pro téleso GF(3?), kde se ndsobi modulo 22—z —1.
9
I vigeni 23.6 Najdéte vSechny ireducibilni polynomy z okruhu Zs[z] stupné mensiho nez 5. Q
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Zakladni cvigeni 23.7 V télese GF(32), kde se nasobi modulo ireducibilni polynom x? + 2x + 2, najdéte

(a) vSechna y takova, aby 21(y + 11) = 01 + y,

(b) najdéte vSechny generatory multiplikativni grupy tohoto télesa.

1%
Cviceni 23.8 Uvazujme téleso GF(23), kde se ndsobf modulo 23 + z + 1.
(a) Definujte pojem ireducibilni polynom nad télesem Zs.
(b) Najdéte inverzni prvek k prvku 010.
(c) Vypocitejte
100 - (010)~* + 010 - 010
Q
Cvigeni 23.9 V télese GF(3%) kde se ndsobf modulo 2® + 2z + 2 najdéte
inverzni prvek k prvku 011,
) vypoctéte 101 - 222.
1%
Cvi¢eni 23.10 V télese GF(23), kde se ndsobi modulo 2% + 22 + 1, najdéte
inverzni prvek k prvku 101,
) vSechna y z tohoto télesa spliujici rovnici
101 - (100 + ) = 100
9
Cviceni 23.11 Uvazujte téleso GF(2%), kde se poéitd modulo polynom z* + 22 + 1.
(a) Najdéte inverzi k prvku 1100.
(b) Vyfeste rovnici (y + 1010)(0101 + 1100) = 0110.
(c) Najdéte vsechna y z tohoto télesa spliujici rovnici
y? 4+ y + 1010 = 0000 .
1%
Cvigeni 23.12 Bud « tzv. zlaty fez, tedy kofen polynomu 22—z — 1. Ozna¢me Z3(a) = {aa+b | a,b € Z3}
mnozinu, kde se s¢itd po slozkdch modulo 3 (napf. (o +2) + 2a+2) =3a+4=0a+1 =1, v jiném
zaplsu 12 + 22 = 01) a nésobi klasicky (napi. (2a +1)-a=2a?+a =2(a+ 1) +a =3a+2 = 2). Je
) téleso? Jestli ano, najdéte Cayleyho tabulku pro ndsobeni. (Srovnejte s Piikladem 23.5) m
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Cvigeni 23.13 Necht v(z) = 2™ + am-12™"1 + -+ + a12 + ag je polynom z okruhu Z,[z], kde p je
prvocislo a m je kladné celé cislo. Dokazte ze plati

(v(@))P = v(a),

tj. ze umocnit polynom v(x) na p je to samé, jako do ného dosadit jako argument xP.
[Ndpovéda: 1ze dokdzat pomoci Fermatovy véty a vhodné pouzité binomické véty] Q

Cviceni 23.14 V télese GF(3?), kde se nasobi modulo ireducibilni polynom 2 + 2z + 1, najdéte vSechna
y takova, aby y'%7 = 111. 9

Cvi¢eni 23.15 Rozhodnéte, jestli je polynom 423 + 222 + 42 + 2 ireducibilni nad Zs. Q

) Naleznéte inverzni prvek vzhledem k nasobeni k prvku z? 4 2z.

Naleznéte viechna y € GF(52), kterd spliuji 120 - 42 = 111.

v
Cvigeni 23.17 Mgjme téleso GF(5%), kde se nasobi modulo ireducibilni polynom z3 + 3z + 3.
(a) Naleznéte inverzni prvek vzhledem k nasobeni k prvku 22 + 2z + 1.
(b) Naleznéte viechna y € GF(5%), kterd spliuji 121 - (y? +y + 1) = 101.

|

Cviceni 23.18 Mg&jme dvé télesa, , F' a F’, prvociselného fadu p. Dokazte, Ze jsou tato télesa izomorfni. m

Cvi¢eni 23.19 Méjme dvé télesa, F a F’, fddu 8. V F se nasobi modulo 234+ z+1 a v F/ modulo 23+ 22 +1.
Naleznéte izomorfismus téchto dvou téles. m

\Zakadn cviceni 23.16 M&jme téleso GF(5%), kde se nasobf modulo ireducibilni polynom 3 + 3z + 3.

Reseni
Reseni Cuviceni 22.1: (a) ani okruh (chybi neutralni prvek vici nasobeni), (b) ani okruh, ani téleso, (c)
okruh, ale ne téleso, (d) ani okruh (e) téleso.

Reseni Cviceni 22.2: Okruh ano, téleso ne. Ani podminka regularity nestaci, nebot soucet regularnich matic
nemusi byt reguldrni. Dokonce ani regularni diagonédlni nefunguji.

Reseni Cviceni 23.1: jelikoz 23-263+(—54)-112 = 1, je 112-(—=54) = 1 (mod 263) a tedy 11271 = —54 = 209
(mod 263)

Reseni Cviceni 23.3: (a) Protoze P(1) = 0, m4 polynom kofen a nenf ireducibilni. (b)Snadno spocteme, Ze
P(0) =2, P(1) =2, P(2) = 1. Proto P(z) nemd kofen. Pfesto neni polynom P(xz) ireducibilni, nebot lze
vyjadiit jako P(x) = (22 + 2+ 2) - (22 +1). (¢) P(z) je ireducibilni.

Reseni Cuviceni 23.4: Celkové tabulka pro operaci nasobeni vypadé takto:
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| 01]10]11|
0L JJor]10]11
10 [[10]11]01
11 [[11]01]10

Generatory jsou jak 10 tak 11.

Reseni Cuviceni 23.5: Naznak Tesent:
o1]o02]10]11|12]20]21]|22]
21 |21 [12]02[20[11]01][22]10]

Vyuzijte distributivniho zékona! Napt. vime-li, ze 21 - 01 = 21 a 21 - 10 = 02, spoc¢itdme 21 - 12 = 21 - (10 +
014+01)=02+21+421 =44 =11.

Reseni Cviceni 23.6: Polynomy stupné 1 jsou vSechny ireducibilni, 22 + 2 + 1 je jediny ireducibilni stupné
2, dalsi ireducibilni jsow: 23 + 22 + 1, 23 + 2+ 1, 2* + 2+ 1L, 2t + 23 + 1, 2 + 23 4+ 22 + 2 + 1

Reseni Cuviceni 23.7: (a) Jelikoz 22 se v této grupé rovnd z+1a (2z+1)(z+1) =222 +1 = 22+2+1 = 2z,
miuzeme rovnici pomoci distributivniho zdkona

21(y + 11) = 01 + y

prepsat do tvaru
21y +11) =21y +21-11 =21y + 20 = 01 + ».

K obou stranam rovnice pricteme 02y 4 10 a dostaneme
21y + 02y = 20y = 11.
Je tfeba najit multiplikativni inverzi prvku 20. Pak po dpravé plati, ze
y=20"1.11.
Inverzi k 20 = 2x najdeme bud pomoci rozsireného Euklidova algoritmu, nebo si prosté vsimneme, Ze
202+ 1) =2 +2x=a+1+22=1.

Dostavame tak
y=21-11=20,
jak jsme jiz spocitali vyse.

(b) Z piednasky vime, Ze multiplikativni grupy téles GF(p*) jsou vizdy cyklické. Jelikoz v ptipadé GF(3%)
mé multiplikativni grupa fad 8 (prvek 00 musime vyhodit), mé celkem ¢(8) = 4 generdatoru. Zkusme jeden
z nich najit a vygenerovat pomoci ného vsSechny ostatni prvky. Za¢néme napt. s prvkem 10 = x (prvky 01
a 02 jisté generatory nejsou). P¥i ndsobeni vyuzivime toho, Ze v zadaném télese je 22 = x + 1:

1‘2:$+1,QS‘3:1‘2+$:2J}+1,1‘4:2$2+1‘:2,3§‘5:2$,1‘6:2$+2,x7:$+2,$8:1,

a tedy 10 je generétor.

Daéle pouzijeme vétu, kterd iikd, Ze umocnime-li generator na vSechny exponenty nesoudélné s fadem (pro
fad 8 tedy cisla 1,3,5,7), dostaneme vSechny generatory. Dle tohoto nédvodu dostdvame vysledek: vsechny
generatory jsou prvky 10, 21, 20 a 12.

Reseni Cuiceni 23.8: (b) 101, (c) 110
Reseni Cuiceni 23.9: (a) 120, (b) 1.

Reseni Cuviceni 23.10: (a) 111, (b) 010
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Reseni Cviceni 23.11: Ozna¢me polynom ze zadéani p(z) = z* + 23 + 1.
(a) Pouzitim jednoho kroku rozsifeného Euklidova algritmu dostavdme Bézoutovu rovnost ve tvaru
1=p(x) —z- (2% +2°).
Inverzi k 23 4 22 je tedy x, v fedi koeficient (1100)~! = 0010.
(b) Pfimocarymi upravami vyjadiime y jako
y = (1001)~! - 0110 — 1010. (1)
Je tfeba nalézt inverzi 1001, ozna¢me si ¢(z) = x> + 1 a pouzijme rozsifeny Euklidiv algoritmus

podil zbytek
p(x) q(@) 41 z=p)-(z+1)q()
q(z) =z 22 1=gq(z)—2% 2= (23 + 2%+ 1)q(x) — 2%p(x)

Tudiz hledanou inverz{ je (1001)~! = 1101. Dosazenim do (1) dostavame vysledek
y = 1101 -0110 — 1010 = 0101 — 1010 = 1111.

Soucin 1101 a 0110 lze vypocitat vynasobenim piislusnych polynomi (nezapomente, ze koeficienty se
pocitaji modulo 2)

(P2 + 1) (@ +2)=2+ 2+ 2%+ 2
a vypoctenim zbytku po déleni polynomem p(z):

(2 + 2+ 2% +2) (mod p(z)) = 2° + 1.

(c) Libovolné y z GF(2%) lze vyjadfit ve tvaru y = abed, resp. y(x) = ax®+br?+cx+d, kde a, b, c,d € {0, 1}.
Nejprve je potreba vypocitat kvadrat y, ¢ili nejprve vynasobit polynomy
y(z)? = a®x8 + 2aba® + (b7 + 2ac)x? + 2(ad + be)x® + (¢? + 2bd)x? + 2cdx + d* =
= ax® + bzt + c2® + d.
Zde jsme opét pouzili toho, Ze slozky jsou dany modulo 2 a navic a? = a pro a € {0, 1}. Déle je nutné
nalézt zbytek po déleni polynomem z* + 23 4 1. Pouzitim standardniho algoritmu dostévame

azx® + bzt +ex? +d (mod zt + 23 +1) = —(a+b)2® + (c—a)z’ +ax+d—a—b.
Tj. y(z) - y(z) = —(a + b)a® + (¢ — a)2® + ax + d — a — b. Hleddme a, b, ¢, d € {0,1} tak, aby

y(x)2+y(x)—|—:r3+x:(1—b):1:3+(c—a+b)x2+(a—i—c—i—l)x—a—béo.

Koeficienty jsme opét upravili modulo 2. Z prvniho koeficientu jasné plyne, ze b = 1. Takze potom a = 1
(absolutni ¢len) a ¢ = 0 (linedrni ¢len). Kvadraticky ¢len je pak nulovy c —a+b=0—-1+1=10. Na
d jsme zadnou podminku neziskali a muze proto byt libovolné. Shrnujeme, ze feSenim zadané rovnice
jsou dvé

yr = 1100 a gy = 1101.

Reseni Cviceni 23.13: Budeme chtit vyuzit binomické véty, kterd 1ika, ze pro libovolna redlné ¢isla a a b (a
klasické ndsobeni a séitdni ¢isel) a nezdporné celé ¢éislo n plati:

n

n

a+b)" = a"kpk,

(a+b)"=>" ( k)
k=0

Abychom binomickou vétu dokézali (a ddvala smysl), potiebujeme védét, ze séitani a ndsobeni jsou asocia-

tivni a komutativni, to ale plati i pro okruh polynomu ZP[z] a ptislusné operace s¢itani a ndsobeni polynomi.
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Pro dva polynomy u(x) a w(z) ze ZP[x] tedy dostavame
p
(u(z) +w(@))? = (i) (u(@))P~* (w(x))".
k=0
Jelikoz jsou koeficienty ze Zj, je (i) = (0 pro vSechna k£ mimo k =0 a kK = p. Z toho dostaviame
(u(z) + w(z))? = (u(@))” + (w(z))?.
Nyni vyuzijeme tento fakt pii vypoétu (v(x))P, kde
v(z) = apma™ + 1™+ -+ ayz + ap.
Nejprve aplikujeme binomickou vétu pro polynomy u(z) = a,2™ a w(z) = apm_12™ 1 + - + a12 + ag:
(v(@))? = (u(z) + w(x))P = (am)PzP™ + (am_lxmfl +-Faz+ a())p

S vyuzitim Malé Fermatovy véty mdme af, = a,, (podobné i pro vSechny ostatni koeficienty a;,i = m —

1,m —2,...,0 niZe). S opétovnym pouzitim binomické véty, tentokrate pro volbu u(z) = am_12™ ! a

w(T) = 2™ 2 + - + arx + ag, dostdvame
(v(@))" = (@) + (@)" = ana™ + ap 17" + (4 22" 24+ a1z +ag)
Takto pokracujeme jesté m — 3 krat a dostaneme
(0(2))P = ama”™ + am_17”™ Y 4 4 aga? + ag = v(aP),
coz bylo dokazati.

Reseni Cviceni 23.14: Multiplikativni grupa télesa GF(3%) ma idd 26, a tedy pro kazdy jeji prvek y plati,

ze 4?0 je neutralni prvek 001. Proto plati, ze 3'97 = (%6)%y3 = y3, a piiklad se tak zjednodusuje na Feseni
rovnice

y? = 111.
Oznaéme y = ax? + bx + ¢, koeficienty a, b, ¢ uréime z rovnice
(az?® +bx +c)® =2® + 2 + 1.
S vyuzitim pifkladu 23.13 (pro v(x) = az? + bz + ¢ a p = 3) mame
(az? + bx + ¢)® = ax® + ba® + c.

Spocitdme-li, ze 23 = x4+ 2 a 25 = (23)? = (z + 2)? = 22 + 2 + 1 dostédvame rovnici

(az’ + bz +c)® =az’+ (a+b)z+ (a+2b+¢) =2° +z + 1.
Z toho jiz plyne, ze a =1, b =0 a ¢ = 0 a jedinym TeSenim je tedy y = 100.

Reseni Cviceni 23.15: Ovéfeni ireducibility polynomu je v tomto piipadé jednoduché, nebot se jednd o
polynom stupné tii. Pokud by polynom p(z) = 423 + 222 + 4x + 2 nebyl ireducibilni, musi byt délitelny
polynomem stupné jedna, a tedy mit koren bud 0, 1, 2, 3 nebo 4. Jelikoz plati, ze p(2) = 0, je polynom
délitelny napi. x + 3, a neni tedy ireducibilni. Skutecné:

4o + 207 + 4o + 2 = (x + 3)(42% + 4).

Reseni Cuviceni 23.16: (a): 111, (b): 111 a —111.

Changelog
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