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Poznamka

Co byste si méli z tohoto cviceni odnést:

» Jak poznat, jestli dana trojice ,mnozina a dvé binarni operace” tvofi okruh
nebo téleso.

» Jak poditat v télesech, kde se nasobi modulo ireducibilni polynom.
A co byste se méli douéit, pokud to jeSté/uZ neumite:

> Jak funguje rozsiteny Euklidiv algoritmus.

» Co je to ireducibilni polynom.
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22. Okruhy a télesa

Definice 22.1 (okruh (ring))

Budte M neprazdnd mnoZina a + a - binarni operace na této mnoziné. Rekneme,
Ze trojice R = (M, +,-) je okruh, pokud plati:

> (M,+) je abelovska grupa,
> (M,-) je monoid,
> plati (levy a pravy) distributivni zakon:

(Va,b,c € M)(a(b+c) =ab+acA (b+ c)a = ba+ ca).

Definice 22.2 (téleso (field))

Okruh T' = (M, +, -) se nazyva téleso, jestlize (M \ {0}, ) je abelovska grupa.
Tuto grupu nazyvame multiplikativni grupou télesa T
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Cviceni 22.1

Zjistéte, zda nasledujici mnoZina s operacemi obvyklého scitani a nasobeni Cisel
tvori okruh:

(a) MnozZina celych sudych Cisel.

(b) MnoZina celych lichych Cisel.
(c) MnoZina celych &isel.

(d) Mnozina nezapornych celych Cisel.
(¢)

e) Mnozina racionalnich Cisel.

Cviceni 22.2

(a) Je mnoZina matic (R™™, +,-) se s¢itanim po prvcich a maticovym ndsobenim
okruhem?

(b) Je télesem? Pokud neni, jakou podmnoZinu jejiho nosice Ize vzit, aby télesem
byla (pfi pouZiti stejnych bindrnich operaci)?
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23. Konec¢na télesa fadu p"

Pozndmka

Jako dalsi zajimavy studijni material je k dispozici ukazkovy SageMath Jupyter
notebook.

Pozndmka

Pro hledani inverznich prvkii v Z) se pouziva rozsiteny Euklidiv algoritmus. Jiz
byste jej méli znat, ale pro jistotu si jej nyni pfipomeneme.

Zakladni cviceni 23.1

V télese Zog3 najdéte multiplikativni inverzi k prvku 112.

Zakladni cviceni 23.2

Rozhodnéte, zda je polynom P(z) ireducibilni nad télesem Zs, kde
(a) P(z) =23 +22+1;

(b) P(z) = 2%+ 2z + 2;
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Zakladni cviceni 23.3

Rozhodnéte, zda je polynom P(z) ireducibilni nad télesem Zs, kde
(a) P(x) =2z* + 2% + 2z +1;

(b) Pz) =z*+ 22 +x+2;

(c) Plx) =2 +z+2.

Cviéeni 23.4

Sestavte Cayleyho tabulky pro obé operace pro téleso GF(2%), kde se ndsobi
modulo 2% + x — 1. Najd&te neutraini prvky, generatory a inverzni prvek k x + 1 a
x.

Cviceni 23.5

Sestavte Cayleyho tabulku pro ndsobeni pro téleso GF(3?), kde se ndsobi modulo

2 —z—1.

Cviéeni 23.6

Najdéte vsechny ireducibilni polynomy z okruhu Zs|x] stupné mensiho neZ 5.
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Zakladni cviceni 23.7

V télese GF(3?%), kde se ndsobi modulo ireducibilni polynom x? + 2x + 2, najdéte
(a) vsechna y takovd, aby 21(y + 11) = 01 + y,

(b) najdéte vsechny generatory multiplikativni grupy tohoto télesa.

Cviceni 23.8

Uvazujme téleso GF(23), kde se ndsobi modulo x® + x + 1.
(a) Definujte pojem ireducibilni polynom nad télesem Z.
(b) Najdéte inverzni prvek k prvku 010.
(c) Wypoditejte

100 - (010)~* + 010 010

Cviceni 23.9

V télese GF(3%) kde se ndsobi modulo x3 + 2x + 2 najdéte
(a) inverzni prvek k prvku 011,
(b) vypoctéte 101 - 222.
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Cviéeni 23.10

V télese GF(23), kde se ndsobi modulo z3 + 2% + 1, najdéte
(a) inverzni prvek k prvku 101,

(b) vSechna y z tohoto télesa splriujici rovnici
101 - (100 + ) = 100.
Cviceni 23.11

UvaZujte téleso GF(2%), kde se poc&ita modulo polynom z* + 3 + 1.
(a) Najdéte inverzi k prvku 1100.

(b) Vyreste rovnici (y + 1010)(0101 + 1100) = 0110.

(c) Najdéte vsechna y z tohoto télesa splriujici rovnici

y? 4+ y + 1010 = 0000 .
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Cviceni 23.12

Bud' « tzv. zlaty rez, tedy koren polynomu x* — x — 1. Oznacme

Zs(a) ={aa+b | a,b € Z3} mnoZinu, kde se scita po slozkich modulo 3 (napf.
(a+2)+ (2a+2)=3a+4=0a+1=1, vjiném zapisu 12 + 22 = 01) a nésobi
klasicky (napt. 2a+1) - a=2a> +a=2(a+1)+a=3a+2=2). Je Z3(a)
téleso? Jestli ano, najdéte Cayleyho tabulku pro ndsobeni. (Srovnejte s

Prikladem 23.5)

2

Cviceni 23.13

Necht v(z) = ama™ + @m-12™ "1+ -+ + a12 + ag je polynom z okruhu Z,|z],
kde p je prvocislo a m je kladné celé ¢islo. DokazZte Ze plati

(v(2))” = v(a?),
tj. Ze umocnit polynom v(x) na p je to samé, jako do ného dosadit jako argument
xP.
[Napovéda: Ize dokdzat pomoci Fermatovy véty a vhodné pouZité binomické véty]
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Cviceni 23.14

V télese GF(3%), kde se ndsobi modulo ireducibilni polynom 3 + 2z + 1, najdéte
vSechna y takové, aby y'%7 = 111.

Cviceni 23.15
Rozhodnéte, jestli je polynom 4x® + 222 + 4z + 2 ireducibilni nad Zs.

Zakladni cviceni 23.16

Mé&jme téleso GF(5%), kde se ndsobi modulo ireducibilni polynom x3 + 3x + 3.
(a) Naleznéte inverzni prvek vzhledem k nasobeni k prvku x? + 2.
(b) Naleznéte viechna y € GF(5°), kterd splfiuji 120 - y* = 111.

Cviceni 23.17

Mé&jme téleso GF(5%), kde se ndsobi modulo ireducibilni polynom x3 + 3x + 3.
(a) Naleznéte inverzni prvek vzhledem k nasobeni k prvku x® + 2x + 1.

(b) Naleznéte viechna y € GF(53), kterd splfiuji 121 - (y* +y + 1) = 101.
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