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Problémy, navrhy apod. hlaste v GitLabu.
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) Co byste si méli z tohoto cviceni odnést:

o Jak se parcialné derivuje.
e Co je to gradient funkce a jaky je jeho geometricky vyznam.
o Jak ndm gradient pomaha spocitat derivaci ve sméru (a co to je).

o Jak najit rovnici te¢né roviny.

5 Spojitost a limita
Cviceni 5.1 Zjistéte, zda je funkce f : R? — R definovana predpisem

| =% pro (z,y) e R?\ {(0,0)}
f(z,y) = { 0 v pro (z,y) = (0,0)

Spojité a po ¢astech spojita® v bodé (0, 0).
|

“Funkce f(z,y) je po ¢astech spojitd v bodé (zg,yo0), pokud jsou funkce jedné proménné f(zo,y) a f(z,y0) spojité po
fadé v bodech yo a xo.

6 Parcialni derivace
Cviceni 6.1
(a) najdéte % a % pro f(z,y) = zy + e cosy,

(b) pro predchozi funkei vyéislete hodnotu parcidlni derivace podle x v bodé (1,7/2)

(c) najdéte % a g—z pro z(z,y) = x2y3 + x3y* — ey’

(d) najdéte hodnotu % v bodé (1,2,3) pro f(z,y,z) = sin(zy/z),

(e) najdéte % pro f(z,y) = e~z =y’ ,

(f) najdeéte % pro f(x,y) = In(x? + 4> + 1),

s 1x o)
(g) najdéte 8—£ pro f(z,y) = @
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Cviceni 6.2 V jakém bodé nem4 funkce /22 + y? parcidlni derivaci a pro¢? Q

Cviceni 6.3 Spocitejte druhou parcialni derivaci podle z a y, tj. %ﬁf a %;, pro funkce

() fla,y) =%,

(b) f(=z,y) = sin(zy),

(c) f(z,y) = zy® —ye * — cos(z — y).
1%
Funkci mtzeme derivovat dvakrat také podle dvou riznych proménnych, takové derivaci se fika smisend
a znaci se
o (o1 _ 7
ox \ oy ) 0xzdy’
Cviceni 6.4 Spocitejte smisené derivace % a % pro funkce
(a) f(z,y,z) =e** +ycosz,
(b) f(z,y,2) = zcos(xy) + xsin(yz).
1%

To, Ze obé smisené derivace v predchozim prikladé vysly stejné, neni ndhoda. Plati totiz nasledujici véta:

Véta 6.1 Necht f: Dy —» R, Dy CR? ab € Dy.
Pokud existuje %afy(b) a funkce % je v b spojitd, potom ;;—g;(b) existuje a plati

0% f . 0% f
Bx(?y( )_ayax( )

Tedy nezalezi na poradi parcidlniho derivovani.

Cviceni 6.5 Prikladem, kdy se smiSené derivace nerovnaji, je funkce

0 v bodg (0,0)
f('/'vﬂ y) = xy(xQ—yQ) .s
W Jll’lak.

Zkuste vysveétlit s pomoci grafu této funkce, pro¢ tomu tak je:
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Cvi¢eni 6.6 Dokazte, Ze funkce f(z,y) = 2% — 3xy? splituje tzv. Laplaceovu rovnici

0? 0?
LB g,
ox?  Oy?
| |
Cviceni 6.7 Dokaite, ze funkce g(z,t) = 2 + e~ sinx splituje tzv. rovnici vedeni tepla
o9 0%g
ot 0x2’
(Zde je g(x,t) teplota zelezné tyce v misté = a case t. Co se stane pro ¢t jdouci do nekonecna?). n
7 Gradient, derivace ve sméru a tecna rovina
[J) Gradient funkce f(z1, 2o, ..., x,) v daném bodé b € R™ je vektor
of of of
b) = =—(b),=—1(b
v = (205w
Tento vektor ukazuje smér nejvyssiho ristu dané funkce.
(b) f(z,y,2) = xy + xzz + 2y,
(c z,y,2) = ¢ +y° + 22,
(d z,y, 2) = 2x% + zy? + y22,
(e) f(z,y) = we™¥’*3,
(f) f(z,y) = ze®
9

Cviceni 7.2 Najdéte gradient funkce f(z,y) = 22/10+ y?/10. Jakym smérem by se zacala kutélet kulicka
a kde by se nakonec zastavila, pokud byste ji polozili na graf této funkce v bodé (1,3)? ]

Cviceni 7.3 Predstavte si, ze vyrazite z Prahy, tedy zhruba z 50 stupna zemépisné sitky a 14 stupnua
zemépisné délky, po tuhé zimé na dovolenou. Kolega meteorolog Vam predal vzorec, ktery hrubé odhaduje
teplotu v misté se zemépisnou sitkou z a délkou y:

T(z,y) = (=0,0003)z>y + (0,9307)y

Jakym smérem se vydat, aby se teplota zvysovala co nejrychleji? n

Cviceni 7.4 Kapitdn Astros se prohani vesmirem pobliz strany Merkuru privracené ke slunci. Najednou
mu zacne byt nesnesitelné horko a zamky dveri na jeho lodi za¢nou roztavat. Kudy se ma vydat, aby

Cvigeni 7.1 Najdéte gradient nasledujicich funkef
(2) flw,y,2) = Va?+12 + 22,

) f(z,y,2)

) f(z,y,2)

) f(z,y,2)

) £(

) £(



teplota klesla co nejrychleji, jestlize je teplota v téchto mistech dana funkci

T(z,y,2) = e %+ e 2 4¢3

a kapitan se nachazi v bodé (1,1,1)7 Q
[J) Nasledujici cviceni je demonstraci toho, ze chceme-li spocitat derivaci funkce f(z1,z2,...,2,) v bodé
(b1,ba,...,b,) ave sméru jednotkového (sloupcového) vektoru o, staéi spocitat gradient a pak se derivace
rovna

Vf(b1,ba,. .. by) - 7.

Cvi¢eni 7.5 Uvazujme graf funkce z(z,y) = 22 + 3y%. Pronikneme jej s rovinou rovnobéznou s osou z
a prochézejici primkou y = 2x: vzniklou mnozinu lze chipat jako graf jednorozmeérné funkci nad touto
primkou (pro pofadek: na primce se pohybujeme smérem z tietiho kvadrantu, kde je = a y zdporné, do
prvniho, kde jsou kladnd). Najdéte analyticky predpis néjaké takové jednorozmeérné funkce a dokazte, ze
jeji derivace v bodé primky ve vzdélenosti 2 od pocatku souradnic v prvnim kvadrantu je rovna

() ()

kde - znaéi skalarni soucin vektoru. Q

(a) f(CU, y) =x+ 21‘2 - 3:1:y, (3307?/0) = (1’ 1) a j: (3/5’4/5)a
(b) f(z,9) =M (VaZ+42) , (20,50) = (1,0) a d = (2//5,1/V5),
(©) fla,y,2) = zyz, (z0,90, 20) = (1,1,1) a d = (1/v/2,1/1/2,0).

Cviceni 7.7 Predstavte si, ze programujete primitivni simulator auticka jedouciho po 3D krajiné, jez je
dana grafem funkce z(z,y) = /2 + y/3 — 2. Jediny vstup od uzivatele je jednotkovy vektor §= (s1, s2),
ktery udava horizontalni smér pohybu auticka a ktery uzivatel nastavuje pomoci Sipek.

Rychlost auta je neprimo tmérné sklonu povrchu vyjadienému dhlem a (v radidnech) a je zaddna
funkei f(a) = 20— 40a. Najdéte funkci r(z, y, §), kterd udéva rychlost auticka v bodé (z,y) pohybujiciho
se ve sméru vektoru jednotkového §. Q

Cviceni 7.8 Jak by vypadala funkce r(z,y, §) (z pfedchoziho cviceni), pokud by se auticko pohybovalo po
krajiné dané rovnici z = 22/2 + y?/2 + x2y? 1%

Cvigeni 7.9 Odvodte rovnici tecné roviny v bodé (xg,yo) pro funkci f(x,y). Q

‘ Cvigeni 7.6 Spocitejte derivaci funkce f v bodé (xg,yo) ve sméru vektoru d, kde

Reseni

Reseni Cviceni 6.1: (a) y+e® cosy resp. x—e®siny, (b) /2, (c) 22y +32%y* —y2eﬂ”y2 resp. 3x2y? +4x3y> —

2 2
2xye™”, (d) —g o8 (3)

Reseni Cviceni 6.2: v bodé (0,0) protoze je tam $picatd: derivace ani podle x a podle y neni definovana.
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Reseni Cviceni 6.3: (a) 2y? resp. 22, (b) —y?sin(xy) resp. —x?sin(xy), (c) —ye ™ + cos(z — y) resp.

2z + cos(z — y)

Reseni Cviceni 6.4: (a) obé jsou —sinx, (b) obé jsou —zsin(xy) — zyz cos(zy) + 2z cos(yz)

Reseni Cviceni 7.1: (a:/\/x2+y + 22, y/\/a:2 + 92 + 22, z/\/x2 +y2+2z ) (b) (y+2z,z+2,2+y), (c)
(1,2y,322), (f) (14 222)e*" V", 2zye®+¥°)

Reseni Cviceni 7.4: Mél by vyrazit ve sméru —V7T'(1,1,1), tedy (e™',2e72, —3¢3).

Reseni Cviceni 7.5: (Naznak) Nejdiive sestavme funkci hledaného fezu jako funkci jedné proménné: jedna
se o primku, kterou lze parametrizovat pomoci bodu a smérového vektoru napr. takto

(0,0) +(1,2).

Aby vzdélenosti 2 odpovidala hodnota t = 2, je tfeba aby ten vektor mél normu (délku) 1, méme tedy

(0,0) +#(1, 2)

a\

Nyni uz dostdvame prislusnou jednorozmérnou funkci

2 t\? 2t \?
0 == (0+ g0+ Zzt) = (G5) +3(35)
Derivace v bodé t = 2 je tedy
4/5+ 48/5 = 52/5.

Nyni spocitejme ¢emu se rovna vyraz

(2 4) (1 2) (22 64) (1 2) 4/5+48/5 =52/5
N7y 7= )\ (7= —F= ) = ==\ T =y T T = .
V5 V5 \V5' VB Vb V5 \V5' Vb

Piipometime, Ze bod na piimce y = 2z se vzdalenosti 2 od pocatku je (2/v/5,4//5).

Reseni Cviceni 7.7: Jelikoz je krajina naklonéna rovina, zavisi rychlost pouze na sméru, nebot gradient je
konstantni:

r(z,y,8) = 20 — 40 arctan (821 + 832>

Reseni Cviceni 7.8:
r(x,y,8) = 20 — 40 arctan ((x + y)(s1 + s2))
Reseni Cwiceni 7.9:

z = gi(x(]vy()) . (x - 1’0) + gi([lfo,yo) . (y — yo) + f(xo’yo)

Srovnejte s rovnici te¢ny jednorozmérné funkce!

Changelog
Verze Datum Autor Log
1.2 29.9.22 SS Uprava znéni prikladu o smérové derivaci.
1.1 19.11.18 SS Upraveno tvrzeni o symetrii smiSenych derivaci.
1.0 5.11.18 SS Verze z roku 2017/2018.
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