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Poznamka

Co byste si méli z tohoto cviceni odnést:

> Jak se parcialné derivuje.

» Co je to gradient funkce a jaky je jeho geometricky vyznam.

» Jak ndm gradient poméha spoéitat derivaci ve sméru (a co to je).
» Jak najit rovnici te¢né roviny.
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5. Spojitost a limita
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6. Parcialni derivace
Cviceni 6.1

(a) najdéte 2L 4 21

5z @ 5y pro f(z,y) = zy +e” cosy,
(b) pro predchozi funkci vycislete hodnotu parcidlni derivace podle x v bodé

(1,7/2)

(c) najdéte % a g—; pro z(z,y) = x2y3 + x3y* — ey’ ,

(d) najdéte hodnotu %ﬁ v bodé (1,2,3) pro f(x,y,z) = sin(zy/z),
(e) najdéte g—j; pro f(z,y) = e~ Y ,

(f) najdéte 2L pro f(z,y) = In(z? +y? + 1),

(g) najdéte L pro f(z,y) = i ¢

Cviceni 6.2

V jakém bod& nema funkce /22 + y? parcidini derivaci a pro¢?
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Cviceni 6.3

Spocitejte druhou parcialni derivaci podle x a y, tj. % a ‘giyﬁ, pro funkce
(a) flz,y) =2y,

(b) f(z,y) = sin(zy),

(c) f(z,y) = 2y* — ye™ — cos(z — y).

Poznamka

Funkci miZeme derivovat dvakrat také podle dvou riiznych proménnych, takové
derivaci se tikd smiSend a znadi se

o (0f\  O*f

or \dy ) 0xdy’

Cviceni 6.4

Spocitejte smiSené derivace 83—;9% a 68—;9% pro funkce
(a) f(z,y,2) =€ +ycosuz,

(b) f(z,y,2) = zcos(zy) + wsin(yz).
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To, ze obé smiSené derivace v predchozim prikladé vysly stejné, neni ndhoda. Plati
totiz nasledujici véta:

Véta 6.1

Nechff:Df%R,DfCRQabeDf

Pokud existuje %afy(b) a funkce f ; je v b spojitd, potom aayg; (b)
existuje a plati

0% f . 0% f
Oxdy (b) = OyOx (b).

Tedy nezdlezi na poradi parcidlniho derivovani.
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Cviceni 6.5

Prikladem, kdy se smiSené derivace nerovnaji, je funkce

0 v bodé (0,0)
flz,y) = {zy(zQyQ)

R Jjinak.

Zkuste vysvétlit s pomoci grafu této funkce, pro¢ tomu tak je:

s
L

e

\‘«“‘\\‘y
2
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7. Gradient, derivace ve sméru a tecna rovina

Gradient funkce f(x1,x9,...,2,) v daném bodé b € R™ je vektor
of ., of of
VIO = (G0 g O )

Tento vektor ukazuje smér nejvyssiho ristu dané funkce.

Cviceni 7.1
Najdéte gradient nasledujicich funkci
(a) f(z,y,2) = Va? +y* + 22,
(b) f(z,y,2) =2y +zz+ 2y,
(©) flz,y,2) =z +y? + 22,
(d) f(=z,y,2) = z2® + zy® + y2°,
() f(m,y) = wexv"+3,
(

(f) f(z,y) = e ",
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Cviceni 7.2

Najdéte gradient funkce f(x,y) = x2/10 + y2/10. Jakym smérem by se zacala
kutdlet kulicka a kde by se nakonec zastavila, pokud byste ji poloZili na graf této
funkce v bodé (1,3)?

Cviceni 7.3
Predstavte si, Ze vyrazite z Prahy, tedy zhruba z 50 stuprii zemépisné sitky a 14
stuprni zemépisné délky, po tuhé zimé na dovolenou. Kolega meteorolog Vam
predal vzorec, ktery hrubé odhaduje teplotu v misté se zemépisnou Sitkou x a
délkou y:

T(x,y) = (—0,0003)2%y + (0,9307)y .

Jakym smérem se vydat, aby se teplota zvysovala co nejrychleji?
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Cviceni 7.4
Kapitan Astros se prohani vesmirem pobliz strany Merkuru privracené ke slunci.
Najednou mu zacne byt nesnesitelné horko a zamky dvefi na jeho lodi za¢nou

roztavat. Kudy se ma vydat, aby teplota klesla co nejrychleji, jestlize je teplota v
téchto mistech dana funkci

T(z,y,2) = e ®+e 2 4 &%

a kapitan se nachazi'v bodé (1,1,1)?

Poznamka

Nasledujici cvi¢eni je demonstraci toho, Ze chceme-li spocitat derivaci funkce
f(z1,29,...,2,) v bodé (by,ba,...,b,) a ve sméru jednotkového (sloupcového)
vektoru ¥, stali spocitat gradient a pak se derivace rovna

Vf(by,ba,. .. by) - 7.
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Cviéeni 7.5

UvaZujme graf funkce z(x,y) = 2% + 3y2. Pronikneme jej s rovinou rovnobé&Znou s
osou z a prochazejici pfimkou y = 2x: vzniklou mnoZinu Ize chapat jako graf
Jednorozmérné funkci nad touto pfimkou (pro pofadek: na pfimce se pohybujeme
smérem z tretiho kvadrantu, kde je x a y zdporné, do prvniho, kde jsou kladna).
Najdéte analyticky predpis néjaké takové jednorozmérné funkce a dokazte, Ze jeji
derivace v bodé primky ve vzdalenosti 2 od pocatku souradnic v prvnim kvadrantu

Je rovna
( 2 4 ) ( 1 2 )
Vz =y =) T ey T 2]
V5 V5 \VB V5

kde - znaci skalarni soucin vektord.

Cviceni 7.6

Spocitejte derivaci funkce f v bodé (o, yo) ve sméru vektoru d, kde
(a) f(x,y) = @+ 22% - 3y, (z0,90) = (1,1) a d = (3/5,4/5),

(b) f(z,9) =n (VA2 52) , (20 30) = (1,0) a d = (2/5, 1/v5),
(C) f(x7y7 Z) = TY=z, (x(),y()a ZO) = (17 ]-7 1) a J: (1/\@7 1/\/§a O)
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Cviceni 7.7

Predstavte si, Ze programujete primitivni simulator auticka jedouciho po 3D
krajiné, jez je ddna grafem funkce z(z,y) = x/2 + y/3 — 2. Jediny vstup od
uZivatele je jednotkovy vektor §= (s1,s2), ktery udava horizontalni smér pohybu
auticka a ktery uZivatel nastavuje pomoci sipek.

Rychlost auta je nepfimo timérng sklonu povrchu vyjadfenému thlem o (v
radidnech) a je zadana funkci f (o) = 20 — 40«.. Najdéte funkci r(z,y, S), kterd
udava rychlost auticka v bodé (x,y) pohybujiciho se ve sméru vektoru
Jjednotkového §.

Cviceni 7.8
Jak by vypadala funkce r(x,vy, §) (z pfedchoziho cviéeni), pokud by se auti¢ko
pohybovalo po krajiné dané rovnici z = 22 /2 + y?/2 + xy?

Cviceni 7.9

Odvodete rovnici te¢né roviny v bodé (xg,yo) pro funkci f(z,y).
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