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O3 Co byste si méli z tohoto cviceni odnést:

e Co to je kriticky bod a jaky je jeho vyznam pro hledani extrémi.
o Jak pro danou vicerozmérnou funkei najit Hessovu matici (Hessidn).

o Jak zjistit, jestli je dany Hessidn pozitivné/negativné (semi)definitni nebo indefinitni (Sylvestrovo
kritérium),

o a jak ndm toto zjisténi pomtze k uréeni povahy kritického bodu: je to maximum/minimum/ani
jedno (sedlovy bod)?

e Ti zdatnéjsi by méli znat geometricky vyznam Hessianu a s jeho pomoci umét vysvétlit, proc¢ z néj
miuZeme poznat povahu extrému.

A co byste se méli doucit pokud to jesté/uz neumite:

o Resit soustavu linearnich rovnic a prip. jednodussi nelinearni soustavy.
e Spocitat determinant matic o rozmérech 2 x 2 a 3 x 3.
o Nésobit matice a vektory.

¢ Derivovat!

Kritické body
Cviceni 8.1 Uvazujme funkci f(z,y) = 2(x + y2)e_“32—y2,

(a) S pomoci grafu na nésledujicim obrazku odhadnéte, kde jsou lokalni/globalni maxima/minima, a
urcete, ktera z nich jsou ostra.

(b) Pomoci geometrického vyznamu gradientu najdéte presné souradnice téchto bodu.
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Cviceni 8.2 Uvazujme funkci f(z,y) = 2% — 2.

(a) S pomoci grafu na nésledujicim obréazku odhadnéte, v jakych bodech je tecné rovina rovnobézné s
osami z a y?

(b) Pomoci rovnice teéné roviny najdéte presné soufadnice téchto bodi.

12

-~



I Definice 8.1 Body defini¢niho oboru funkce, kde je gradient dané funkce nulovy vektor nebo neni defino- 2

van, se nazyvaji kritické body.

@ Vyznam kritickych bodi je stejny, jako vyznam bodu, ve kterych je derivace nulovd (¢i neexistuje) pro
jednorozmérné funkce: jsou to body podezrelé z extrému. Plati totiz podobné jako v jednorozmérném
pripadé nasledujici véta:

Véta 8.2 Je-li bod b € R™ lokalni extrém funkce f : R® — R a ma-li tato funkce v bodé b parcialni derivace,
potom jsou tyto parcidlni derivace nulové (tzn. b je kriticky bod).

-~

Cviceni 8.3 Najdéte vsechny kritické body nasledujicich funkci:

z,y,z) = 322 + 2y + 32y,
z,y) = e " WS,

z,y) = «* + y* + 3zy + 10,
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(e) flz,y) =sin(z?® + y?).

Cviéeni 8.4 Funkce
sin(my/2? + y2)

neni definovana v bodé (0,0).
(a) Jak musime dodefinovat funkéni hodnotu f(0,0), aby vysledkem mohla byt vsude spojita funkce?

(b) Jaké jsou kritické body této spojité funkce?

Hessian, definitnost matic, extrémy

V pripadé jednorozmérnych funkci jsme mohli rozhodnout, jestli je dany kriticky bod minimum, maximum
¢i inflexni bod pomoci druhé derivace a jejtho znaménka. V pripadé vicerozmérné funkce f(zy,zo,...,x,)
hraje roli druhé derivace Hessova matice (Hessidn)

o A )
o0x3 0x10xn
V2f = : :
o’y ... 2
Oxn 01 ox2

avsSak u matice pojem znaménka ztraci smysl. Presto (vétsinou) umime z této matice urcit, jestli se jednd o
maximum ¢i minimum: k tomu slouzi pojmy pozitivné/negativné (semi)definitni matice.

Definice 9.1 Matice A € R™" je

(i) pozitivné definitni, jestlize pro vSechny nenulové vektory @ € R™ plati
al Ad >0,

(ii) pozitivne semidefinitni, jestlize pro vSechny vektory a € R™ plati
al Aa >0,

iii) negativné definitni, jestlize pro vSechny nenulové vektory d € plati

tivné definitni, jestliz Sech lové vekt ad € R™ plati
al Ad < 0,

iv) megativné semidefinitnd, jestlize pro vSechny vektory a € plati

i tivné idefinitnd, jestliz Sech kt a € R™ plati
alAa <o,

(v) indefinitni pokud nenastéava ani jeden z vyse uvedenych pripadi.

U jednorozmérnych funkci platila pravidla typu: ,, Je-li druhé derivace v kritickém bodé x¢ kladné, jedna
se o minimum a funkce je zde konvexni.“ Ve vice rozmérech kladnost a zapornost nahrazuje pozitivni resp.
negativni definitnost, jinak pravidla zustavaji analogicka.
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Véta 9.2 — Postacujici podminka existence extrému a sedlového bodu. Necht b € Dy je staciondrni
bod funkce f : Dy — R, Dy C R™. Necht existuje okoli H(b) C Dy takové, ze f méa na H(b) spojité
vsechny druhé parcidlni derivace, potom

e je-li V2f(b) pozitivné definitni, pak b je bodem ostrého lokélniho minima;
o je-li V2f(b) negativné definitni, pak b je bodem ostrého lokalnitho maxima;

e je-li V2f(b) indefinitni, pak b je sedlovy bod.

Geometricky vyznam Hessianu: V predchozim cviceni jsme ukézali, jak lze gradient pouzit k vypoctu
prong derivace v bodé b ve sméru daného jednotkového vektoru §: ta se rovnala skaldrnimu soucinu gradientu
v tomto bodé a tohoto vektoru:

Vi) -3,

Podobné bychom se mohli ptét, jak spocitat druhou derivaci v bodé b ve sméru jednotkového (sloupcového)
vektoru §. A odpovéd je, Ze tato derivace se rovné

§1.V2f(b) -3,

tedy Hessianu maticové vynasobenym zleva i zprava smérovym vektorem. Pomoci tohoto poznatku mu-
7eme interpretovat pravidlo ,,Je-li V2f(b) pozitivné definitni, je b bodem ostrého lokalniho minima.“ takto:
udélame-li v daném kritickém bodé fez libovolnym smérem a vznikld jednorozmérnd funkce bude mit v
tomto bodé druhou derivaci vzdy kladnou, jedné se o lokalni minimum piivodni vicerozmérné funkce.

Zakladni cviéeni 9.1 Uvazme funkce

f(z,y) =2 +4°
g9(xz,y) = 2* — ¢
h(z,y) = 2° +y°
u(z,y) = zy
w(z,y) = (¢ +y)?
2(z,y) =zt +

Pro vsechny funkce naleznéte vsechny kritické body a zjistéte, zda se jedna o lokalni minimum, lokalni
maximum nebo sedlovy bod. Prof funkce f a g spoctéte prvni a druhou derivaci ve sméru primky y = x
v bodé (1,1). "

Zakladni cvi¢eni 9.2 Méjme
f@,y,2) = 2%+ % + 22 + 122y + 22.

Naleznéte vsechny kritické body a zjistéte, zda se jednd o lokdlni minimum, lokalni maximum nebo
sedlovy bod. m

Cviceni 9.3 Najdéte Hessian nasledujicich funkei:
(a) f(z,y) = 2%
(b) f(z,y) = et

() f(z,y,2) =a® +y° + 24
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Cviceni 9.4 V bodé b najdéte druhou derivaci funkce f ve sméru vektoru s, kde
(a) f(z,y) =z + 222 —3zy,b=(1,1) a 57 = (3/5,4/5),

(b) fl@,y) =In (VaZ+4?),b=(1,0) a 5T = (2/v/5,1/V5),

(c) f(z,y,2) = 2yz,b=(1,1,1) a 57 = (1/v/2,1/+/2,0).

[J) Poznat, jestli je matice pozitivné ¢i negativné (semi)definitni, neni jednoduchy tikol. Pomoci ndm muzou
nasledu31c1 kritéria:

Véta 9.3 Bud M symetrickd matice. Potom plati nasledujici:
e Matice M je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz vSechna jeji vlastni ¢isla jsou kladna.

o [Sylvestrovo kritérium] Pro matici M € R™" definujeme matice My, Mo, ..., M, takto: M; € RF* je
¢tvercova matice v levém hornim rohu matice M. Plati:
— Matice M pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz je determinant vSech matic My, M, ..., M,, kladny.

— Matice M negativné definitni pravé tehdy, kdyz je determinant matic My zaporny pro k liché a
kladny pro k sudé.

@ Vsimnéte si, ze predchozi vétu lze pouzit pouze pro urceni definitnosti, nikoli semidefinit-
nosti!

Cvi¢eni 9.5 Rozhodnéte, pro jaké hodnoty konstant A, B,C € R\ {0} je bod (0,0) pro funkei g(z,y) =
Ax? 4+ 2Bxy + Cy? bodem lokalniho minima resp. lokédlnfho maxima. Q

Cviceni 9.6 Najdéte vSechny maxima a minima funkce
f(z,y) = 22 + 32y + y? + 16,

(z,y) = 322 — 5zy + 3y°.

1%
f@,y) = @ = )= 2,
Q
Cviceni 9.8 Najdéte bod na roviné x + 3y — z = 6, ktery je nejblize pocatku (0,0,0). 9
Cvi¢eni 9.9 Najdéte bod na ,dvoj-kuzelu® 22 = 22 4 32, ktery je nejblize bodu (1,2,0). Q

Cviceni 9.10 Mame navrhnout tvar krabice (ve tvaru kvadru) bez vika na koci¢i zradlo tak, aby se do
ni veslo 256 cm® zminéné hmoty a abychom co nejvice usetiili na materidlu. Jaké budou rozméry této

| Cviceni 9.7 Najdéte lokalni maxima, minima a sedlové body funkce
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I krabice? Jaky by byl vysledek, pokud by byla krabice zaviend i shora? Q

oy s . .. , 2
Cviceni 9.11 Najdéte lokdlni maxima a minima funkei :
() flz,y) = €TV,
(b) f(z1,72,x3) = 23 + 323 — 3x172 + 47073 + 623,
(¢) f(x1,x2,73) = 2173 + T3 — T2 + T2w3 + 75 + 373,
1%

Na nésledujicim piikladé si ukdzeme metodu nejmensich ctverci (the least squares method). Ta se

pouzivd hlavné ve statistice pii regresn{ analyze, coz je jedna z nejpouzivanéjsich (ne-li nejpouzivanéjsi)

metoda analyzovani dat.

Sl v . v . ;o ve 1., o ‘oz o T2 ?
Cviceni 9.12 Predstavme si, Zze mame program, ktery néjakym zptisobem zpracovava text. Z teoretické :
analyzy vime, ze délka béhu tohoto programu zavisi na mnoha faktorech, ale v zasadé je imérnd délce
vstupu: tzn. ,,skoro presné plati“

t(n) = a+ bn,
kde t(n) je délka béhu pro text délky n a a,b jsou nezndmé parametry.
Po ziskani vstupu od uzivatele byste chtéli vypsat hlasku: ,, Zpracovani Vaseho textu bude trvat asi x
vterin.*, jak co nejlépe odhadnout hodnotu x? 1%
?

Cviceni 9.13 Uvazujme funkci f(z,y) = 23 + zy + 2.
Provérite, zda je v nésledujicich bodech lokalni extrém funkce f:

a) (0,0);
b) (_276);
c) (0,5);
d

) (5-%)-

Reseni
Reseni Cuiceni 8.5: (a) (0,0), (b) (0,0,0), (c) (0,0), (d) (0,0), (e) (0,0) a body na kruznicich x2 4 y? =
km+7/2,k € N

Reseni Cuviceni 8.4: (a) f(0,0) = 1 diky zndme limité lim,_,osinr/r = 1, (b) na kruznicich, jejichz polomér
spliiuje 7mr = tan(7r)

Reseni Cuicend 9.3: (a) matice [2y2 4y | 4zy,222], (b) matice [e= (@t e~ (Hy) | o—(@+y) —(=+v)] ()
diagonélni matice diag(2, 6y, 122?).

Reseni Cviceni 9.5: pro A > 0 a AC — B% > 0 se jedna o ostré minimum, pro A < 0 a AC — B?> > 0o
maximum a pro AC — B? < 0 ani o jedno

Reseni Cuiceni 9.6: (a) bod (0,0) je jediny krit. bod, ale neni ani maximem ani minimem, je to sedlovy
bod, (b) bod (0,0) je jediny krit. bod a jednd se o minimum
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Reseni Cviceni 9.7: (0,0) je sedlo, (v/2,0), (—+/2,0) jsou lok. maxima a (0,v/2), (0, —/2) lok. minima

Reseni Cviceni 9.8: (6/11,18/11,—6/11)
Reseni Cuviceni 9.9: (1/2,1,/5/2), (1/2,1,—5/2)
Reseni Cviceni 9.10: musi mit co nejmensi povrch, tedy 8 x 8 x 4 cm

Reseni Cuviceni 9.11: (a) jediny krit. bod je (0,0) ale nenf ani max. ani min, (b) jediny krit. bod je (0,0,0),
je to lok. minimum, (c) jediny krit. bod je (1/20,11/20,—2/20, je to lok. minimum

Changelog
Verze Datum Autor Log
1.02 9.10.24 SS Oprava v postacujici podmince - bod extrému misto extrému.
1.01 27.9.21 SS Pridan priklad 13.
1.0 15.11.18 SS Verze z roku 2017/2018.
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