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0 Co byste si méli z tohoto cvic¢eni odnést:

o Jak sestavit Lagrangeovu funkci pro optimalizaci s vazbami ve tvaru rovnosti.
o Jak najit kritické body a rozhodnout o jejich povaze (ostra lok. maxima/minima)

A co byste se méli doucit, pokud to jesté/uz neumite:

o Hledat lokalni extrémy funkci vice proménnych bez vazeb.

Vazané extrémy s rovnostnimi podminkami: Lagrangeova metoda

V tomto cviceni budeme fesit néasledujici tlohu: hledame opét lokalni extrémy funkce vice (redlnych) pro-
ménnych

f('rla X2y e 7‘7:71)7
ovSem pouze pro mnozinu takovych i, s, ..., z,, které spliuji nasledujici podminky:
g1(z1,z2,...,2y) = 0
gQ(xlnyV"axn) =0
gm(z1,22,...,2y) = O.
Ozna¢me si mnozinu vsech x1, xo, ..., x, spliujicich téchto p rovnic jako M, tedy

M ={(z1,22,...,2y) ER": gi(z1,22,...,2,) =0,i=1,2,...,m}.

Aby vSechno, co piSseme nize, platilo (tj. bylo mozné dokézat), je tfeba o funkcich f a g; néco mélo
predpokladat (a tedy ovérfit): funkce f a g; maji spojité vSechny druhé parcidlni derivace (jsou z Co(R™)).
Zacneme prikladem, ktery lze spocitat bez vyuziti Lagrangeovy metody.

Cviceni 10.1 Najdéte vSechna lokdlni maxima a minima funkce f(x,y) = 3z — 4y + 3 na mnoziné bodu
kruznice z2 + 2 = 4.

a) Vyuzijte faktu, ze graf funkce f je (naklonénd) rovina, a extrémy najdéte s vyuzitim znalosti gradientu
(a jeho geometrické interpretace).

b) Prevedte tilohu na problém hleddni extrému funkce jedné proménné pomoci parametrizace kruznice.

Funkci L : M x R™ — R definovanou
L(z;A) = f(z) + Y Ajg;()
j=1

nazyvame Lagrangeovou funkci pro danou tlohu.
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Véta 10.1 — Postacujici podminka existence ostrého lokalniho minima pro rovnostni vazby. Necht f,g;,j €
{1,...,m} maji spojité vSechny druhé parcidlni derivace na néjaké oteviené nadmnoziné M O M. Pokud
dvojice (z*; \*) € R™ x R™ splnuje podminky:

(0) (0. derivace) z* € M;

(1) (1. derivace) Vi, 2 v L (3 ) = (0

(2) (2. derivace) pro kazdy (sloupcovy) vektor 0 # v € R™ spliujici
Vgj(z*)-v=0, proVje{l,...,m},

plati
T V2L(x*; \*) - v > 0;

kde V2L je Hessova matice funkce L vzhledem k proménnym x = (z1, s, ...,Z,), potom je z* bodem
ostrého lokalniho minima.

Vsimnéme si, ze body (0) a (1) jsou ekvivalentni rovnosti VL(x*; \*) = 0.

I Cviceni 10.2 Najdéte vSechny extrémy a urcete jejich povahu pro funkci a vazbu z cviceni 10.1. L]
Zakladni cvigeni 10.3 Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = % — = + 32 za podminky
) 9(z —1=0
) g(x = 0;
) g(z,y) = 2% + 2z + 9% = 0.
||
Cvi¢eni 10.4 Najdéte lokalni extrémy funkce f(x,y) = xy na mnoziné zadané podminkou
zH+y=1.
1%
Cvi¢eni 10.5 Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = 22 + y? na mnoziné zadané podminkou
r Yy
I A
a + b ’
kde a a b jsou nenulova realna cisla. Q
Cvi¢eni 10.6 Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = 222 — 2y? na mnoziné zadané podminkou
y+e @ — 1
1%
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Cvic¢eni 10.7 Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = cos? z + cos? y na mnoziné zadané podminkou

oo
T-y=
1%
Cviceni 10.8 Najdéte lokalni extrémy funkce f(x,y,z) = zyz na mnoziné zadané podminkami
r+y+z2=5 a zy+yz+zxr=_8.
Q

[J) Geometrickd predstava Lagrangeovy metody se mimo jiné opird o fakt, ze gradient je kolmy na tecnu
na vrstevnici, pokud tato tecna existuje. Toto vyjadreni i nase predstavivost vyzaduje, aby funkce méla
pouze dvé proménné. Vrstevnici je myslena mnozina bodd, jejichz funkéni hodnota je rovna zafixované
konstanté. K dokazani tohoto faktu je tfeba véta o implicitni funkeci a jeji derivaci.

Kolmost je zachovana i pro funkce vice nez 2 proménnych s tim, ze

e pojem vrstevnice je nékdy rezervovan pro RZ, obecné lze hovoiit o ,, mnoziné bodd s konstantni
funkéni hodnotou“ (level set):

D¢(c) ={(z1,...,2n) € Dy: f(x1,...,2n) = c};

e misto tecny je nutno hovorit o tecném prostoru.
. 5 % Qn . 804
Cviceni 10.9 — Kolmost gradientu a te¢ny vrstevnice v R*>. Pro funkci f(z,y) = % — zy® uvazujte jejf

vrstevnici D, (;) _ {(x’w: flz,y) = ;} :

1. Ukazte, ze pro kazdy bod A € Dy (%) existuje okoli H(A) takové, Zze mnozinu H(A) N Dy (%) je
lze jednoznacné vyjadriti jako graf funkce ¢ proménné = nebo jako graf funkce 1) proménné y.

(Tlustrace na obrazku 10 nize.)

2. Ukazte, Ze v kazdém bodé¢ A € D (%) je gradient funkce f kolmy na tec¢nu ke grafu funkce ¢ nebo
¥ z bodu (1).

3. Pro body (1,0) a (2,2) napiSte rovnici tec¢ny ke grafu funkce z bodu (1).

4. Uvazme vrstevnici Dy (0). Ve kterych bodech ji nelze lokalné popsat implicitni funkci? Porovnejte
s obrazkem 10.

Q
11 Vazané extrémy s rovnostnimi podminkami a nerovnostnimi podminkami
Zakladni cvigeni 11.1 Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = x? + y za podminky
h(z,y) = 2% 4+ y? < 1.
[ |
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Obrazek 1: Vyobrazeni vrstevnice z cvic¢eni 10.9.

Obréazek 2: Vyobrazeni vrstevnice z cviceni 10.9(4).

22



Zakladni cvigeni 11.2 Najdéte lokdlni extrémy funkce f(z,y) = % — x + y? za podminky

h(z,y) = 2> + 2z + y* < 0.

2 49?2 <4

Cvieni 11.4 Uvazujme funkce f(z,y) = 22 + zy +4? a h(z,y) = = + 2y — 10.
Provérte, zda jsou body z nasledujiciho seznamu, body lokalniho extrému funkce f vzhledem k pod-
mince h(z,y) < 0:

| Cvi¢eni 11.3 Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = 2% — y? na mnoziné zadané podminkou

Reseni
Reseni Cuviceni 10.1: v bodé (6/5,-8/5) je ostré lok. maximum a v bodé (-6/5,8/5) je ostré lok. minimum

Reseni Cviceni 10.4: maximum v bodé (1/2, 1/2)

S v S i s v ab? a?b
Reseni Cwviceni 10.5: minimum v bodé (7a2+b2’ 7a2+b2)

Reseni Cuviceni 10.6: v bodé (0,0) je ostré lokdlni minimum.

Reseni Cviceni 10.7: extrémy jsou body (z,y), kde x = g Tt k§ay=—%+ kG pro viechna k € Z. Pro
licha k se jednd o minima, pro sud4d o maxima.

Reseni Cviceni 10.8: minima v bodech (2,2,1), (2,1,2) a (1,2,2) a maxima v £(4,4,7), 3(4,7,4) a 3(7,4,4)

Reseni Cviceni 10.9: 1. Ukazte ze gradient f je ve vSech bodech f nenulovy a uzijte vétu o implicitni
funkei.

2. Uzitim véty o implicitni funkci nalznéte smérovy vektor tecny v obecném bodé A € V a ukazte, ze
jeho skalarni soucdin s gradientem je 0.

3. V bodé (1,0): z =1, v bodé (2,2): y = 42 —

win

Reseni Cuviceni 11.3: (0,42) je minimum a (42, 0) maximum
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Changelog

Verze Datum Autor Log

1.4 17.10.24 JS Uprava cviceni na kolmost gradientu a tec¢ny.
1.3 10.10.23 SS Oprava pripomenuti postacujici podminky.
1.2 2.10.23 SS Pridano cviceni na kolmost gradientu a tec¢ny.
1.2 3.10.22 SS Uprava znéni véty pro rovnostni podminky.
1.12 10.11.21 SS Spravné umisténi nového prikladu.

1.11 10.11.21 SS Vektor v misto vektoru z v hlavni veéte.

1.1 3.12.18 SS Oprava reseni 17.8.

1.0 26.11.18 SS Verze z roku 2017/2018.
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