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Poznamka

Co byste si méli z tohoto cviceni odnést:

> Jak sestavit Lagrangeovu funkci pro optimalizaci s vazbami ve tvaru rovnosti.
> Jak najit kritické body a rozhodnout o jejich povaze (ostré lok.
maxima/minima)
A co byste se méli douéit, pokud to jesté/uZ neumite:

> Hledat lokalni extrémy funkci vice proménnych bez vazeb.
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10. Vazané extrémy s rovnostnimi podminkami: Lagrangeova metoda
V tomto cviceni budeme fesit nasledujici Glohu: hleddme opét lokalni extrémy
funkce vice (redlnych) proménnych

f($17z23 s 7xn)7
ovsem pouze pro mnozinu takovych x1,xs, ..., x,, které spliuji nasledujici
podminky:
g1(x1,@9,...,2,) = 0
gQ(xlvaM"a(En) - 0
Im(T1,x2,...,2) = 0.
Oznaéme si mnozinu vsech x1, xs, ..., x, spliujicich téchto p rovnic jako M, tedy

M={(x1,22,...,2,) € R": gi(x1,22,...,2,) =0,5=1,2,...,m}.
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Aby v8echno, co piseme nize, platilo (tj. bylo mozné dokazat), je tfeba o funkcich
f a g; néco mélo predpokladat (a tedy ovéfit): funkce f a g; maji spojité viechny
druhé parciélni derivace (jsou z C5(R™)).

Zacneme prikladem, ktery lze spocitat bez vyuziti Lagrangeovy metody.

Cviéeni 10.1

Najdéte vsechna lokdlni maxima a minima funkce f(x,y) = 3z — 4y + 3 na
mnoziné bodii kruznice x* + y? = 4.

a) VyuZijte faktu, Ze graf funkce f je (naklonénd) rovina, a extrémy najdéte s
vyuZitim znalosti gradientu (a jeho geometrické interpretace).

b) Prevedte dlohu na problém hledani extrémi funkce jedné proménné pomoci
parametrizace kruznice.

Funkci L : M x R™ — R definovanou

m

L(z;\) = f(z) + Z Ajgj(x)

nazyvdme Lagrangeovou funkci pro danou tlohu.
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Véta 10.1 (Postadujici podminka existence ostrého lokalniho minima
pro rovnostni vazby)

Necht f,g;,5 € {1,...,m} maji spojité viechny druhé parcidlni derivace na néjaké
oteviené nadmnoziné M D M. Pokud dvojice (*; \*) € R™ x R™ splriuje
podminky:

(0) (0. derivace) z* € M;

(1) (1. derivace) Vi, 5% (z*; A*) = 0,

(2) (2. derivace) pro kazdy (sloupcovy) vektor 0 # v € R™ splriujici

Vgi(z*)-v=0, proVje{l,...,m},

plati
vT - V2L(z*; M%) -v > 0;
kde V2L je Hessova matice funkce L vzhledem k prom&nnym
x = (x1,%2,...,%n), potom je x* bodem ostrého lokalniho minima.

Vsimnéme si, ze body (0) a (1) jsou ekvivalentni rovnosti VL(z*; \*) = 0.
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Cviceni 10.2

Najdéte vsechny extrémy a urcete jejich povahu pro funkci a vazbu z cviceni 10.1.

Zakladni cviceni 10.3

Najdéte lokalni extrémy funkce f(x,y) = % — 2 +y? za podminky
a) g(z,y) =y—1=0;
b) g(z,y) =y =0;
c) g(z,y) =22 +2z+ 9% =0.

Cviéeni 10.4

Najdéte lokalni extrémy funkce f(x,y) = xy na mnoZiné zadané podminkou

z+y=1

NI-MPI cviéeni 3 6 /13






Cviceni 10.8

Najdéte lokalni extrémy funkce f(x,y,z) = xyz na mnoZiné zadané podminkami
T+y+z=5 a xytyz+zx=_8

Poznamka

Geometricka predstava Lagrangeovy metody se mimo jiné opird o fakt, ze gradient
je kolmy na tecnu na vrstevnici, pokud tato tecna existuje. Toto vyjadreni i nase
predstavivost vyzaduje, aby funkce méla pouze dvé proménné. Vrstevnici je
myslena mnozina bodd, jejichz funkéni hodnota je rovna zafixované konstanté. K
dokazani tohoto faktu je treba véta o implicitni funkci a jeji derivaci.

Kolmost je zachovana i pro funkce vice nez 2 proménnych s tim, ze

> pojem vrstevnice je nékdy rezervovan pro R2, obecné Ize hovotit o ,mnoziné
bodii s konstantni funkéni hodnotou” (level set):

D¢(c) ={(z1,...,2n) € Dy: f(z1,...,2,) = c};

» misto tecny je nutno hovorit o tecném prostoru.
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Cvieni 10.9 (Kolmost gradientu a te¢ny vrstevnice v R?)

Pro funkci f(z,y) = —5 — 2y3 uvaZujte jeji vrstevnici

Dy (;) = {(x,y): f(z,y) = ;}

(llustrace na obrazku 10 niZe.)
1. Ukazte, Ze pro kazdy bod A € Dy (3) existuje okoli H(A) takové, Ze
mnozinu H(A) N Dy (1) je Ize jednoznaéné vyjadfiti jako graf funkce ¢
proménné x nebo jako graf funkce 1) proménné y.

2. Ukazte, Ze v kaZzdém bodé A € Dy ( ) Jje gradient funkce f kolmy na tecnu
ke grafu funkce @ nebo v z bodu (1).

3. Pro body (1,0) a (2,2) napiste rovnici tecny ke grafu funkce z bodu (1).

4. UvaZme vrstevnici Dy (0). Ve kterych bodech ji nelze lokalné popsat
implicitni funkci? Porovnejte s obrazkem 10.

NI-MPI cviéeni 3 9 /13



Obrazek 1: Vyobrazeni vrstevnice z cviceni 10.9.
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Obrazek 2: Vyobrazeni vrstevnice z cvi¢eni 10.9(4).
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11. Vazané extrémy s rovnostnimi podminkami a nerovnostnimi
podminkami

Zakladni cviceni 11.1

Najdéte lokaIni extrémy funkce f(x,y) = x? +y za podminky
h(z,y) =2* +y* < 1.
Zakladni cviceni 11.2
Najdéte lokaIni extrémy funkce f(x,y) = % — 2 +y? za podminky
h(z,y) =22+ 2z + 3> <0.
Cviceni 11.3
Najdéte lokaIni extrémy funkce f(x,y) = x® — y* na mnoZiné zadané podminkou

?+y? <4
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