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3 Co byste si méli z tohoto cviceni odnést:

o Jak spocitat vicerozmérny integral pres obdélnikovou a obecnou oblast.
o Jak provést substituci ve vicerozmérném intergralu.

A co byste se méli doucit pokud to jesté/uz neumite:

o Integrovat funkce jedné proménné.

12 Integraly pres obdélnikovou oblast

Pii vypoctech vyuzivime nésl. vétu, kterd nam dovoluje problém integrace ptes vice proménnych prevést (v
»rozumnych“ piipadech) na integraci pres jednu proménnou.

Véta 12.1 Bud f(z,y) integrabilni funkce na D = [a, b] X [¢, d]. Pokud existuje jeden z integrala

/ab (/jf(a:,y)dy) dx nebo/cd </ab f(x,y)dx) dy

potom je roven dvojnému integralu
// f(z,y)dzdy .
D

Zakladni cvigeni 12.1 Bud f(z,y) = % a D = [2,3] x [0, 3]. Spocitejte

/D f(z,y)dzdy.

Cvi¢eni 12.2 Bud f(z,y) = €2**™¥ a D = [0,1] x [0, 3]. Spocitejte

/]| #@wdady

Cvigeni 12.3 Bud f(z,y) = sin(z + y) a D = [0, 7] x [0, 27]. Spocitejte

/| 1@ wazay
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Cviéeni 12.4 Spocitejte objem télesa ohrani¢eného rovinami x = 0,2z = 3,y = —1, y = 1, z = 0 a plochou
z = f(z,y) = 2% + % Q
Cvigeni 12.5 Bud f(z,y,2) = (z + 2y +3z)2 a D = [0,1] x [—3,0] x [0, 3]. Spo¢itejte
// f(z,y, z)dedydz
D
1%
Cvi¢eni 12.6 Bud f(z,y,2) = e*T¥** a D =[0,1] x [0,1] x [0, 1]. Spocitejte
/// x,y, z)dzdydz
1%

13 Integraly pres obecnou oblast

Budeme uvazovat dva typy oblasti:

o (typ 1) x je z intervalu [a, b] a y je omezené spoj. funkcemi ¢1(x) a @o(z) spliujicimi ¢1(z) < @a(z)
pro vSechna z € [a, b],

o (typ 2) y je z intervalu [c,d] a x je omezené spoj. funkcemi 1 (y) a 12(y) spliujicimi ¥1(y) < ¥a(y)
pro vsechna y € [c, d].

Y, Ya
(typ 1) (typ 2)
Ly =pa(x)

d - x:d&(y)

‘."*w:%(y)

A integraly pres takovéto oblasti budeme pocitat dle nasledujici véty.

Véta 13.1 Pokud integraly napravo existuji, plati pro oblast D, ze

/| f@wdady = | ’ ( [0 “0(()) f(x,y>dy> dz.
/] #ayady = [ ‘ ( /w Tjj)f(w,y)dw> ay.

e je-li D typu 1, mame

e je-li D typu 2, mame
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Zakladni cvigeni 13.1 Bud f(z,y) = zy. Spocitejte

Cviéeni 13.2 Vypocitejte

J[ @+ ey,

kde D je oblast pod grafem funkce y = 22 pro z € [0, %] 1%

Cviéeni 13.3 Vypocitejte

//D(-r +y)*dady,

kde D je ,,vyplnény“ trojihelnik s vrcholy (0,0), (0,1) a (2,2). 9

Cviceni 13.4 Vypocitejte

1,1
/ / rydydx .
0 Jx

Cviceni 13.5 Vypocitejte

1 1
/ / (z 4+ y*)dedy .
0 Jl-y

/ f (@, y)dady,
D
kde D je omezena mnozina ohranic¢enda kiivkami y? =z ay =2 — 2. m

Cviéeni 13.6 Vypocitejte

J[ @ = ey,

kde D je ,,vyplnény“ trojihelnik s vrcholy (0,0), (1,0) a (2,1). Q

14 Substituce v integralu

Méjme ¥ : R" — R", U(v) = (Uy(v),...,V,(v)). Jacobiho matice funkce ¥ je nésledujici zobrazeni

R™ — R™™ (pro v = (v1,v2,...,0,))
v Ovn
0w, oV,
ov Ovn

pokud vSechny parcidlni derivace existuji.

Véta 14.1 Necht D je omezend uzaviend mnozina na R™. Necht ¥ : R" — R" ma spojité vSechny parcidlni
derivace (vSech slozek) na néjaké oteviené nadmnoziné mnoziny D a skoro vsude na D plati, ze U je
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bijekce a det Jy je nenulovy. Potom pro kazdou spojitou funkci f : D — R plati

/u;(D) f(x)dX:/Df(‘I/(V))\detJ\p(v)‘dv

Zakladni cvigeni 14.1 Bud f(z,y) = 3z + 2y — 1. Spoditejte

/D f(z,y)dzdy,

kde D = {(z,y): 1 <2?+y* <4dax <y} -

Cvigeni 14.2 Spoctéte

/ / xydzdy,
D

kde D ={(z,y) eR*: 2 <y<z+1,1-z<y<2-—z}.
Pouzijte substituci u = x + y,v = — y. Q

// v/ 2?2 + y2dady,
D

kdeD:{(x,y)E]RQ:1§x2+y2§4,z§y§\/§x}. Q

Cviceni 14.4 Méjme desku ve tvaru c¢tvrtkruhu o poloméru r. Plosna hustota desky v daném bodé je

9

| Cvigeni 14.3 Spoctéte

Cvigeni 14.5 Vypoctéte objem (3D) koule o poloméru r. "

Reseni
Reseni Cviceni 12.2:

3 1 3711
// 62x+ydxdy = / (/ ezxﬂ/dx) dy = / [62”‘”
D o \Jo o L2

1 1 3
dy = */ (1Y —e)dy =
2 Jo

x=0
(e~ 1) 1)
2

25(6 —1)/ eldy =
0

Reseni Cviceni 12.3: 0 (plocha pod rovinou danou osami x a y se pocita jako zadpornd, stejné jako v pripadé
funkei jedné proménné)

Reseni Cviceni 12.4: 20
Reseni Cvicent 12.5: %

Reseni Cviceni 12.6: (e — 1)®
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Resent Cuvicend 13.2:
1/2 z? 1/2 2 @’ 1/2 24 24 3
// (x+y)dzdy = / / (r+y)dy | dz = / xy + dz = / (34 dx = |— + — =—
D 0 0 0 0
Resent Cuvicend 13.3:
2 x/2+1 21
J] @rprasay= [ [ @ piay)do = -
D 0 T 6
Reseni Cuicent 13.4: %
Reseni Cuvicend 13.5: 1—72

Reseni Cviceni 13.6:

Reseni Cuviceni 14.2:

W=

Reseni Cuvicend 14.5: g—g

Reseni Cviceni 14.4: Tézisté je ve vzdalenoti % od stfedu kruhu na jeho ose zrcadlové symetrie (sourad-
nice zdlezi na volbé souradného systému).

Changelog
Verze Datum Autor Log
1.21 6.11.24 SS Oprava pripomenuti véty o substituci. Odstranéni problematického cvi¢eni o Lebesgueové integrilu.
1.2 30.11.20 SS Pridand poznamka k poslednimu cvicenim o substituci.
1.1 11.12.19 SS Oprava vysledku prvniho prikladu na substituci.
1.0 25.11.19 SS Vychozi verze.
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