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Poznamka

Co byste si méli z tohoto cviceni odnést:

> Jak spocitat vicerozmérny integral pres obdélnikovou a obecnou oblast.
> Jak provést substituci ve vicerozmérném intergralu.

A co byste se méli dou¢it pokud to jesté/uz neumite:
» Integrovat funkce jedné proménné.
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12. Integraly pfes obdélnikovou oblast

P¥i vypocltech vyuZivame nasl. vétu, ktera nam dovoluje problém integrace pres
vice proménnych prevést (v ,rozumnych* ptipadech) na integraci pres jednu
proménnou.

Véta 12.1
Bud f(x,y) integrabilni funkce na D = [a,b] X [c,d]. Pokud existuje jeden z

integrald
/ab (/jf(:z:,y)dy) dz nebo/cd (/abf(x,y)dx> dy

potom je roven dvojnému integralu

//D f(z,y)dzdy .
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13. Integraly ptes obecnou oblast
Budeme uvaZovat dva typy oblasti:

> (typ 1) = je z intervalu [a,b] a y je omezené spoj. funkcemi ¢1(z) a pa(x)
spliujicimi o1 (x) < pa(z) pro vSechna z € [a, b],

> (typ 2) y je z intervalu [c,d] a = je omezené spoj. funkcemi 1 (y) a ¥2(y)
spliujicimi 11 (y) < 12(y) pro viechna y € [¢, d].

Yy

(typ 1)

y = pa(x)

Yy

A
(typ 2)

v ¥a(y)

x =Y1(y)
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A integraly pres takovéto oblasti budeme poditat dle nasledujici véty.

Véta 13.1
Pokud integraly napravo existuji, plati pro oblast D, Ze
» je-li D typu 1, mame

J[ s@nasas= | : ( / (()) i, y)dy> .

» je-li D typu 2, mame

[ senazan= ([ stepae)
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Zakladni cviceni 13.1
Bud f(z,y) = xzy. Spoditejte

/ f(z,y)dzdy,
D

kde D je omezend mnoZina ohraniéend kfivkami y?> =z ay =z — 2.

Cviceni 13.2
Vypocitejte

J[ @+ wazay,

kde D je oblast pod grafem funkce y = x2 pro x € [0, %]

Cviceni 13.3
Vypocitejte

//D(x + y)%dzdy,

kde D je ,vyplnény" trojihelnik s vrcholy (0,0), (0,1) a (2,2).
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14. Substituce v integralu
Méjme ¥ : R" — R", ¥U(v) = (¥1(v),..., ¥, (v)). Jacobiho matice funkce ¥ je

nasledujici zobrazeni R™ — R™" (pro v = (v1,v2,...,0p))
o) 21 21
Ovq Ovy,
oV, . 0¥y
Ovq Ovy,

pokud vSechny parcialni derivace existuji.

Véta 14.1

Necht D je omezena uzavrena mnozina na R™. Necht ¥ : R™ — R"™ ma spojité
vsechny parcidlni derivace (vsech sloZek) na néjaké oteviené nadmnoZiné mnoZiny
D a skoro vsude na D plati, Ze ¥ je bijekce a det Jy je nenulovy. Potom pro
kaZdou spojitou funkci f : D — R plati

/ dxf/ Ff(U(v))|det Jy(v)|dv
¥(D)

kde x = (z1,22,...,Zp).
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