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J Cilem tohoto cviceni je pripomenout

e pojem funkce, derivace a polynom — budete tyto pojmy potiebovat pozdéji, zejména pri studiu funkei vice
proménnych,

o rozsifeny Eukliduv algoritmus (EEA).

e Eulerovu funkei.

Pokud byste potiebovali k procviceni vice prikladi, projdéte si materidly k bakalafskym predmétim BI-MAT,
BI-MA2 a BI-DML.

Nasledujici priklady byly vybrany tak, abyste si mohli vytvorit predstavu o tom, jaké se predpokladaji znalosti
u studentu tohoto predmétu.

Funkce a derivace funkce

Cviteni 1.1 Bud f(z) = sinz a g(z) = (z—3)3. Cemu se rovnaji nasledujici funkce? Cemu se rovnaji jejich derivace?

Znaceni 1.1. Znaceni f o g pouZivame tak, Ze g je vnitrni funkce:
(fog)(x)=f(g(x))

pro véechna x z definicniho oboru funkce fog.

Cvigeni 1.2 Zderivujte nasledujici funkece (a je redlny parametr):
(a) (z* + 323)a8,
(b) 62‘”,

T+ 3a

x2

In ((z + 4)'5),

sin® z + cos? z,

Cvigeni 1.3 Bud p(z) = > ;_,arz" polynom n-tého stupné (tj. a, # 0), kde n € N. Cemu se rovna jeho n-ta
derivace p(™? Q

Znaceni 1.2. Znaceni N je oznaceni pro nezdapornd celd cisla, tedy prirozend cisla s nulou.

Cvi¢eni 1.4 S vyuzitim faktu, Ze derivace funkce v bodé z se rovnad smérnici tecny grafu této funkce v bodé z,
najdéte body a, kde

3

(a) tefna grafu f(xz) = a° svird s osou z thel /3,

(b) teéna grafu f(z) = (22 — )3 svird s osou x thel 7/2.
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Cviceni 1.5 Najdéte rovnici tecny
(a) funkce 2% + x v bodé x = 1,
(b) funkce sinx v bodé x = 7/4,

(c) funkce (z —1)® — 1 v bodé priiseéiku grafu této funkce s pifmkou y = 2x + 1.

s primkou
(a) y =gz,
(b) y=2+1.

Cvi¢eni 1.7 Predstavte si, ze jedete pres kopec, ktery mé profil zadany funkei f(x) = 5¢=(@=2° Kde to bude nejvice
z kopce a nejvice do kopce? Q

Cviceni 1.8 Piedstavte si, Ze jedete po krajiné, kterd méd profil zadany funkci f(z) = arctanz + 5. Jste sice
zdatny cyklista resp. zdatnd cyklistka, ale vice jak 100% stoupéni uz nezvlddnete. Kam nejddle mtizete dojet, za
predpokladu, ze mate nekone¢nou vydrz, pokud vyrazite z Vaseho domu umisténého v misté x = 10?7 Zméni se
néjak Vas dojezd, pokud si date podminku, ze chcete byt schopni se vratit domi? [

Cvigeni 1.9 Najdéte funkci f(x) tak, aby platila ndsledujici rovnice:
(a) f'(z) =2f(x),

Cvigeni 1.6 Najdéte smérnici tecen kruznice se stfedem v bodé [2, 1] a s polomérem 2 v bodech priiniku této kruznice
|
| (b) f"(z) = =3/ ().

2 Polynomy

Cvigeni 2.1 Vydélte polynom p(z) polynomem ¢(z), pokud

2 +32—r—-3aqg(x)=x+1,

a T

2 +312—r—-3aq(x)=2+2,

X

+lag(x)=z+1.

X

) p(z)
) p(z)
c) pz) =z* +3x+2aq(x) =2+ 2z +1,
) p(z)
) p(x)

P +1lag(z)=x—1.

I Cvigeni 2.2 Najdéte vSechny kofeny polynomu p(x) = 23 + 322 — 2 — 3, jestlize vite, ze jednim z kofenti je —1. @

I Cvigeni 2.3 Najdéte viechny kofeny polynomu p(z) = x® — 922 — 16x + 60, jestlize vite, Ze jednim z kofenti je 2. 9



3 Rozsireny Euklidiav algoritmus

O V této Casti cvideni se také procvi¢ime ve vlastnostech nejvétsiho spolecného délitele (ged).
Cvigeni 3.1 Necht a € Z, kolik je gcd(a,0)? Q

Cviceni 3.2 Dokazte nasledujici tvrzeni.
(a) Pro m # 0 takové, ze m|a a m|b, plati ged(a/m,b/m) = ged(a,b)/m.
(b) Pro a nesoudélné s b plati ged(ab, ¢) = ged(a, ¢) - ged (b, ¢).

(a) 124 a 523;
(b) 321 a 225.

Cviceni 3.4 — Stamp problem. Princezna chce poslat drakovi pohled ze zemé za devatero horami. Tam maji k
dispozici jenom znamky v hodnoté 47 zlatych a 22 zlatych. Za kazdou dalsi horu, kterou listonos musi s pohledem
prekonat, se plati 3-krat tolik, co za pfedchozi horu (odpovida rychlosti oSoupavani si podrazek s danym zatizenim),
a prvni hora stoji 2 zlaté. Na pohledu ovSem musi byt cena presné, jinak posta pohled odmitne dorucit. Poradte
princezné, kolik kterych znamek ma pouzit.

| Cvigeni 3.3 Najdéte pomoci rozsireného Euklidova algoritmu nejvétsi spolecny délitel a Bézoutovy koeficienty ¢isel
| Népovéda: zacnéte od Bézoutovy rovnosti. Q

4 Eulerova funkce

Cvi¢eni 4.1 Pro Eulerovu funkci ¢ a dvé nesoudélnd kladnd pfirozend ¢éisla m a n plati o(mn) = @(m)p(n). S
vyuzitim tohoto faktu najdéte vzorec pro vypocet ¢(n) ¢isla n s prvociselnym rozkladem n = H:;l pfl

Q
Cviceni 4.2 Spoctéte
(a) »(114),
(b) p(432).
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J Co byste si méli z tohoto cvi¢eni odnést:
o Jak se parcialné derivuje.
e Co je to gradient funkce a jaky je jeho geometricky vyznam.
o Jak ndm gradient pom4ha spoéitat derivaci ve sméru (a co to je).

o Jak najit rovnici te¢né roviny.

5 Spojitost a limita
Cviceni 5.1 Zjistéte, zda je funkce f : R? — R definované piedpisem

pro (z,y) € R*\ {(0,0)}

_ry _
fla,y) = { 8 o pro (z,y) = (0,0)

Spojitd a po ¢astech spojita® v bodé (0, 0).
"

%Funkce f(z,y) je po ¢astech spojitd v bodé (zo, yo), pokud jsou funkce jedné proménné f(zo,y) a f(z,yo) spojité po fadé v bodech
Yo a Q.-

6 Parcialni derivace
Cviceni 6.1
(a) najdéte % a % pro f(z,y) = xy + e* cosy,
(b) pro predchozi funkci vyéislete hodnotu parcidlni derivace podle = v bodé (1, 7/2)
(c) najdéte % a g—; pro z(x,y) = 22y + x3y* — ey’
(d) najdéte hodnotu %g v bodé (1,2,3) pro f(z,y, z) = sin(zy/z),
(e) najdéte 3= pro f(z,y) = e~ —v*

(f) najdéte 9L pro f(z,y) = In(z? +y? + 1),

(g) najdéte % pro f(z,y) = ﬁ
9
I Cvi¢eni 6.2 V jakém bodé nemd funkce /22 + y2 parcidlni derivaci a proc¢? Q
Cviceni 6.3 Spocitejte druhou parcidlni derivaci podle x a vy, tj. %]; a giy];, pro funkce
(a) flz,y) =2y,
(b) f(z,y) = sin(zy),
(¢) flz,y) =2y —ye * —cos(z —y).
1%

O Funkci mizeme derivovat dvakrat také podle dvou rtznych proménnych, takové derivaci se ikd smisend a znadci

se
o (o) _ o1
Ox \ 0y )] 0Oxdy’
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v 2o a P . 8% f 8% f
Cvigeni 6.4 Spocitejte smisené derivace P20y & Byoz PrO funkce

(a) f(z,y,z) =e" +ycosz,

(b) f(z,y,2) = zcos(zy) + zsin(yz).

To, ze obé smisené derivace v predchozim prikladé vysly stejné, neni ndhoda. Plati totiz nasledujici véta:

Véta 6.1 Necht f: Dy — R, D CR%ab € Dy.

Pokud existuje a‘fgy (b) a funkce 8(128]; je v b spojita, potom %(b) existuje a plati

R2f . Of
&ray( >_8y830< )

Tedy nezalezi na poradi parcialniho derivovani.

Cvigeni 6.5 Prikladem, kdy se smiSené derivace nerovnaji, je funkce

Fag) = {0 v bodé (0, 0)

zy(z®—y?) ..
W _]lnak.

Zkuste vysvétlit s pomoci grafu této funkce, pro¢ tomu tak je:

R
N
X

\

Cvigeni 6.6 Dokaite, Ze funkce f(x,y) = 23 — 3zy? spliiuje tzv. Laplaceovu rovnici

0*f  O%f

T =Y

Cvi¢eni 6.7 Dokazte, Ze funkce g(z,t) = 2 + e~ !sinx spliuje tzv. rovnici vedeni tepla

dg 0%g

ot 022"

(Zde je g(z,t) teplota Zelezné tyce v misté x a case t. Co se stane pro t jdouci do nekoneéna?).

7 Gradient, derivace ve sméru a tecna rovina

7)) Gradient funkce f(z1,x2,...,2,) v daném bodé b € R" je vektor

V() = (%(b),%(b),...,%(b)).

Tento vektor ukazuje smér nejvyssiho rustu dané funkce.



Cvigeni 7.1 Najdéte gradient nasledujicich funkci

(a) f(z,y,2) = Va? +y?+ 22,
(b) flz,y,2) =ay+ xz + zy,
(©) flz,y,2) =z +y>+ 22

( z)

d = z2% + zy? + y22,

3
x,y) = xe™V 13,

)
(e)

f(
f(
f(
f(z,y,
f(
() f(

2 2
x,y) = xe® TV,

Cvigeni 7.2 Najdéte gradient funkce f(z,y) = 22/10 + y?/10. Jakym smérem by se zacdala kutélet kulicka a kde by
se nakonec zastavila, pokud byste ji polozili na graf této funkce v bodé (1,3)? ]

Cvigeni 7.3 Predstavte si, ze vyrazite z Prahy, tedy zhruba z 50 stupni zemépisné sirky a 14 stupnt zemépisné
délky, po tuhé zimé na dovolenou. Kolega meteorolog Vam ptedal vzorec, ktery hrubé odhaduje teplotu v misté se
zemépisnou Sitkou x a délkou y:

T(x,y) = (—0,0003)2%y + (0,9307)y .

Jakym smérem se vydat, aby se teplota zvysovala co nejrychleji? (]

Cvigeni 7.4 Kapitan Astros se prohdni vesmirem pobliz strany Merkuru privracené ke slunci. Najednou mu zacne byt
nesnesitelné horko a zamky dveri na jeho lodi zacnou roztavat. Kudy se ma vydat, aby teplota klesla co nejrychleji,
jestlize je teplota v téchto mistech dédna funkeci

T(z,y,2) =e " +e 2 4

a kapitan se nachdzi v bodé (1,1,1)? Q

Nésledujici cviéeni je demonstraci toho, ze chceme-li spocitat derivaci funkce f(z1, 22, ..., Zn) v bodé (b1,ba,...,bx)
a ve sméru jednotkového (sloupcového) vektoru ¥, staci spocitat gradient a pak se derivace rovnd

V£ (b1, bs,... bn) - .

Cvieni 7.5 Uvazujme graf funkce z(x,y) = 22 + 3y%. Pronikneme jej s rovinou rovnobéZznou s osou z a prochézejic
primkou y = 2x: vzniklou mnozinu lze chépat jako graf jednorozmérné funkci nad touto primkou (pro porfadek: na
piimce se pohybujeme smérem z tfetiho kvadrantu, kde je z a y zdporné, do prvniho, kde jsou kladnd). Najdéte
analyticky predpis néjaké takové jednorozmérné funkce a dokazte, ze jeji derivace v bodé primky ve vzdéalenosti 2
od pocéatku souradnic v prvnim kvadrantu je rovna

() (f3):

kde - znac¢i skaldrni souc¢in vektoru. %

Cvigeni 7.6 Spoéitejte derivaci funkce f v bodé (g, o) ve sméru vektoru d, kde
() f(x,y) ==+ 222 — 3ay, (wo,y0) = (1,1) a d = (3/5,4/5),

(b) f(z.9) =In (VEZ+ ) , (w0, 0) = (1,0) & d = (2/v/5,1/v/B),

(©) £(2,9,2) = 52, (30,30, 20) = (1L,1,1) & d = (1/vZ, 1/5/2,0).

?
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funkce z(z,y) = x/2+y/3—2. Jediny vstup od uZivatele je jednotkovy vektor §= (s1, s2), ktery udéva horizontalni
smér pohybu auticka a ktery uzivatel nastavuje pomoci Sipek.

Rychlost auta je nepfimo umérnd sklonu povrchu vyjadfenému thlem « (v radidnech) a je zaddna funkei
f(a) = 20 — 40ce. Najdéte funkei r(z,y, §), kterd udava rychlost auticka v bodé (z,y) pohybujiciho se ve sméru
vektoru jednotkového s. Q

Cvigeni 7.8 Jak by vypadala funkce r(x,y, 3) (z pfedchoziho cvi¢eni), pokud by se auticko pohybovalo po krajiné
dané rovnici z = 22/2 + y?/2 + xy?

| Cviceni 7.7 Predstavte si, ze programujete primitivni simulator auticka jedouciho po 3D krajiné, jez je dana grafem
I Cvigeni 7.9 Odvodte rovnici te¢né roviny v bodé (zo,yo) pro funkci f(z,y). Q



J Co byste si méli z tohoto cvi¢eni odnést:

Co to je kriticky bod a jaky je jeho vyznam pro hleddni extrémi.

Jak pro danou vicerozmérnou funkci najit Hessovu matici (Hessidn).

Jak zjistit, jestli je dany Hessidn pozitivné/negativné (semi)definitni nebo indefinitni (Sylvestrovo krité-
rium),

a jak ndm toto zjisténi pomuze k urceni povahy kritického bodu: je to maximum/minimum/ani jedno
(sedlovy bod)?

Ti zdatnéjsi by méli znat geometricky vyznam Hessidnu a s jeho pomoci umét vysvétlit, pro¢ z néj mizeme
poznat povahu extrému.

A co byste se méli doucit pokud to jesté/uz neumite:

Resit soustavu linedrnich rovnic a piip. jednodussi nelinedrni soustavy.
Spocitat determinant matic o rozmérech 2 x 2 a 3 x 3.

N4ésobit matice a vektory.

Derivovat!

8 Kritické body

Cvi¢eni 8.1 Uvazujme funkci f(z,y) = 2(z? + y2)e_z2—742.

(a) S pomoci grafu na nésledujicim obrdzku odhadnéte, kde jsou lokélni/globalni maxima/minima, a urcete, kterd

z nich jsou ostra.

(b) Pomoci geometrického vyznamu gradientu najdéte presné soufadnice téchto bodi.

Cvigeni 8.2 UvaZujme funkci f(x,y) = 22 — 2.

(a) S pomoci grafu na nésledujicim obrézku odhadnéte, v jakych bodech je tecnd rovina rovnobéznd s osami z a

y?

-~
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(b) Pomoci rovnice teéné roviny najdéte presné souradnice téchto bodu.

Definice 8.1 Body definicniho oboru funkce, kde je gradient dané funkce nulovy vektor nebo neni definovan, se 2
nazyvaji kritické body.
@ Vyznam kritickych bodi je stejny, jako vyznam bodi, ve kterych je derivace nulovd (¢i neexistuje) pro jednoroz-
mérné funkce: jsou to body podezrelé z extrému. Plati totiz podobné jako v jednorozmérném piipadé nasledujici
véta:
1
Véta 8.2 Je-li bod b € R™ lokédlni extrém funkce f : R™ — R a m4-li tato funkce v bodé b parcidlni derivace, potom *
jsou tyto parcidlni derivace nulové (tzn. b je kriticky bod).
?

Cviceni 8.3 Najdéte vsechny kritické body nésledujicich funkei:



Cvicéeni 8.4 Funkce
Hay) sin(mv/22 + y?)
T,Y) = ——F——o".
T/ T2 + 12

neni definovana v bodé (0, 0).
(a) Jak musime dodefinovat funkéni hodnotu f(0,0), aby vysledkem mohla byt vSude spojitd funkce?

(b) Jaké jsou kritické body této spojité funkce?

9 Hessian, definitnost matic, extrémy

V pripadé jednorozmeérnych funkci jsme mohli rozhodnout, jestli je dany kriticky bod minimum, maximum ¢i inflexni
bod pomoci druhé derivace a jejtho znaménka. V pifpadé vicerozmérné funkce f(x1,zo,...,2,) hraje roli druhé
derivace Hessova matice (Hessidn)

ofr . o
Ox? 0z10T,
Vif = : :
o2 f .. o’ f
Ox,0x1 ox2

avSak u matice pojem znaménka ztréci smysl. Pfesto (vét§inou) umime z této matice uréit, jestli se jednd o maximum
¢i minimum: k tomu slouzi pojmy pozitivné/negativné (semi)definitni matice.

Definice 9.1 Matice A € R™" je
i) pozitivné definitni, jestlize pro vSechny nenulové vektory @ € R™ plati
J y Yy
alAa > 0,
(ii) pozitivné semidefinitni, jestlize pro vSechny vektory @ € R™ plati

@l Aqd >0,

(iii) negativoné definitni, jestlize pro vSechny nenulové vektory d € R™ plati

al Ad < 0,

(iv) megativné semidefinitni, jestlize pro vSechny vektory @ € R™ plati

al Aa <0,

(v) indefinitni pokud nenastavd ani jeden z vyse uvedenych ptipadu.

U jednorozmérnych funkci platila pravidla typu: ,,Je-li druhd derivace v kritickém bodé zg kladna, jedna se o
minimum a funkce je zde konvexni.“ Ve vice rozmérech kladnost a zapornost nahrazuje pozitivni resp. negativni
definitnost, jinak pravidla ztistavaji analogickd.

Véta 9.2 — Postatujici podminka existence extrému a sedlového bodu. Necht b € Dy je staciondrni bod funkce
f: Dy - R,Dy C R™. Necht existuje okoli H(b) C D; takové, ze f ma na H(b) spojité vSechny druhé
parcidlni derivace, potom

o je-li V2f(b) pozitivné definitni, pak b je bodem ostrého lokalnfho minima;
e je-li V2f(b) negativné definitni, pak b je bodem ostrého lokalnfho maxima,;

e je-li V2f(b) indefinitni, pak b je sedlovy bod.

Geometricky vyznam Hessianu: V predchozim cviceni jsme ukézali, jak 1ze gradient pouzit k vypoctu proni
derivace v bodé b ve sméru daného jednotkového vektoru §: ta se rovnala skaldrnimu souc¢inu gradientu v tomto bodé

10
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a tohoto vektoru:

V(b)- 3.

Podobné bychom se mohli ptat, jak spoc¢itat druhou derivaci v bodé b ve sméru jednotkového (sloupcového) vektoru
§. A odpovéd je, ze tato derivace se rovna

tedy Hessidnu maticové vynasobenym zleva i zprava smérovym vektorem. Pomoci tohoto poznatku mizeme interpre-
tovat pravidlo ,Je-li V2£(b) pozitivné definitni, je b bodem ostrého lokdlnfho minima.“ takto: udélame-li v daném
kritickém bodé fez libovolnym smérem a vznikla jednorozmérna funkce bude mit v tomto bodé druhou derivaci vzdy
kladnou, jedna se o lokalni minimum pivodni vicerozmérné funkce.

Zakladni cviéeni 9.1 Uvazme funkce

flz,y) = 2> +4°
g(x,y) = 2 —y°
hz,y) = 2* +y°
u(z,y) = zy
w(z,y) = (z +y)?
2(x,y) = a* +y*

Pro vSechny funkce naleznéte vsechny kritické body a zjistéte, zda se jedné o lokalni minimum, lokdlni maximum
nebo sedlovy bod. Prof funkce f a g spoctéte prvni a druhou derivaci ve sméru piimky y = = v bodé (1,1). (]

Zakladni cvi¢eni 9.2 Méjme
f(x,yvz)=$3+y2+22+12xy+2z

Naleznéte vsechny kritické body a zjistéte, zda se jedna o lokalni minimum, lokalni maximum nebo sedlovy bod. =

Cviceni 9.3 Najdéte Hessian nasledujicich funkci:
(a) f(z,y) =22
(b) f(z,y) = e @+,

() fz,y,2) =a® +¢° + 2%

Q
Cvigeni 9.4 V bodé b najdéte druhou derivaci funkce f ve sméru vektoru s, kde
(a) f(z,y) =+ 22> = 3zy,b=(1,1) a 5" = (3/5,4/5),
() fw,y) =In (VaZ+17) b= (1,0)a 57 = (2/v5,1/v5),

]

Poznat, jestli je matice pozitivné ¢i negativné (semi)definitni, nen{ jednoduchy tikol. Pomoci ndm muzou nésle-
dujici kritéria:

11



Véta 9.3 Bud M symetrickd matice. Potom plati nésledujici:
o Matice M je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz vSechna jeji vlastni ¢isla jsou kladné.

o [Sylvestrovo kritérium] Pro matici M € R™" definujeme matice M, Mo, ..., M, takto: My € R®* je ¢tvercova
matice v levém hornim rohu matice M. Plati:

— Matice M pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz je determinant vSech matic My, Mo, ..., M, kladny.
— Matice M negativné definitni pravé tehdy, kdyz je determinant matic My zaporny pro k liché a kladny pro

k sudé.

I Vsimnéte si, ze predchozi vétu lze pouzit pouze pro urceni definitnosti, nikoli semidefinitnosti! %
Cvieni 9.5 Rozhodnéte, pro jaké hodnoty konstant A, B,C € R\ {0} je bod (0,0) pro funkci g(z,y) = Az? + ?
2Bxy + Cy? bodem lokélniho minima resp. lokalniho maxima. Q
Cviceni 9.6 Najdéte vsechny maxima a minima funkce ?
(a) flz,y) = 2® + 3wy +y* + 16,

(b) f(z,y) = 32* — 5zy + 3y°.
1%
Cvigeni 9.7 Najdéte lokalni maxima, minima a sedlové body funkce ?
flz,y) = (@ — y?)el == 02,
9

I Cvigeni 9.8 Najdéte bod na roviné = 4+ 3y — z = 6, ktery je nejblize pocéatku (0,0, 0). ¢ ?

I Cvigeni 9.9 Najdéte bod na , dvoj-kuzelu* 2% = 2% + 32, ktery je nejblize bodu (1,2,0). ¢ ?
Cvigeni 9.10 Méme navrhnout tvar krabice (ve tvaru kvadru) bez vika na koc¢iéi zradlo tak, aby se do ni veslo ?
256 cm? zminéné hmoty a abychom co nejvice usetiili na materidlu. Jaké budou rozméry této krabice? Jaky by byl
vysledek, pokud by byla krabice zaviena i shora? Q
Cvigeni 9.11 Najdéte lokalni maxima a minima funkci ?
(a) fla,y)=eto v,

(b) f(z1,m2,23) = 2% + 323 — 3x122 + 47273 + 623,
(¢) f(x1,2,23) = 123 + 23 — T2 + Tax3 + 75 + 323.
Q

Na nésledujicim ptikladé si ukdzeme metodu nejmensich ¢tverci (the least squares method). Ta se pouziva hlavné
ve statistice pti regresnf analyze, coz je jedna z nejpouzivanéjsich (ne-li nejpouzivanéjsi) metoda analyzovani{ dat.

Cvig¢eni 9.12 Predstavme si, ze mame program, ktery néjakym zptisobem zpracovava text. Z teoretické analyzy ?
vime, ze délka béhu tohoto programu zavisi na mnoha faktorech, ale v zasadé je amérnd délce vstupu: tzn. ,,skoro

12



presné plati“
t(n) = a+ bn,
kde t(n) je délka béhu pro text délky n a a,b jsou nezndmé parametry.

Po ziskani vstupu od uzivatele byste chtéli vypsat hlasku: ,,Zpracovani Vaseho textu bude trvat asi x vterin.“,
jak co nejlépe odhadnout hodnotu x? Q

Cvigeni 9.13 Uvazujme funkci f(z,y) = 23 + zy + 3°.
Provérte, zda je v nasledujicich bodech lokalni extrém funkce f:

a) (0,0);
b) (=2,6);
c) (0,5);
d) (5 —%)
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J Co byste si méli z tohoto cvi¢eni odnést:

o Jak sestavit Lagrangeovu funkci pro optimalizaci s vazbami ve tvaru rovnosti.

o Jak najit kritické body a rozhodnout o jejich povaze (ostré lok. maxima/minima)
A co byste se méli doudit, pokud to jeSté/uz neumite:

o Hledat lokélni extrémy funkci vice proménnych bez vazeb.

10 Vazané extrémy s rovnostnimi podminkami: Lagrangeova metoda

V tomto cviceni budeme Fesit ndsledujici dlohu: hleddme opét lokalni extrémy funkce vice (redlnych) proménnych

f(.’l?l,J?g, ey J,‘n),
ovSem pouze pro mnozinu takovych xy, s, ..., z,, které splnuji nasledujici podminky:
g1 (z1,z2,...,2p)
g2(T1, T2, ..., Tp)
gm(z1,22,...,2,) = 0.
Ozna¢me si mnozinu vSech 1, o, ..., 2, spliujicich téchto p rovnic jako M, tedy

M ={(x1,22,...,2,) ER": gi(x1,29,...,2,) =0,i=1,2,... ., m}.

Aby vsechno, co piSeme nize, platilo (tj. bylo mozné dokézat), je tfeba o funkcich f a ¢g; néco malo pfedpoklddat
(a tedy ovéfit): funkee f a g; maji spojité vSechny druhé parcidlni derivace (jsou z Co(R™)).
Zacneme prikladem, ktery lze spocitat bez vyuziti Lagrangeovy metody.

Cvigeni 10.1 Najdéte vSechna lokdlni maxima a minima funkce f(z,y) = 3z — 4y + 3 na mnoziné bodu kruznice
2 2
¢ +y =4

a) Vyuzijte faktu, ze graf funkce f je (naklonénd) rovina, a extrémy najdéte s vyuzitim znalosti gradientu (a jeho
geometrické interpretace).

b) Prevedte tlohu na problém hleddni extrémii funkce jedné proménné pomoci parametrizace kruznice.

|
Funkci L : M x R™ — R definovanou
m
L(z; ) = f() + Y X95(x)
j=1
nazyvame Lagrangeovou funkci pro danou tlohu.
Véta 10.1 — Postacujici podminka existence ostrého lokalniho minima pro rovnostni vazby. Necht f,g;,j € {1,...,m}

maji spojité vSechny druhé parcidlni derivace na néjaké oteviené nadmnoziné M > M. Pokud dvojice (z*;\*) €
R™ x R™ spliiuje podminky:

(0) (0. derivace) z* € M;

(1) (1. derivace) Vi, g—i (x*;0%) = 0;

(2) (2. derivace) pro kazdy (sloupcovy) vektor 0 # v € R™ spliujici
Vgj(z*)-v=0, proVje{l,...,m},

plati
vl - V2L(x*;0%) - v > 0;

kde V2L je Hessova matice funkce L vzhledem k proménnym z = (z1,s,...,2,), potom je x* bodem ostrého
lokéalniho minima.
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Vsimnéme si, ze body (0) a (1) jsou ekvivalentni rovnosti VL(z*; A\*) = 0.

viceni 10.2 Najdéte vsechny extrémy a urcete jejich povahu pro funkci a vazbu z cviceni 10.1.

Zakladni cvigeni 10.3 Najdéte lokalni extrémy funkce f(x,y) = & — z + y? za podminky
g(z,y) =y —1=0;
g(z,y) =y =0;
g(z,y) = 2% + 22+ y* = 0.

r+y=1.

Cviceni 10.5 Najdéte lokéln{ extrémy funkce f(x,y) = 22 + 3? na mnoziné zadané podminkou

+7=1,

Q8
SRS

kde a a b jsou nenulova redlna cisla.

Cvi¢eni 10.6 Najdéte lokdlni extrémy funkce f(z,y) = 222 — 2y? na mnoziné zadané podminkou

2

y+e ® =1

Cvigeni 10.7 Najdéte lokéalni extrémy funkce f(x,y) = cos? x + cos? y na mnoziné zadané podminkou

™
B=g=

|

Cvi¢eni 10.8 Najdéte lokdlni extrémy funkce f(z,y, z) = zyz na mnoziné zadané podminkami

r+y+2=5 a xy+yz+zr=_8.

| Cvigeni 10.4 Najdéte lokdlni extrémy funkece f(z,y) = xy na mnoziné zadané podminkou

-~

=~

-~

-~

-

-~

[J) Geometrickd predstava Lagrangeovy metody se mimo jiné opird o fakt, Ze gradient je kolmy na te¢nu na vrstevnici,
pokud tato tec¢na existuje. Toto vyjadieni i nase predstavivost vyzaduje, aby funkce méla pouze dvé proménné.
Vrstevnici je myslena mnozina bodi, jejichz funkéni hodnota je rovna zafixované konstanté. K dokazani tohoto
faktu je tfeba véta o implicitni funkci a jeji derivaci.

Kolmost je zachovéna i pro funkce vice nez 2 proménnych s tim, ze

« pojem vrstevnice je nékdy rezervovan pro R2, obecné lze hovorit o ,,mnoziné bodi s konstantni funkéni

hodnotou* (level set):
Dy¢(c) =A{(z1,...,xn) € Df: f(z1,...,2n) =c};

e misto teény je nutno hovorit o te¢ném prostoru.
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Obréazek 1: Vyobrazeni vrstevnice z cviceni 10.9.

Cviceni 10.9 — Kolmost gradientu a teény vrstevnice v R*>. Pro funkci f(z,y) = ””—25 — zy3 uvazujte jeji vrstevnici
1 1

1. Ukazte, ze pro kazdy bod A € Dy (3) existuje okoli H(A) takové, ze mnozinu H(A)NDy (1) je lze jednoznaéng
vyjadriti jako graf funkce ¢ proménné z nebo jako graf funkce 1) proménné y.

(Tlustrace na obrazku 10 nize.)

2. Ukazte, ze v kazdém bodé A € Dy (%) je gradient funkce f kolmy na tec¢nu ke grafu funkce ¢ nebo ¢ z bodu

(1).

3. Pro body (1,0) a (2,2) napiste rovnici teény ke grafu funkce z bodu (1).
4. Uvazme vrstevnici Dy (0). Ve kterych bodech ji nelze lokdlné popsat implicitni funkei? Porovnejte s obrdzkem
10.
1%
11 Vazané extrémy s rovnostnimi podminkami a nerovnostnimi podminkami
Zakladni cviceni 11.1 Najdéte lokdlni extrémy funkce f(x,y) = 22 + y za podminky
h(z,y) =2 +y> < 1.
m
Zakladni cvigeni 11.2 Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = %3 — 2 + y? za podminky
h(z,y) = 22 + 2z + > < 0.
[

2

Cvigeni 11.3 Najdéte lokéln{ extrémy funkce f(z,y) = 22 — ? na mnoziné zadané podminkou

w2492 <4
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Obréazek 2: Vyobrazeni vrstevnice z cviceni 10.9(4).

Cvigeni 11.4 Uvazujme funkce f(z,y) = 2> + zy + 42 a h(z,y) = z + 2y — 10.
Provérte, zda jsou body z nésledujictho seznamu, body lokélntho extrému funkce f vzhledem k podmince
h(z,y) <0:
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J Co byste si méli z tohoto cvi¢eni odnést:

e Jak spocitat vicerozmérny integral pres obdélnikovou a obecnou oblast.

o Jak provést substituci ve vicerozmérném intergralu.
A co byste se méli doucit pokud to jeSté/uz neumite:

o Integrovat funkce jedné proménné.

12 Integraly pres obdélnikovou oblast

Pfi vypoctech vyuzivame nésl. vétu, kterd ndm dovoluje problém integrace pies vice proménnych prevést (v ,rozum-

nych* pitipadech) na integraci pies jednu proménnou.

Véta 12.1 Bud f(zx,y) integrabilni funkce na D = [a,b] X [c, d]. Pokud existuje jeden z integrala

b d d b
7y )
/a (/C f(z )dy) dx nebo/c </a f(z y)dx) dy

potom je roven dvojnému integralu

/ f(z,y)dedy .
D

Zakladni cviéeni 12.1 Bud f(z,y) = % a D = [2,3] x [0, 3]. Spocitejte

/ f(z,y)dzdy.
D

/ f(z,y)dzdy
D

Cvigeni 12.3 Bud f(z,y) = sin(z +y) a D = [0, 7] x [0, 27]. Spocitejte

/ f(z,y)drdy
D

Cvi¢eni 12.4 Spocitejte objem télesa ohrani¢eného rovinami z = 0,z = 3,y = -1,y = 1, z =

z= f(z,y) = 2* + 2

Cvigeni 12.5 Bud f(z,y,2) = (z+2y+32)% a D = [0,1] x [—3,0] x [0, 3]. Spo¢itejte

/// f(z,y, z)dadydz

| Cvigeni 12.2 Bud f(z,y) = €***¥ a D = [0,1] x [0, 3]. Spocitejte

18
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Cvi¢eni 12.6 Bud f(x,y,2) = e*t¥** a D =[0,1] x [0, 1] x [0, 1]. Spoditejte

// f(z,y, z)dedydz

13 Integraly pres obecnou oblast

Budeme uvazovat dva typy oblasti:

e (typ 1) z je z intervalu [a, b] a y je omezené spoj. funkcemi ¢1 () a wa(x) spliiujicimi ¢ (z) < @2(x) pro vSechna
x € la,b],

o (typ 2) y je z intervalu [¢,d] a = je omezené spoj. funkcemi 11 (y) a 1¥2(y) spliujicimi ¢ (y) < ¥2(y) pro vsechna
y € [e,d].

Ya Ya
(typ 1) (typ 2)
Ly =pa(x)

v Y2 (y)

‘."*'x:%(y)

A integréily pres takovéto oblasti budeme pocéitat dle néasledujici véty.

Véta 13.1 Pokud integraly napravo existuji, plati pro oblast D, ze

b p2()
/ [ fa)dady = / ( L B f(say)dy) de.
d P2 (y)
,y)dedy = ,y)dz | dy.
/Df(wy)xy / (/Wy) f(z,y) x) y

Zakladni cviéeni 13.1 Bud f(z,y) = zy. Spocitejte

e je-li D typu 1, mame

e je-li D typu 2, mame

/D f(z, y)dzdy,

kde D je omezend mnozina ohrani¢ens kiivkami 3> =z a y =2 — 2. ]

Cviceni 13.2 Vypocitejte

J[ @+ wazay,

kde D je oblast pod grafem funkce y = z% pro z € [0, 3]. 1%
Cviceni 13.3 Vypocitejte

// z + y)?dzdy,

kde D je ,vyplnény“ trojihelnik s vrcholy (0,0), (0,1) a (2, 2). Q
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Cviceni 13.4 Vypocitejte

1,1
/ / rydydz .
0 @

Cvi¢eni 14.3 Spoctéte

/ v 22 + y2dxdy,
D

20
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Cvigeni 13.5 Vypocitejte
1,1
/ / (z 4+ y?)dzdy .
0 1—y
1%
Cvigeni 13.6 Vypocitejte
// x — y)dady,
kde D je ,,vyplnény* trojihelnik s vrcholy (0,0), (1,0) ,1). 1%
Substituce v integralu
Méjme ¥ : R® — R", ¥(v) = (V1(v),...,¥,(v)). Jacobiho matice funkce ¥ je nasledujici zobrazeni R" — R™"
(pro v = (v1,v2,...,05))
T4 oV,
ovq vy,
oWy oy
ovq Ovy,
pokud vsechny parcialni derivace existuji.
1
Véta 14.1 Necht D je omezena uzaviend mnozina na R™. Necht ¥ : R” — R"™ m4 spojité vsechny parcialni derivace | *
(vSech slozek) na néjaké oteviené nadmnoziné mnoziny D a skoro vsude na D plati, ze ¥ je bijekce a det Jy je
nenulovy. Potom pro kazdou spojitou funkci f : D — R plati
/ dx-/ F(U(v))|det Jg(v)|dv
¥(D)
kde x = (z1,22,...,ZTn)-
1
Zakladni cviéeni 14.1 Bud f(z,y) = 3z + 2y — 1. Spocitejte :
/ f(z, y)dady,
D
kdeD:{(x,y):1§x2+y2§4ax§y}. -
Cviceni 14.2 Spoctéte ?
// rydzdy,
D
kdeD:{(x,y)€R2:$§y§x+1,l—x§y§2—x}.
Pouzijte substituci u =z +y,v =z — v. 1%
?



IkdeD:{(ﬂc,y)GRQ:1§m2+y2§4,m§y§\/§x}. Q

Cviceni 14.4 M¢jme desku ve tvaru ¢tvrtkruhu o poloméru r. Plosna hustota desky v daném bodé je rovna druhé

vvev

Q

I Cvi€eni 14.5 Vypoctéte objem (3D) koule o poloméru r. ]
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15 Strojova disla

Cvigeni 15.1 Jak pfesné bude vypadat 32 bitt reprezentujicich nésledujici ¢isla (uvazujeme jednoduchou pfesnost,
pouze normalizovand ¢isla a zaokrouhlovani smérem k nule — prvni bit je znaménko, pak exponent a pak signifikant):

a) —1/13,
b) 1/17,
¢) soucet téchto (reprezentovanych) ¢isel.

Néapovéda: nejprve si vyjadrete ¢isla ve dvojkové soustave. 1%

Zakladni cvigeni 15.2 Jak presné bude vypadat 32 biti reprezentujicich nésledujici ¢isla (uvazujeme jednoduchou
presnost, pouze normalizovand ¢isla a zaokrouhlovani k nejbliz§imu, nerozhodné smérem od nuly — prvni bit je
znaménko, pak exponent a pak signifikant):

a) —1/5,
b) 2/3,

¢) soucet téchto (reprezentovanych) ¢isel.

Cvigeni 15.3 Format bfloat16 je alternativa k binaryl6, a ma nésledujici parametry: na signifikand je 7 biti a na
exponent je 8 biti. Parametr b, posun exponentu, je 127. Porovnejte rozsah a relativni presnosti tohoto forméatu s
formatem binaryl16. m

22

-



16 Odhady v numerickych algoritmech
Lemma 16.1. Pokud |6;| <u a |p;| =1 pro vSechna i € {1,...,n}, nu < 1, tak plati

n

H(l + 6z)pI =1+ ®n7

i=1

nu

kde |©,,| < .
6| |_1—nu

Nésledujici znaceni se hod{ pro po¢itdni nakumulovanych chyb (zanedbavé pfesnou hodnotu nakumulované chyby):

Znafeni 16.2. (n) =[] (1+d;)"
I Cvic¢eni 16.1 Dokazte lemma 16.1. Q

Zakladni cvigeni 16.2 Méjme pevné danou mnozinu strojovych ¢isel F' (napt. v jednoduché presnosti) a uvazujme
standardni model aritmetickych operaci.
Uvazujme algoritmus V : F* — F, ktery pocita skalarni soucin, tedy

V(xy, @, ..., xn) = a1x1 + Qoo + . . . p Xy,
kde a € F jsou pevné zvolené parametry.

1. Odhadnéte doptrednou chybu.

2. Odhadnéte zpétnou chybu.

Predpokladame, ze nedojde k podteceni, preteceni apod. (]

Zakladni cvigeni 16.3 Méjme pevné danou mnozinu strojovych ¢isel F' (napt. v jednoduché presnosti) a uvazujme
standardni model aritmetickych operaci.
Uvazujme zobrazen{ p : x — (z — 2)? a 3 zpiisoby jeho vypodtu:

a) pa(z) = (z - 2)%
b) py(z) = 2% — 182® + 14427 — 6722° + 20162° — 4032z* + 537623 — 460822 + 2304z — 512;
¢) pe(x) = =512+ 2 (2304 + z (—4608 + z (...))) (Hornerova metoda/pravidlo).
Uvazujme algoritmus V, : F — F : z — p.(x) pro z € {a,b,c} (tedy pocitd fukéni hodnotu p(z) 3 vyse

uvedenymi zpusoby).
Pro vSechny 3 varianty

1. odhadnéte doprednou chybu, a
2. odhadnéte zpétnou chybu.

Predpokladame, ze nedojde k podteceni, preteceni apod. [
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J Co byste si méli z tohoto cvi¢eni odnést:
o jak poznat, ze je néco grupoid / pologrupa / monoid / grupa,
e najit a poznat podgrupy ruznych grup.
A co byste se méli doucit, pokud to jesté/uz neumite:

o staci znat z prednasky definice a zakladni vlastnosti vySe zminénych pojmu.

17 Grupoid, monoid, pologrupa, grupa — definice

Definice 17.1 Grupoid je uspofddand dvojice (M, o), kde M je libovolnd neprdzdnd mnozina a o je bindrni operace
na M.

o Pologrupa je grupoid (M, o), pro ktery je o asociativni operace.
o Monoid je pologrupa (M, o), ve které existuje neutrdlni prvek e takovy, ze

pro vSechna a € M plati eoca=aoe=a.

« Grupa je monoid (M, o), ve kterém ke kazdému a € M existuje inverzni prvek a~! takovy, Ze

aloa=aoat=e.

o Komutativni (abelovskd) grupa je grupa (M, o), kde o je komutativni operace.

Zakladni cvigeni 17.1 Urcete, které z ndsledujicich ¢iselnych mnoZin s uvedenou operaci tvoti grupoid / pologrupu
/ monoid / grupu / abelovskou grupu. Pokud existuje, najdéte neutralni prvek a zjistéte, jak vypadaji inverzni
prvky.

Cvi¢eni 17.2 Bud M mnozina vSech prostych realnych funkei jejichz defini¢ni obor je roven R.
(a) Je M uzaviend vuci operaci sklddéni funkci? Tzn. plati f o g € M pro vSechny funkce f,g € M?

(b) Je M uzaviend vii¢i operaci inverze funkce? Tzn. plati f~! € M pro viechny funkce f € M?

Zakladni cviéeni 17.3 Méjme mnozinu M = {0,1,...,n — 1}. Rozhodnéte, zda tvori dvojice (M,o) grupoid /
pologrupu / monoid / grupu / abelovskou grupu pokud je operace ,,o*

(a) séitdn{ modulo n.

(b) ndsobeni modulo n.

24
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Cvi€eni 17.4 Méjme mnozinu M = {0,1,2,3,4,5}. Odeberte z M co nejméné prvku tak, aby vyslednd mnozZina
spolu s nasobenim modulo 6 tvotila grupu. Q

Cvigeni 17.5 Mé&jme mnozinu M = {0,1,...,n—1}. Jaké prvky musime z M odebrat, aby vyslednd mnozina tvorila
spolu s operaci nasobeni modulo n grupu? Q

Cvi¢eni 17.6 Bud P mnozina vSech redlnych polynomt. Je P uzaviend vuci derivaci? Tzn. plati pe P = p' € P? =

Cvigeni 17.7 Najdéte co nejmensi mnozinu M C R obsahujici alespon dva prvky takovou, aby s operaci déleni
tvorila grupu. Je vyslednéd grupa abelovska? Q

Cvigeni 17.8 Najdéte co nejmensi mnozinu M C R obsahujici ¢islo 1 takovou, aby s operaci s¢itani tvorila grupu.

9

/ grupu / abelovskou grupu. Pokud existuje, najdéte neutrdlni prvek a zjistéte jak vypadaji inverzni prvky.
(a) (Q,0), kde aob=ab,

(b
(c
(d
(e
(f
(8

) (N\ {0},0), kde aob = ab,

) ({~1,1},0), kde aob = a’,

) (R,0),kde aocb=a+b+1,

) (R,0), kde aob=a+ b+ ab,

) (R2,0), kde Ao B je stied tisecky mezi body A a B,
) (N'\ {0}, 0), kde n o m = ged(n, m).

Cvigeni 17.10 Tvori potenéni mnozina neprazdné mnoziny spolu s operaci sjednoceni mnozin grupu? (]
Cvigeni 17.11 Tvori potenéni mnozina neprazdné mnoziny spolu s operaci praniku mnozin grupu? (]

Cvigeni 17.12 Bud M = {(a,b) | a,b € R,a < 0 < b} (tj. mnozina otevienych omezenych intervalii obsahujicich
nulu). Rozhodnéte, jestli M s operac{ sjednocen{ U tvoii grupoid / pologrupu. Ptidejte do M jeden prvek tak, aby
vznikl monoid. 1%

Cvigeni 17.13 Bud M = {(a,b) | a,b € R,a < 0 < b} (tj. mnozina otevienych omezenych intervalii obsahujicich
nulu). Rozhodnéte, jestli M s operaci pruniku N tvoi{ grupoid / pologrupu. Pfidejte do M jeden prvek tak, aby
vznikl monoid. 1%

Cviteni 17.14 Uvazujme mnozinu M = {a + bv/2 | a,b € Q}.

(i) Tvori M s operaci séitani ¢isel grupu? Pokud ne, pfidejte/uberte co nejméné prvku tak, aby (M, +) byla
grupa.

(ii) Tvori M s operaci ndsobeni ¢éisel grupu? Pokud ne, pfidejte/uberte co nejméné prvka tak, aby (M, -) byla

Cvigeni 17.9 Urcete, které z nasledujicich ¢iselnych mnozin s uvedenou operaci tvori grupoid / pologrupu / monoid
1%
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grupa.

%
Cvigeni 17.15 Je nasledujici tabulka Cayleyovou tabulkou abelovské grupy?
[ llafb[c]|d]
allal|b|cl|d
bilb|lal|d]|c
clleld]alb
di||d|c|b|a
|
I Cviceni 17.16 Dokazte, ze kazda grupa fadu mensiho nez 4 je abelovska. (]
18 Podgrupy
Definice 18.1 Bud G = (M, o) grupa. Podgrupou grupy G nazveme libovolnou dvojici H = (N, o) takovou, Ze
e NCM,
e H = (N,o0) je grupa.
Zékladm’ cviceni 18.1 Méjme grupu Zg . Kolik md prvka? Najdéte vSechny vlastni podgrupy této grupy. (]
Cvigeni 18.2 Které z nésledujicich mnozin jsou podgrupou grupy (Q \ {0},-)?
(a) mnozina sudych cely ¢éisel bez nuly,
(b) mnozina lichych celych ¢isel,
(c) {2":n e Z},
(d) {2™-3™:n,m € Z},
1+2n
(e) {m n,m e Z}
%
Cviceni 18.3 Najdéte vSechny podgrupy grupy zadané nasl. tabulkou.
[ Telole]d]
allal|b|cl|d
bilb|lal|d]|c
clleld]alb
d||d|c|b|a
|
I Cviteni 18.4 Je mnozina G = {a + bv/2: a,b € Q,a # 0V b # 0} podgrupou grupy (R \ {0},-)? 1%
Cviceni 18.5 Méjme monoid (M, o) a ozna¢me G := {a € M : a je invertibilni}. Zjistéte a odivodnéte, zda musi
byt (G, o) grupa. 1%
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J Co byste si méli z tohoto cvi¢eni odnést:
e jak najit podgrupy generované mnozinami,
e jak najit efektivné generatory multiplikativnich grup modulo prvocislo p.
A co byste se méli doucit, pokud to jesté/uz neumite:

o staci znat z prednasky definice a zakladni vlastnosti vySe zminénych pojmu.
19 Cyklické grupy a generatory
Cviceni 19.1 Najdéte vsechny generatory a vSechny podgrupy grupy Zjs. Najdéte také inverzni prvky ke vSem

prvkum. [

Cviceni 19.2 Najdéte konec¢nou grupu, kterda ma podgrupy radu 3,5 a 7. (]

|

Cvieni 19.3 Najdéte podgrupu grupy (Z,+) generovanou mnozinou

(a) {2},

(b) {2,3},

(c) {2,5},

(d) {6,15},

(e) {n,m}, kde n # m jsou kladnd pfirozend cisla.

%

I Cvigeni 19.4 Popiste jak vypadaji podgrupy cyklické grupy (Z, +). Q

Zname z predndsky: Je-li (G, o) cyklickd grupa fddu n a a néjaky jeji generdtor, potom a® je také generdtor
tehdy a jen tehdy, kdyz k a n jsou nesoudélné (tj. ged(k,n) = 1).

Cvi¢eni 19.5 Najdéte vSechny generdtory a vSechny podgrupy grupy Z;,. Najdéte také inverzni prvky ke vSem
prvkim. ]

Cvi¢eni 19.6 Najdéte vSechny generdtory a vSechny podgrupy grupy Z;,. Najdéte také inverzni prvky ke vSem
prvkum. [

obsahuje matici

O O =
S = O
_ O =

(a) Je tato podgrupa cyklicka?

(b) Je cyklickd vy$e zminénd grupa vsech reguldrnich matic z R®3?

Cvi¢eni 19.7 Najdéte nejmensi podgrupu grupy reguldrnich matic z R33 s klasickym maticovym nasobenim, ktera
]
I Cvic¢eni 19.8 Najdéte vsechny generatory a podgrupy aditivni grupy modulo 22, tj. grupy Z;’T Q
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Cviceni 19.9 Najdéte vSechna kladnd n € Z takovd, ze grupa Z)} ma rad 12. Q

Cvi¢eni 19.10 Najdéte nejmensi podgrupu grupy (R™,-) kladnych redlnych é&isel s klasickym nasobenim, kterd ob-
sahuje

(a) disla 5 a 10;

(b) vSechna prvodisla.

f=1(2,45,6,3,1,8,9,7) a g=(81,5,2,6,3,7,9,4).
(a) Cemu se rovna f o g?
(b) Cemu se rovna (f), tzn. nejmensi podgrupa S,, obsahujici f?

(c) Cemu se rovna f100 o g190?

| Cvigeni 19.11 Budte f a g dvé permutace z Sy, kde ?

Cviceni 19.12 Naleznéte grupu G a dva jeji prvky a, b fadu 3 takové, ze prvek ¢ = aob nema rad 3 a neni neutralni.
Muze byt grupa G abelovska? (]

20 Generatory grup Z;

I Cvigeni 20.1 Jaké je pravdépodobnost, ze ndhodné zvoleny prvek grupy ZJ; je generdtor? Q ?

Zakladni cviceni 20.2

(a) Je 5 generdtor grupy Z,,? (Pokuste se toto ovérit ¢éi vyvrétit bez nutnosti vyétu mnoziny generované prvkem
5.)

B

(b) Je 2 generétor grupy Z;?

(c) Naleznéte vSechny generdtory grupy Zss.

1%
1
[©]Zakladni cvigeni 20.3 Ukaiste e mnozina H = {a!! : a € Z33} je podgrupa grupy Zss a zjistéte jeji Fad. s
Cviceni 20.4 M&jme libovoln4 pfirozend &fsla k a n. UkaZzte Ze mnozina H = {a* : a € Z} je podgrupa grupy Z ?

a zjistéte (popisté a zdivodnéte), pro kterd k se jedna o vlastni podgrupu. m
I Cvigeni 20.5 Naleznéte nosnou mnozinu grupy Zg a vSechny jeji generatory. Q ?
I Cvi¢eni 20.6 Naleznéte nosnou mnozinu grupy Zj, a vSechny jeji generdtory. ¢ ?
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J Co byste si méli z tohoto cvi¢eni odnést:
o Jak poznat homomorfismus a najit izomorfismus grup.
A co byste se méli doucit, pokud to jesté/uz neumite:

e staci znat z prednéasky definice a zdkladni vlastnosti vyse zminénych pojmua.

21 Homomorfismus a izomorfismus

Cvigeni 21.1 Zjistéte, kterd z nésledujicich zobrazeni jsou homomorfismem a kterd z nich jsou izomorfismy (pro

dané grupoidy).

(a) Zobrazeni f(n) =3n+ 2 z grupy (Z,+) do (R, +).

(b) Zobrazeni f(z) = 2% z grupy (R, +) do (R*,").

(c) Zobrazeni f(A) = Ay, z grupy redlnych matic dimenze n X n se s¢itdnim po prveich (R™*"™, +) do (R, +).

(d) Zobrazeni f(A) = Ay 1 z grupy reguldrnich realnych matic dimenze n x n s maticovym nasobenim (RJ3",-) do
(R,-).

1%

Cvigeni 21.2 Najdéte néjaky homomorfismus grupy regularnich redlnych matic s maticovym nasobenim (R:‘CE”, 3
do (R,-).

I Cvi¢eni 21.3 Je Zj|, izomorfni s Z; ? Pokud ano, najdéte néjaky izomorfismus. Q

Zakladni cviceni 21.4 Pro prvocislo p popiste, jak byste nasli izomorfismus grupy Z, s grupou Z;;l. Kolik rtznych

izomorfism1 existuje? Q

Cviceni 21.5 M&jme grupy G a H, kde G := ZI a H := Zj;. Naleznéte viechny homomorfismy z G do H a

zduvodnéte, ze jsou vsechny. [

I Cviceni 21.6 Bud ¢ : G — H ndjaky homomorfismus grup G = Z], a H = Z{. Ukaite, 7e p(4) # 5. ]

22 Diskrétni logaritmus

Cviceni 22.1 Vyrteste rovnici

5 =12 (mod 23).

Cvigeni 22.2 Anastazie chce predat Borivojovi tajnou zpravu béhem hodiny déjepisu a tak Borfivojovi naprosto
verejné posle papirek rikajici: ,, Borivoji, néco Ti poslu a pouziji Diffie-Hellmana. Muj verejny kli¢ je prvocislo 29,
generator 8 a vypodcitané ¢islo 24“. Borivoj na to: ,, Jasné, Anastzie, moje je 15“. Anastédzie: ,, Super, je-li n nase
sdilené tajemstvi, tak se sejdeme (n — 2 mod 7)-ty den pristiho tydne v n — 7 hodin na hibitové u hrobu éslo
5n + 6. Toz zatim!“ Kdy a kde se Anastdzie a Bofivoj setkaji? Q
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J Co byste si méli z tohoto cvi¢eni odnést:
o Jak poznat, jestli dand trojice ,,mnozina a dvé bindrni operace” tvori okruh nebo téleso.

o Jak pocitat v télesech, kde se ndsobi modulo ireducibilni polynom.
A co byste se méli doucit, pokud to jesté/uz neumite:

o Jak funguje rozsireny Fukliduv algoritmus.

e Co je to ireducibilni polynom.

23 Okruhy a télesa

Definice 23.1 — okruh (ring). Budte M neprazdna mnozina a 4 a - binirn{ operace na této mnoziné. Rekneme, Ze
trojice R = (M, +, ) je okruh, pokud plati:

e (M,+) je abelovska grupa,
e (M,-) je monoid,
o plati (levy a pravy) distributivni zdkon:

(Va,b,c € M)(a(b+c) = ab+ ac A (b+ c)a = ba + ca).

Definice 23.2 — téleso (field). Okruh T' = (M, +,-) se nazyva téleso, jestlize (M \ {0}, ) je abelovskd grupa. Tuto
grupu nazyvame multiplikativni grupou télesa T

Cvigeni 23.1 Zjistéte, zda nasledujici mnozina s operacemi obvyklého s¢itdni a nésobeni ¢isel tvori okruh:

a) Mnozina celych sudych cisel.

(
(b

Mnozina celych lichych cisel.

(
(d

)
)
¢) Mnozina celych &isel.
) Mnozina nezdpornych celych ¢isel.
)

(e) Mnozina raciondlnich ¢isel.

Cviceni 23.2
(a) Je mnozina matic (R™™, 4, ) se s¢itdnim po prvcich a maticovym ndsobenim okruhem?

(b) Je télesem? Pokud neni, jakou podmnozinu jejiho nosice lze vzit, aby télesem byla (pfi pouziti stejnych bindrnich
operaci)?

v

Cvigeni 23.3 Uvazujme né&jakou abelovskou grupu G = (M, +) a mnozinu vSech homomorfismu z G do G. Oznaéme
ji End(G) (takovému homomorfismu se ¥ikd endomorfismus). Zavedme séitdn{ homomorfismi f, g € End(G) takto:

Ve € G, (f +9)() = f(z) + g(x).

Je (End(G), +, 0) okruhem? Je télesem? Symbolem o znac¢ime skladéni zobrazeni jako v pfedchozich cvicenich.

24 Konecna télesa radu p”

[J) Jako dalsi zajimavy studijni materidl je k dispozici ukdzkovy SageMath Jupyter notebook.
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https://sagemath.org
http://sagemath.fit.cvut.cz/deploy/mi-mpi/demonstrations/mi-mpi-demo-EAA-pro-polynomy-cz.ipynb

Pro hledani inverznich prvkd v Z,; se pouziva rozsifeny Euklidiv algoritmus. Jiz byste jej méli znat, ale pro
jistotu si jej nyni pfipomeneme.

Zékladm’ cviceni 24.1 V télese Zsg3 najdéte multiplikativni inverzi k prvku 112. %
Zakladni cviéeni 24.2 Rozhodnéte, zda je polynom P(z) ireducibilni nad télesem Zs, kde

(a) P(x) =23 +2z+1;
(b) P(z) = 2% +2x + 2;

(8) P(z)=2z*+ 23+ 2z +1;
(b) P(z)=2*+ 2% +2+2;
(c) P(z) =z*+x+2.

\Zakadn cvigeni 24.3 Rozhodnéte, zda je polynom P(z) ireducibilni nad télesem Zs, kde

neutralni prvky, generatory a inverzni prvek k z + 1 a z. Q
Cvigeni 24.5 Sestavte Cayleyho tabulku pro nasobeni pro téleso GF(32), kde se nasobi modulo 22 — z — 1. Q

Cvigeni 24.6 Najdéte vSechny ireducibiln{ polynomy z okruhu Zs|[z] stupné mensiho nez 5. 1%

| Cvigeni 24.4 Sestavte Cayleyho tabulky pro obé operace pro téleso GF(2?), kde se ndsobi modulo z? +x — 1. Najdéte
Sech takova, aby 21 11) =01 ,
(a) vSechna y takovd, aby 21(y + 11) +y

Zakladni cviceni 24.7 V télese GF(3?), kde se nasobf modulo ireducibiln{ polynom 2 + 2z + 2, najdéte
(b) najdéte vSechny generdtory multiplikativn{ grupy tohoto télesa.

%
Cvi¢eni 24.8 Uvazujme téleso GF(23), kde se ndsobf modulo x3 + z + 1.
(a) Definujte pojem ireducibilni polynom nad télesem Zs.
(b) Najdéte inverzni prvek k prvku 010.
(¢) Vypocitejte
100 - (010)~* + 010 - 010
1%
Cvigeni 24.9 V télese GF(3%) kde se ndsobf modulo z° + 2z + 2 najdéte
(a) inverzni prvek k prvku 011,
(b) vypoctéte 101 - 222.
%
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Cvigeni 24.10 V télese GF(22), kde se ndsobi modulo 3 + x2 + 1, najdéte
(a) inverzni prvek k prvku 101,

(b) vSechna y z tohoto télesa spliiujici rovnici

101 - (100 + y) = 100..

1%
Cvigeni 24.11 Uvazujte téleso GF(2%), kde se po¢itd modulo polynom z* + 23 + 1.
(a) Najdéte inverzi k prvku 1100.
(b) Vyfeste rovnici (y + 1010)(0101 + 1100) = 0110.
(c¢) Najdéte vSechna y z tohoto télesa spliiujici rovnici
y? 4+ y + 1010 = 0000 .
1%

Cvigeni 24.12 Bud « tzv. zlaty fez, tedy kofen polynomu x? —x — 1. Oznaéme Z3(a) = {aa+b | a,b € Z3} mnoZinu,

kde se s¢ita po slozkdch modulo 3 (napt. (a+2) + (2a+2) =3a+4 =0a+ 1 =1, v jiném zipisu 12+ 22 = 01) a
nisobi klasicky (napt. (2a+1)-a =202+ a =2(a+1) + a = 3a + 2 = 2). Je Z3(a) téleso? Jestli ano, najdéte
Cayleyho tabulku pro ndsobeni. (Srovnejte s Piikladem 24.5) ]

Cvigeni 24.13 Necht v(z) = a;pa™ + am-12™" 1 + -+ + a12 + ap je polynom z okruhu Z,[z], kde p je prvoéislo a
m je kladné celé ¢islo. Dokazte ze plati
(v(2))? = v(zP),

tj. Ze umocnit polynom v(z) na p je to samé, jako do ného dosadit jako argument zP.
[Nédpovéda: lze dokdzat pomoci Fermatovy véty a vhodné pouzité binomické véty] Q

Cviceni 24.14 V télese GF(3%), kde se ndsobi modulo ireducibilni polynom 3 + 2z + 1, najdéte viechna y takova,
aby y'07 = 111. 1%

Cvigeni 24.15 Rozhodnéte, jestli je polynom 4z3 + 222 + 42 + 2 ireducibilni nad Zs. Q

Zakladni cviceni 24.16 M&jme téleso GF(5%), kde se nasobf modulo ireducibilni polynom 3 + 3z + 3.
(a) Naleznéte inverzni prvek vzhledem k ndsoben{ k prvku z2 + 2z.

(b) Naleznéte viechna y € GF(53), ktera spliujf 120 - y? = 111.

%
Cvigeni 24.17 Mé&jme téleso GF(5%), kde se ndsobi modulo ireducibilni polynom z3 + 3z + 3.
(a) Naleznéte inverzni prvek vzhledem k nasobeni k prvku x? + 2z + 1.
(b) Naleznéte viechna y € GF(5%), ktera spliuji 121 - (y* +y + 1) = 101.

"
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I Cvi¢eni 24.18 Méjme dvé télesa, , F' a F’, prvociselného fddu p. Dokazte, Ze jsou tato télesa izomorfni. (]

Cviceni 24.19 Mé&jme dvé télesa, F' a F', fadu 8. V F se nasobi modulo 2% + z + 1 a v F/ modulo 23 + 22 + 1.
Naleznéte izomorfismus téchto dvou téles. (]
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Reseni
Reseni Cuiceni 1.1: (a) sin(x — 3)3, derivace 3(z — 3)2cos(x — 3)3 (b) (sinz — 3)3, derivace 3(sinz — 3)%2cosz (c)
sin (&« + 3), derivace cos (/x + 3) %x_2/3 (d) Vsinz + 3, derivace %(sin z)~2/3 cos

Reseni Cviceni 1.2: (a) 122" 4 33210, (b) 2ae?*, (c) —% — %%, (d) Q%‘Z, (e) 0, (f) (1 +2z)e?2, (g) 2az2* e (h)
(1+Inz)a”

Reseni Cviceni 1.3: ann!
Reseni Cviceni 1.4: (a) a = £371/4, (b) a € {0,1}

S5 v s, Y . . _ L
Reseni Cviceni 1.7: x =2+ 7 km.

< 1
Reseni Cuiceni 1.9: (a) napt. €2*, (b) napf. cos(V3 - z) + —= sin(v/3 - )

V3
Reseni Cuiceni 2.2: koteny jsou -3,-1,1
Reseni Cviceni 2.3: kofeny jsou -3,2,10

Reseni Cuiceni 3.1: ged(a,0) = |a| az na ged (0, 0), coz neni definovano. (V nékterych zdrojich naleznete, Ze gcd(0,0) =
0. Tento rozdil je zptusoben lehce odlisnou definici nejvétsiho spoleéného délitele.)

Reseni Cuviceni 8.3: 1 =23-523 —97-124; —7-321+10-225=3

Reseni Cviceni 3.4: Obecné lze nakombinovat jakoukouliv cenu vétsi nez nebo rovnou (a — 1)(b — 1), kde a a b jsou
nesoudélné ceny znamek. (Dtkaz tohoto faktu nenf rovnou vidét, je tfeba trosku zapracovat...)

Spocitame cenu v nasem pripadé 2% = 2% = 19682.

Spocitame Bézoutovy koeficienty: —7-47 + 15-22 = 1.

Tedy 19682 - (—7) - 47 + 19682 - 15 - 22 = 19682 a rovnost{ 22 - 47 — 47 - 22 = 0 vyrobime kladné koeficienty, aby
princezna nemusela lepit na pohled dluzni Gpisy na znamky.

Hleddme k takové, aby 19682 - (=7) + k- 22 > 0.

Najdeme k = 6263 a mame 19682 (—7) +22-6263 = 12 a 1968215 —47-6263 = 869, tedy 12-47+ 86922 = 19682
a drak se muze tésit na psanicko!

Resend Cuicend 4.1: Jelikoz &isla pfi v produktu jsou navzdjem nesoudélna, plati

m

ki
p(n) = [[o(f).
i=1
Je snadné ovéiit, Ze pro lib. prvocislo p a piirozené kladné k plati ¢(p*¥) = p¥ — p*~1, nebot soudélna éisla s p* jsou
pouze néasobky p a téch je mezi ¢isly od 1 do p* prave p¥/p = p*~1. Z tohoto jiz pak snadno plyne, Ze

Tk 1 1
p(n) = Hp;“ <1 - > = nH (1 - > .
L pi p
) pln
Reseni Cvicent 4.2: (a) 36, (b) 144
Reseni Cuiceni 6.1: (a) y+e® cosy resp. x —e”siny, (b) 7/2, (c) 22y + 3z2y* — y2e™¥’ resp. 322y +4ady® — 2y,

(d) —%cos @)

Reseni Cuiceni 6.2: v bodé (0,0) protoZe je tam $picaté: derivace ani podle x a podle y neni definovana.

Reseni Cvicent 6.3: (a) 2y? resp. 222, (b) —y?sin(zy) resp. —z?sin(xy), (c) —ye ™ + cos(x — y) resp. 2z + cos(z — y)

Reseni Cuiceni 6.4: (a) obé jsou —sinx, (b) obé jsou —zsin(xy) — zyz cos(zy) + 2z cos(yz)

Reseni Cuiceni 7.1: (a) (:v/\/x2 + 2+ 22 y/ e+ 2+ 22,2/ 22+ + 22), (b) (y+2,v+z, z+y), (c) (1,2y, 322),
(£) ((1+ 222)e*+v" | 2aye™” +v7)

Reseni Cuiceni 7.4: Mél by vyrazit ve sméru —VT(1,1,1), tedy (e™*,2e72, —3¢3).
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Reseni Cuiceni 7.5: (Néznak) Nejdifve sestavme funkci hledaného fezu jako funkci jedné proménné: jedn4 se o primku,
kterou lze parametrizovat pomoci bodu a smérového vektoru napt. takto

(0,0) + £(1,2).

Aby vzdélenosti 2 odpovidala hodnota ¢ = 2, je tfeba aby ten vektor mél normu (délku) 1, méme tedy

1
0,0) +¢(1,2)—.
(0,0)+1(1,2)
Nyni uz dostavame prislusnou jednorozmérnou funkei

0=(0s v )~ () o2

4/5 + 48/5 = 52/5.

Derivace v bodé t = 2 je tedy

Nyni spocitejme ¢emu se rovnd vyraz

v<2 4)<1 2) (2264>(1 2) 4/5+ 48/5 = 52/5
z —_—, = . —_—, —= = —,0—= . —, —= = = .
V5 V5, \VB'V5 Vs V5 \V5' Vb

Piipometime, Ze bod na piimce y = 2z se vzdalenosti 2 od pocatku je (2/v/5,4/v/5).

Reseni Cviceni 7.7: Jelikoz je krajina naklonénd rovina, zavisi rychlost pouze na sméru, nebot gradient je konstantni:

r(z,y,8) = 20 — 40 arctan (%1 + ‘%2)

Resent Cuicend 7.8:
r(x,y,§) = 20 — 40 arctan ((z + y)(s1 + s2))
Reseni Cviceni 7.9:
2= 2 wo,y0) - (0 = 20) + 2L (wo,0) - (v = 90) + Flao,0)
= 9z 05, Y0 0 By 0, Yo Y—1Y0 0, Yo

Srovnejte s rovnici teny jednorozmérné funkce!
Reseni Cuiceni 8.5: (a) (0,0), (b) (0,0,0), (c) (0,0), (d) (0,0), (e) (0,0) a body na kruznicich 22+y? = kr+7/2,k € N

Reseni Cviceni 8.4: (a) f(0,0) = 1 diky zndme limité lim,_,qsinr/r = 1, (b) na kruznicich, jejichZ polomér spliiuje
mr = tan(nr)

Reseni Cviceni 9.3: (a) matice [2y2, 4xy | 4xy, 222, (b) matice [e~(@F¥) e~ @Hy) | e=(@4y) o=(@+1)]  (c) diagondln
matice diag(2, 6y, 1222).

Reseni Cviceni 9.5: pro A > 0 a AC — B? > 0 se jednd o ostré minimum, pro A < 0 a AC — B? > 0 o maximum a
pro AC' — B? < 0 ani o jedno

Reseni Cwviceni 9.6: (a) bod (0,0) je jediny krit. bod, ale nenf ani maximem ani minimem, je to sedlovy bod, (b) bod

(0,0) je jediny krit. bod a jedna se o minimum

Reseni Cviceni 9.7: (0,0) je sedlo, (v/2,0), (—v/2,0) jsou lok. maxima a (0,/2), (0, —/2) lok. minima
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Reseni Cvicent 9.8: (6/11,18/11,—6/11)
Reseni Cuicent 9.9: (1/2,1,4/5/2), (1/2,1,—/5/2)
Reseni Cvicend 9.10: musi mit co nejmensi povrch, tedy 8 x 8 x 4 cm

Reseni Cviceni 9.11: (a) jediny krit. bod je (0,0) ale neni ani max. ani min, (b) jediny krit. bod je (0,0,0), je to lok.
minimum, (c) jediny krit. bod je (1/20,11/20, —2/20, je to lok. minimum

Reseni Cviceni 10.1: v bodé (6/5,-8/5) je ostré lok. maximum a v bodé (-6/5,8/5) je ostré lok. minimum
Reseni Cviceni 10.4: maximum v bodé (1/2, 1/2)

S s . Ly, . - v ab? aZb
Reseni Cviceni 10.5: minimum v bodé (7a2+b2’ 7@2_”)2)

Reseni Cviceni 10.6: v bodé (0,0) je ostré lokalni minimum.

Reseni Cuiceni 10.7: extrémy jsou body (z,y), kde x = stk
jednéd o minima, pro sudd o maxima.

ay = —% + k5 pro vSechna k € Z. Pro lichd k se

SIE

Reseni Cviceni 10.8: minima v bodech (2,2,1), (2,1,2) a (1,2,2) a maxima v §(4,4,7), 3(4,7,4) a £(7,4,4)
Reseni Cviceni 10.9: 1. Ukazte ze gradient f je ve viech bodech f nenulovy a uzijte vétu o implicitni funkci.

2. Uzitim véty o implicitn{ funkci nalznéte smérovy vektor te¢ny v obecném bodé A € V a ukazte, Ze jeho skalarni
soucin s gradientem je 0.

3. V bodé (1,0): =1, v bodé (2,2): y = 32 —

Wi

Reseni Cviceni 11.3: (0,42) je minimum a (£2,0) maximum

Reseni Cviceni 12.2:

3 1 3 1 1 1 3
// 62m+ydxdy — / (/ 62x+ydx> dy — / [262z+y:| dy _ 5/ (62+y _ ey)dy =
D 0 0 0 =0 0

- 1, ., 3 v (e2—1)(e® - 1)
:i(e —1)/0 edy:f

Resent Cuiceni 12.3: 0 (plocha pod rovinou danou osami z a y se poéita jako zaporna, stejné jako v pifpadé funkei
jedné proménné)

Reseni Cuviceni 12.4: 20
Reseni Cuicent 12.5: 1—12

Reseni Cuiceni 12.6: (e —1)3

Reseni Cviceni 13.2:

1/2 2 1/2 % z? 1/2 , A 52 3
//I)(x+y)dxdy=/0 /0 (x 4+ y)dy dxz/0 {xy+2]y_0d:c:/0 (x —i-?dx: {44—10}0 =160

Resent Cuicent 13.3:
2 z/2+1 91
//(w+y)2dxdy:/ / (x+y)?dy |do=---= =
D 0 p 6

Reseni Cvicent 13.4: %
Reseni Cviceni 13.5: 1—72

Reseni Cviceni 13.6:

W

Reseni Cviceni 14.2:

N
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Reseni Cviceni 14.3: g—g
Reseni Cviceni 1/.4: Tézisté je ve vzdalenoti 92—‘? od stfedu kruhu na jeho ose zrcadlové symetrie (soufadnice zalezi
na volbé soufadného systému).

Reseni Cuiceni 15.1: Nejprve musime najit bindrni reprezentaci zadanych ¢isel. Pouzijeme k tomu hladovy algoritmus.
Jelikoz 1/13 nelze zapsat ve tvaru n/2¢, kde n a £ jsou celd ¢isla, bude bindrni reprezentace nekoneénd a periodicka.
Najdeme k tak, 7e 28+ > 1/13 > 2F, ziejmé k = —4. Ctvrty bit za teckou a_4 tedy bude prvni nenulovy a r_4 =
V3 _1=3/13
/2% = :

Pokracujeme nasledovné:

3 6 6
a,s—_21—3_—0 7'75—?3—0—@
6 12 12
0_6—_T3_—0 r_67173707ﬁ
12 24 11
= 2— :1 _ :——1:—
A STy T3 13
I PY S _2_ .9
S T T T 13
9 18 5
=122 |=1 ra=—-1=—>
=9 | *13] T3 13
5 10 10
alof_ﬁ_fo 7"710—?3—0—1*3
10 20 7
a_11 = 2173 =1 7"_11—?371 3
e Tl RT3
S P 2 _g_ 2
T BT T3
2 4 1
a14—_2T3_—0 T—14—T3— _TS
4 8 8
a_15 = 2173_ —0 7"_15—?3*0 T3
8 16 3
_ =(2—| =1 _ = — 1= —
416 | *13 ] T 13

a jelikoZ r_4 = r_1¢ budou se dalsi bity periodicky opakovat (a_17 = a_5, a_18 = a—g, atd.), ziskdvdme tedy bindrni
reprezentaci
—1/13 = —(0.000100111011000)2,

kde carou oznacujeme opakujici se ¢ast reprezentace. Tu muzeme prepsat do tvaru
—1/13 = (—1)"(1.001110110001)2"23 7127,
z ¢ehoz je jiz jasné, Ze reprezentace ve tvaru slelm je
1/01111011]00111011000100111011000.

Pro 1/17 postupujeme stejné, najdeme k tak, ze 21 > 1/17 > 2k, ziejmé k = —5. Paty bit za teckou a_5 tedy bude

prvni nenulovy a r_5 = %;Z —1=15/17. Pokra¢ujeme ndasledovné:

15 30 13

e = 2— = 1 e = — — 1 = —
=6 = | *17] T 17
13 26 9
a,7—_2ﬁ_—1 7’,7—1—7—1_1—7
9 18 1
a_g—_QT?_—]. 7”_8—?771—177
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1t ]y 2 2
T T 17
P 4 4

a_10 = _2ﬁ_ =0 rew=17-0=11
4 8 8

a_11 = Zﬁ =0 T_-11 T? -0 ?7
8 16 16
=22 = ==
a-12 7| =0 resp 0=
6] _, 32 15

e T e T AT
15 30 13

a 14__2ﬁ__1 rou=p o=

a jelikoZ r_g = r_14 budou se dals{ bity periodicky opakovat (a_15 = a_7, a_15 = a_sg, atd.), ziskdvdme tedy bindrni
reprezentaci
1/17 = (0.00001111)5.

Tu muzeme prepsat do tvaru
1/17 = (—1)°(1.T1100001 )22~ 127

z ¢ehoz je jiz jasné, Ze reprezentace ve tvaru slelm je
0/01111010|11100001111000011110000.

Pro jednodusi a éitelnéjsi postup reprezentujeme &fslo 1/13 - 1/17 a pak otoéime znaménko. Cisla si napiseme ve
tvaru souc¢tu mocnin ¢isla 2:

1/13=2"*(1+272+274 4270 +277 4278 4+ 272 4 2715 4 9710 4 2717 4 9719 4 9720)
a podobné pro 1/17 (aby se ¢&isla 1épe odecitala, udélame to tak, aby pred zavorkou bylo 274)
1/17 — 2—4 (2—1 + 2—2 + 2—3 + 2—4 + 2—9 + 2—10 _|_ 2—11 + 2—12 + 2—17 + 2—18 + 2—19 _|_ 2—20) .

Pii odecitani vyuzijeme toho, ze 1 —27! —272 =272 278 _9-9 _9-10 __9=1l _ 9=1l 5 9=16 _ 9—18 _ 9—17 4 918,
a dostaneme vysledek
270 (1427242774277 42713 4 2715 4 9719)

coz déva (otac¢ime znaménko a e = 121)
1/01111001]00101000100010110000000.

Resent Cwviceni 16.1: Dikaz. Dokézeme ind&kei.
n=1ap; =1, pak |@1|:|(51|§u<ﬁ.

_ _ 1 5 18y u v L1 v , , .
n=1lap =-1, pak.m =l-1%5a tedy |©1] = \1+151| S — Predpokladejme, zZe tvrzeni plati pron = j—1.
Necht pj = 1, pak H‘Z:l(]‘ + 51);71 = (1 + ®j—1)(1 + 5J) =1+ 5j + ej—l + 5j®j—1'

9;
(J—Du (j — Du?
—G-tu  1-(-Dw
ju_ __gu
1-((—Du = 1—ju

- 140, 5,40,
Necht pPj = -1, pak HZ:I(l + (Sz)p’ — M =1 M

1©;] < 6] + 01| +[6;0;-1] <u+

vyraz secteme a dostaneme

14+6; 1+6;
———
9;
6l 18l o w1 (-1

0, <
|]‘_|1+5j| 1446 " 1—-u 1-ul-(j—1u’
ju—(j—l)u2< Ju

vyraz secteme a dostaneme |

1—ju+ju?z — 1—ju

Reseni Cvicent 17.1: (a) monoid — chybi inverze, (b) monoid — chybi inverze k 0, (c) grupoid — neni asociativni, (d)
grupoid — neni asociativni, (e) monoid — chybi inverze nuly, (f) abelovska grupa
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Reseni Cviceni 17.2: (a) ano, (b) ne. Jde o monoid, operace skladani funkei je asociativni a identické zobrazeni je
neutralni prvek.

Reseni Cvicent 17.3: (a) Jedn4 se o abelovskou grupu, kterou zna¢ime Z; . (b) Jednd se o monoid s neutralnim prvkem
1, ktery je navic komutativni. O grupu se nejednd, protoze naptiklad k prvku 0 neexistuje prvek inverzni.

Reseni Cuiceni 17.4: 7 Cviceni 17.3 (b) vime, ze M s uvedenou operaci tvoif monoid s neutralnim prvkem 1. Aby
vznikla grupa je tfeba z M odebrat prvky 0,2,3 a 4. K nim neexistuje prvek inverzni.

Reseni Cuiceni 17.5: Musime odebrat vSechny prvky, které nemaji multiplikativni inverzi modulo n (viz predmét
BI-ZDM). To jsou vSechna k z M takovd, Ze gcd(k,n) > 1. S uzitim Bézoutovy rovnosti a trochy premysleni lze
nahlédnout, ze to jiz staci. Vyslednou grupu znacime Z,. Pozor na to, Ze grupa 7Z,; ma VZDY jinou nosnou
mnozinu nez grupa Z;.

Reseni Cuviceni 17.7: M = {1,—1}
Resent Cviceni 17.8: M =17

Reseni Cuiceni 17.9: (a) nic — neni uzaviené na operaci, (b) grupoid — nenf asociativni, (c) pologrupa — chybi neutralni
prvek (je tam jenom pravy), (d) abelovskd grupa — neutr. prvek je —1, inverze a=! = —a — 2, (e) monoid — neutraln{
prvek 0, ale —1 nem4 inverzi, (f) grupoid — neni asociativni, (g) pologrupa — je to asociativni, ale chyb{ neutrdlni prvek

(dukaz toho, Ze takovy prvek neexistuje, je vhodné provést sporem)

Reseni Cuiceni 17.12: jednd se o grupid a i o pologrupu, jako neutralni prvek je mozné vzit {0} (tj. mnozinu obsahujici
pouze nulu) nebo .

Reseni Cuiceni 17.13: jedné se o grupid a i o pologrupu, jako neutralni prvek je mozné vzit R (tj. mnozinu viech
redlnych ¢isel)

Reseni Cviceni 17.14: V prvnim pifpadé se o grupu zjevné jedné. Ve druhém je potieba odebrat nulu, tj. prvek, kdy
a=b=0.

Reseni Cviceni 18.2: (a) ne, (b) ne, (c) ano, (d) ano, (e) ano

Reseni Cviceni 18.4: ano, je

Reseni Cuiceni 18.5: Ano, (G,0) je grupa.

Reseni Cviceni 19.3: (a) suda éisla, (b) (Z,+), (c) (Z,+), (d) nasobky tif, (e) ndsobky ged(n,m)

Reseni Cuiceni 19.4: 7 predchoziho cviceni lze odvodit, Ze se bude jednat vzdy o podgrupy tvaru (k), k € Z.

Reseni Cuiceni 19.8: Obecny postup je nasledujici. Najdeme né&jaky generator g: v grupé Zj, je to snadné, nebot
o¢ividnym generatorem je 1. Potom vyuZijeme vétu, kterd ¥ika, ze g je generdtor pravé kdyz k je nesoudélné s
radem grupy: v grupé Z;’Q se pouziva aditivni znaceni, takze misto gF piSeme k x g a generdtory jsou tedy ¢isla
k x 1 = k nesoudélnd s fadem grupy 22. Takovych cisel je ¢(22) = ¢(2)p(11) = 1-10 = 10 (Eulerova funkce):
{1,3,5,7,9,13,15,17,19,21}.

Reseni Cuicend 19.9: Odpovédi je samozfejmé ¢islo 42, ale neni samo. Viechna mozna hledans n mizeme najit diky
tomu, zZe fad grupy Z) je roven ¢(n), kde ¢ je Eulerova funkce. Hleddni n takovych, ze Z mé ¥ad 12 tedy odpovida
feseni rovnice

e(n) = 12.

Postupovat muzeme bud tak, Ze vyuzijeme faktu, Ze pro hodnotu ¢(n) existuji spodni odhady (vizte napft. zde), a
pak projdeme vsechna n, pro kterd je tento odhad mensi nez 12. Tento postup je ale zoufale nematematicky, a proto
jej tady nebudeme rozpitvavat.

Zajimavéjsi je postup analyticky. Vyjdeme z toho, Ze ¢(n) se d4 napsat jako soucin vyrazi tvaru (p* — pF=1), kde
p* je nejvyssi mocnina prvoéisla p, kterd déli n. Cislo 12 se d4 napsat jako souéin celych kladnych ¢isel pouze osmi
zpusoby:

12=1-12=2-6=1-2-6=2-2-3=1-2-2-3=4-3=1-4-3.

Hledéme tedy prvocisla p a kladna celd ¢isla k takova, ze vyraz (pF — pF~1) se rovnd 1, 2, 3, 4, 6 nebo 12. Snadno
ovéifme, Ze pro viechna uvazovana p a k plati (p* —pF=1) > p—1a ze (p¥ — p*~!) je rostouci posloupnosti (vzhledem
ke k). Proto plati (p¥ —p*~!) =1 pouze prop=2ak =1, (p¥ —p* 1) =2 pouzeprop=3ak=1resp. p=2a
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k = 2 (pro vétsi hodnoty p a k uZ je vyraz nutné vétsi nez 2). Podobné dostaneme, Ze (p* — p*~!) = 3 nem4 feseni. Z
toho je zfejmé, ze neni treba uvazovat posledni ¢tyfi souciny ve vyctu vyse:

2:2:3=1-2-2-3=4-3=1-4-3.
A zbyva tedy vyftesit rovnici (p¥ — p*~!) = 6 opét stadi uvazovat pouze prvocisla ostte mensi nez 8 a prvnich par
hodnot k. Dostaneme pouhd dvé feSeni: p=7ak=1resp.p=3ak=2.

Celkové tedy dostavame pro hledana n nasl. moznosti prvociselnych rozkladi:

n=13n=2-13n=3-T,n=2-3-7,n=22.7,n=2%.32
tedy é&sla 13, 26,21, 42, 28, 36.

Reseni Cuiceni 19.10: (a) Budeme doplitovat ¢isla do mnoziny {5,10} tak, aby byly splnény vSechny pozadavky na
grupu.

1. Abychom zajistili uzavienost vici operaci nasobeni, musime ptidat 5-5,5-5-5, ... neboli vSechny mocniny pétky
5%k =1,2,3,.... Podobné pro 10 musime pi¥idat 10¢,¢ = 1,2,3,.... Mnozina ale stile neni uzaviend, neb tam
chybi nap¥. soucin 52103, proto musime piidat vSechna ¢isla tvaru 5%10¢, kde alespoti jedno z nezdpornych ¢isel
k a ¢ je nenulové. Takova mnozina jiz je uzaviena.

2. Asociativita je vlastnost operace a operace nasobeni Cisel je samoziejmé asociativni.

3. Neutralni prvek je ¢islo jedna a to ndm tam stale chybi, proto umoznime i piipad, kdy v 5¥10¢ jsou nulové k i
£, a tim ziskdme monoid: i po pridani ¢isla 1 mnozina zlistava uzaviena.

4. Inverze k prvku 5%10¢ je ¢islo 57%10~¢, pfiddme tam tedy i tato ¢isla a vysledek je mnozina
{5%10° | k,t € Z},

kterd je uzaviend vuci ndsobeni (to je tfeba zkontrolovat pokazdé, kdyz tam néco priddme, neb by se uzavienost
mohla narusit), a tedy se jiz jednd o grupu. Z konstrukce je jasné, Ze se jednd o nejmensi moznou grupu.

(b) U mnoziny prvoéisel postupujeme podobné: musime piidat vSechny kladné mocniny vSech prvocisel, a pak
také vSechny jejich vzdjemné souliny. Tim ale dostaneme vSechna celd ¢isla ostie vétsl nez 1 (kazdé takové &islo se dd
napsat jako soucin mocnin prvoéisel!). Tak dostaneme grupoid. Asociativita opét plati a po ptiddni jednicky dostavame
monoid. Abychom dostali grupu, pridame ke vsem kladnym celym ¢isliim inverze: v mnoziné tak méame ¢isla 1,2,3, ...
a 1/2,1/3,1/4,.... Tato mnozina ale neni uzaviend (napf. chybi 3 -1/5), proto musime pfidat i vSechny vzijemné
sou¢iny a tim dostaneme Q, mnoZinu vsech kladnych raciondlnich é&isel, kterd jiz tvoifi grupu.

Resent Cuiceni 19.11: cdst (i): Zapis f = (2,4,5,6,3,1,8,9,7) vlastné znamend, ze f(1) = 2
tak dale. Slozeni f o g se pak konstruuje jako standardni sloZeni zobrazeni. Napiiklad (f o g)
g(1)=8a f(8) =9, je (f og)(1) =9. Opakovanim této ivahy dostaneme, Ze

7f(2) = 4af(3) == 5, a
(1) = f(g(1)) a jelikoz
fog=109,2,34,1,5,8,7,6).

st (ii): Abychom lépe pochopili strukturu permutace f, nakreslime si nésledujici orientovany graf: vrcholy budou
¢isla 1 az 9, tedy definiéni obor f, a z vrcholu k povede vzdy pravé jedna Sipka do vrcholu f(k). Napf. z 1 vedeme
Sipku do 2, z 2 do 4 atd. Vysledek vypadé takto:

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Snadno si rozmyslime, ze pro kazdy vrchol plati, Ze z ného vede prévé jedna Sipka (neb f je zobrazeni), a také Ze do
ného vede pravé jedna Sipka (neb f je bijekce!). To nutné znamend, zZe se graf sklada z uzavienych nezavislych cykla.
Pro permutaci f jsou to cykly na vrcholech 1,2, 4,6 (Gervené Sipky), 3,5 (Cerné Sipky) a 7,8,9 (modré Sipky). S pomoci
tohoto grafu snadno zjistime, jak vypadaji mocniny f. Napf. f? ziskdme tak, Ze vidy udélame po Sipkach dva kroky:
1 se zobrazi na 4, 2 na 6, 3 na 3 atd. Celkové

f?=1(4,6,3,1,5,2,9,7,8).
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Vime, ze obecné plati
(f)y={r* : kez}.
Diky obrazku vyse ovSem vime o permutaci f dulezitou véc: mocnéni f znamend pohyb po cyklech délky 4, 2 a 3.
Nejmensi spoleény nésobek téchto éisel je 12 a tak plati, ze f12 = f0 = id. Z toho jiz plyne, Ze

Sy =14« kezy={f 107 .. f'}

Jak presné tyto permutace vypadaji ziskdme snadno z obrazku vyse.

cdst (iii): Z piedchoziho bodu vime, ze £1%° se rovna f4, protoze 100 = 4 (mod 12). Abychom si zjednodusili podobné

¢'%%, nakreslime si opét piislusny orientovany graf a z ného zjistime, Ze g obsahuje cykly délek 5, 3 a 1. Nejmensi

spoleény nasobek téchto &isel je 15, a tedy plati g'%° = ¢'°. Nyni uz jednoduse zjistime, Ze
F100 6 g100 — #4610 — (1 2.3 4.5 6,8,9,7) 0 (1,2,5,4,6,3,7,8,9) = (1,2,5,4,6,3,8,9,7) .
Reseni Cuicent 20.1: Jelikoz pocet generatort je ¢(22) = 10, je pravdépodobnost rovna 10/22 = 0, 45454545 - - - .
Reseni Cuviceni 20.2: (a) ano, je, (b) ne, neni, (c) {5* mod 23 : ged(k,22) = 1}.
Reseni Cvicend 20.5: Nosnd mnozina je {1,5,7,11,13,17} a generédtory jsou prvky 5 a 11.

Reseni Cvicent 20.6: Nosnd mnozina grupy 7%, je mnozina {1,7,11,13,17,19,23,29}. Dle véty z piednéasky (30 nenf
tvaru 2, 4, p*, nebo 2p*, kde p je liché prvocislo a k je kladné piirozené ¢islo) se nejedna o cyklickou grupu a proto
jejil mnozina generatoru je prazdna.

Reseni Cuiceni 21.1: (a) ne, (b) ano, je to i izomorfismus, (c) ano, izomorfismus ovSem pouze pro n = 1 (d) ne, pouze
trividlné pro n = 1 jde o homomorfismus; izomorfismus to neni nikdy

Reseni Cvicent 21.2: Napiiklad f(A) = det(A), f(A) = #(A) nebo f(A) = |det(A)|. Lze vzit obecnéji také f(A) =

(det(A))" pro k € Z a f(A) = |det(A)[* pro £ € R. Trividlné i f(A) = 0.
Reseni Cviceni 21.3: ano je, napi. 1 — 1,2 —+3,3 = 7,4—9

Reseni Cviceni 21.4: Najdeme generdtor g, izomorfismus je pak zobrazeni které prvku ¢* ptifadi k. Izomorfismi je
stejné jako generdtort, tedy ¢(p — 1).

Reseni Cviceni 22.2: n = 25, soukromy kli¢ Anastazie je 12 a Bofivoje 9.

Reseni Cvicent 23.1: (a) ani okruh (chybi neutralni prvek vii¢i ndsobeni), (b) ani okruh, ani téleso, (c) okruh, ale ne
téleso, (d) ani okruh (e) téleso.

Reseni Cviceni 23.2: Okruh ano, téleso ne. Ani podminka regularity nestaci, nebot soucet reguldrnich matic nemusi
byt regularni. Dokonce ani reguldrni diagonalni nefunguji.

Reseni Cuviceni 2/.1: jelikoz 23 - 263 + (—54) - 112 = 1, je 112 - (=54) = 1 (mod 263) a tedy 1127! = —54 = 209
(mod 263)

Reseni Cviceni 24.3: (a) Protoze P(1) = 0, m4 polynom koien a nenf ireducibilni. (b)Snadno spoéteme, ze P(0) = 2,
P(1) = 2, P(2) = 1. Proto P(z) nem4 kofen. Pfesto neni polynom P(z) ireducibilni, nebot lze vyjadrit jako P(z) =
(22 +2+2)- (22 +1). (¢) P(z) je ireducibilni.

Reseni Cviceni 24.4: Celkové tabulka pro operaci ndsobeni vypad takto:

o1 ] 10|11 ]
0L [[o1[10]11
10 [ 10 [ 11 [o01
11 [ 110110

Generatory jsou jak 10 tak 11.

Reseni Cviceni 24.5: Néznak Teseni:
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Vyuzijte distributivniho zdkona! Napf. vime-li, ze 21 -01 = 21 a 21 - 10 = 02, spoéitdme 21 -12 =21- (10401 4 01) =
02421421 =44=11.

Reseni Cviceni 24.6: Polynomy stupné 1 jsou vSechny ireducibilni, 22 + = + 1 je jediny ireducibilni stupné 2, dalsf
ireducibilni jsow: 23 + 22+ 1, 22+ + 1L, 2t +2x+ 1, 2t + 23+ 1L, 2t + 23 4+ 22+ 2+ 1

Reseni Cviceni 24.7: (a) Jelikoz x2 se v této grupé rovna z+1a (2z+1)(z+1) = 222 +1 = 22+ 2+ 1 = 22, miZzeme
rovnici pomoci distributivniho zdkona
21(y + 11) = 01 + y

prepsat do tvaru
2l(y+11) =21y +21-11 =21y +20 =01 + y.

K obou stranam rovnice pricteme 02y + 10 a dostaneme
21y + 02y = 20y = 11.
Je treba najit multiplikativni inverzi prvku 20. Pak po upravé plati, ze
y=20"".11.
Inverzi k 20 = 2x najdeme bud pomoci rozsiteného Euklidova algoritmu, nebo si prosté vSimneme, ze
202z 4+ 1) =a* +2x =0 +1+22=1.

Dostavame tak
y=21-11=20,
jak jsme jiz spocitali vyse.

(b) Z ptednasky vime, ze multiplikativni grupy téles GF(p*) jsou vzdy cyklické. Jelikoz v piipadé GF(3%) ma
multiplikativni grupa fdd 8 (prvek 00 musime vyhodit), mé celkem (8) = 4 generatort. Zkusme jeden z nich najit
a vygenerovat pomoci ného vSechny ostatni prvky. Zaénéme napf. s prvkem 10 = = (prvky 01 a 02 jisté generdtory
nejsou). P¥i nasobeni vyuZivame toho, Ze v zadaném télese je 22 = z + 1:

=+l =2 +r=22+1,2" =202 4+20=2,0"=22,25=20+2,2" =x+2,2° =1,

a tedy 10 je generator.

Déle pouzijeme vétu, kterd ikd, ze umocnime-li generdtor na vSechny exponenty nesoudélné s fadem (pro rad 8
tedy ¢isla 1,3,5,7), dostaneme vSechny generatory. Dle tohoto ndvodu dostavame vysledek: vSechny generdtory jsou
prvky 10, 21, 20 a 12.

Reseni Cuiceni 24.8: (b) 101, (c) 110
Reseni Cviceni 24.9: (a) 120, (b) 1.
Reseni Cuviceni 24.10: (a) 111, (b) 010
Reseni Cviceni 24.11: Ozna¢me polynom ze zadani p(z) = z* + 2° + 1.
(a) Pouzitim jednoho kroku rozsifeného Euklidova algritmu dostdvame Bézoutovu rovnost ve tvaru
1=p(x) —z-(2® +2?).

Inverzi k 23 + 22 je tedy =, v Teéi koeficientit (1100)~! = 0010.

(b) Primocarymi upravami vyjadiime y jako
y = (1001)~' - 0110 — 1010. (1)
Je tfeba nalézt inverzi 1001, ozna¢me si ¢(z) = 2® + 1 a pouZijme rozsffeny Euklidiv algoritmus

podil  zbytek
p(x) q(z) x+1 z=p)—(z+1)q(z)
a@) @ 2 1=ga)—a®a= (2 +2® + 1a(z) - *p(x)

Tudiz hledanou inverzi je (1001)~! = 1101. Dosazenim do (1) dostdvdme vysledek
y =1101-0110 — 1010 = 0101 — 1010 = 1111.

Soucin 1101 a 0110 lze vypocitat vyndsobenim piislusnych polynomi (nezapomeiite, ze koeficienty se pocitaji
modulo 2)

(B2 +1)- P +a)=2>+23+2° 42
a vypoétenim zbytku po déleni polynomem p(x):

(2 + 2 + 22 +2) (mod p(z)) = 2? + 1.
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(c) Libovolné y z GF(2*) lze vyjadfit ve tvaru y = abed, resp. y(z) = ax® +bx? +cx +d, kde a,b, ¢, d € {0,1}. Nejprve

je potfeba vypocitat kvadrat y, ¢ili nejprve vynasobit polynomy
y(z)? = a®2% + 2aba® + (b2 + 2ac)x* + 2(ad + be)z® + (¢ + 2bd)x? + 2cdx + d? =
= a2’ + bzt + cx? + d.

Zde jsme opét pouzili toho, Ze slozky jsou dany modulo 2 a navic o2

zbytek po délenf polynomem z* + 22 + 1. Pouzitim standardniho algoritmu dostavame
az® + bzt +cx? +d (mod z' + 23 +1) = —(a+b)2® + (c—a)2® +axr +d—a —b.
Tj. y(z) - y(z) = —(a + b)2® + (¢ — a)2® + ax + d — a — b. Hleddme a, b, c,d € {0,1} tak, aby

y(x)2—|—y(x)+x3+x=(1—b)m3—|—(c—a—|—b)x2—|—(a+c—|—1)a:—a—b;0.

= «a pro «a € {0,1}. Déle je nutné nalézt

Koeficienty jsme opét upravili modulo 2. Z prvniho koeficientu jasné plyne, ze b = 1. TakZe potom a = 1 (absolutni
¢len) a ¢ = 0 (linedrni ¢len). Kvadraticky ¢len je pak nulovy ¢c—a+b=0—1+1 = 0. Na d jsme zddnou podminku

neziskali a muze proto byt libovolné. Shrnujeme, ze feSenim zadané rovnice jsou dvé

y1 =1100 a yo = 1101.

Reseni Cuiceni 24.13: Budeme chtit vyuzit binomické véty, ktera ¥ikd, Ze pro libovolna realnd ¢isla a a b (a klasické

ndsobeni a séitani ¢isel) a nezdporné celé ¢islo n plati:

i =35 (Dot

k=0

Abychom binomickou vétu dokdzali (a dévala smysl), potfebujeme védét, Ze séitdni a ndsobeni jsou asociativni a

komutativni, to ale plati i pro okruh polynomu Z?[z] a pfislusné operace s¢itdni a ndsobeni polynomti.
Pro dva polynomy u(x) a w(x) ze ZP[x] tedy dostaviame

P
p _
(u(o) + wle)? =3 (7 (ule) i)
k=0
Jelikoz jsou koeficienty ze Z,, je (Z) = 0 pro vSechna k mimo k =0 a k = p. Z toho dostdvame
(u(@) + w(x))? = (u(x))” + (w(z))?.
Nyni vyuzijeme tento fakt pfi vypoétu (v(x))?, kde

v(2) = ama™ + app_12™ !

+ -+ a1z + ap.
Nejprve aplikujeme binomickou vétu pro polynomy u(z) = a,,2™ a w(x) = @y 12™ 1+ -+ + a1z + ap:

(v(2))? = (u(z) + w(2))? = (am)P2"™ + (am_12™ "+ + a1z + ao)p

S vyuzitim Malé Fermatovy véty méme a2, = a,, (podobné i pro vSechny ostatni koeficienty a;,i =m—1,m—2,...
aw(r) = ay_ox™ 2+

nize). S opétovnym pouZitim binomické véty, tentokrate pro volbu u(z) = a,,_12™ !

a1x + ag, dostavame
(0())? = (u(@) + w(x))P = apaP™ + ap_a? ™Y 4 (am—2z™ 2+ +ajz+ ao)p
Takto pokracujeme jesté m — 3 krat a dostaneme
(0(2))P = Am@P™ + a2 f 4L ag2P + ag = v(zP),

coz bylo dokazati.

Reseni Cuiceni 24.14: Multiplikativni grupa télesa GF(3%) ma ¥dd 26, a tedy pro kazdy jeji prvek y plati, ze 426 je

neutralni prvek 001. Proto plati, ze y'%7 = (y?6)%y® = 43, a piiklad se tak zjednodusuje na feSeni rovnice
v =111.
Ozna¢me y = ax? + bz + ¢, koeficienty a, b, ¢ uréime z rovnice

(ax® + bz +c)® =2+ + 1.

43



S vyuzitim ptikladu 24.13 (pro v(z) = az? + bx + ¢ a p = 3) mame

(az? + bz + ¢)® = ax® 4+ ba® + c.
Spoéitame-li, 7e 2° = 2 + 2 a 2% = (23)? = (x + 2)? = 2% + 2 + 1 dostavadme rovnici

(ax® + bz +c)® =az’ + (a+b)z+ (a +20+¢) =2? + 2+ 1.

Z toho jiz plyne, ze a =1, b =0 a ¢ = 0 a jedinym resenim je tedy y = 100.
Reseni Cviceni 24.15: Ovéfeni ireducibility polynomu je v tomto pifpadé jednoduché, nebot se jedna o polynom
stupné t¥i. Pokud by polynom p(z) = 42 + 222 + 4z + 2 nebyl ireducibilni, musi byt délitelny polynomem stupné
jedna, a tedy mit kofen bud 0, 1, 2, 3 nebo 4. Jelikoz plati, ze p(2) = 0, je polynom délitelny napt. z + 3, a neni tedy
ireducibilni. Skute¢né:

4o + 2% + 4z + 2 = (z + 3) (42 + 4).

Reseni Cviceni 24.16: (a): 111, (b): 111 a —111.
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