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28. Podgrupy
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Priklad Z{, (1 ze 3)

Ptiklad 28.1
Uvazme mnozinu Zqo :={0,1,2,...,11} se s¢itdnim modulo 12. Podle minulé pfednasky tato dvojice

tvori aditivni grupu modulo 12 znadenou Z7,.
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tvori aditivni grupu modulo 12 znadenou Z7,.
Otazka: Jaka jind mnozina M tvoti s operaci s¢itdani mod 12 grupu?
Aby tato binarni operace méla smysl, musi byt M C Zj5:
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Priklad Z{, (1 ze 3)

Ptiklad 28.1
Uvazme mnozinu Zqo :={0,1,2,...,11} se s¢itdnim modulo 12. Podle minulé pfednasky tato dvojice

tvori aditivni grupu modulo 12 znadenou Z7,.

Otazka: Jaka jind mnozina M tvoti s operaci s¢itdani mod 12 grupu?

Aby tato binarni operace méla smysl, musi byt M C Zj5:

Otazka (upfesnéni): Jaké podmnoziny Zo tvofi s operaci s¢itani mod 12 grupu?

Odpovéd: Je jich pomérné hodné a abychom pfisli na to, jak je ziskat, polozme si podotazku:

Podotazka: Jaka nejmensi podmnozina Zjo tvofi s operaci +12 (s¢itani modulo 12) grupu a obsahuje
Cislo 2 € Z157
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Priklad Z{, (2 ze 3)

Hleddme mnozZinu M C Z;5 tak, aby 2 € M a (M, +12) byla grupa:
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m M musi byt vici s¢itani modulo 12 uzavrena:

m musi proto obsahovat 2 +122 =4, 24124 =6,4+:26 = 10,...

m mnozina {0,2,4,6,8,10} uZ je uzaviena a tedy mame grupoid
m operace s¢itani modulo 12 i na této podmnoziné ziistava asociativni, je to pologrupa,
m (0 zlstava neutrdlnim prvkem, je to monoid,

m a kazdy prvek m3 inverzni prvek patfici do této mnoZiny (—0 =0, —2 =10, —4 =8, —6 =6,
—8 =4, —10 = 2), je to grupa.
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Priklad Z{, (2 ze 3)

Hleddme mnozZinu M C Z;5 tak, aby 2 € M a (M, +12) byla grupa:

m M musi byt vici s¢itani modulo 12 uzavrena:
m musi proto obsahovat 2 +122 =4, 24124 =6,4+:26 = 10,...
m mnozina {0,2,4,6,8,10} uZ je uzaviena a tedy mame grupoid
m operace s¢itani modulo 12 i na této podmnoziné ziistava asociativni, je to pologrupa,
m (0 zlstava neutrdlnim prvkem, je to monoid,
m a kazdy prvek m3 inverzni prvek patfici do této mnoZiny (—0 =0, —2 =10, —4 =8, —6 =6,

—8 =4, —10 = 2), je to grupa.

Hledand mnozina je tedy M = {0,2,4,6,8,10}: fikdme, Ze M je podgrupa generovand mnozinou {2}.
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Priklad Z, (3 ze 3)

Podobné jako jsme vygenerovali mnozinu pro prvek 2, mizeme postupovat i pro jiné prvky Zis:

{2} —» {0,2,4,6,8,10}

NI-MPI prednaska 13 5 /35



Priklad Z, (3 ze 3)

Podobné jako jsme vygenerovali mnozinu pro prvek 2, mizeme postupovat i pro jiné prvky Zis:

{0} — {0}

{2} —» {0,2,4,6,8,10}

NI-MPI prednaska 13 5 /35



Priklad Z, (3 ze 3)

Podobné jako jsme vygenerovali mnozinu pro prvek 2, mizeme postupovat i pro jiné prvky Zis:

{0} — {0}
{1} - {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}
{2} — {0,2,4,6,8,10}
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Priklad Z, (3 ze 3)

Podobné jako jsme vygenerovali mnozinu pro prvek 2, mizeme postupovat i pro jiné prvky Zis:

{0} — {0}

{1y - {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} « {11}
2} — {0,2,4,6,8,10} « {10}
{3} — {0,3,6,9} +— {9}
{4} — {0,4,8} +— {8}

{5} » {0,5,10,3,8,1,6,11,4,9,2,7} <+ {7}
{6} — {0,6}
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Priklad Z, (3 ze 3)

Podobné jako jsme vygenerovali mnozinu pro prvek 2, mizeme postupovat i pro jiné prvky Zis:

{0} —
{1} =
{2} =
(3} =
{4} —
{5} =
{6} —

{0}
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11}
{0,2,4,6,8,10}
{0,3,6,9}

{0,4,8}
{0,5,10,3,8,1,6,11,4,9,2, 7}
{0,6}

+— {11}
+~ {10}
« {9}
{8}
{7}

Zavér: nalezli jsme 6 riznych mnozin M takovych, ze (M, +12) tvofi grupu.
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Definice podgrupy

Definice 28.2 (Podgrupa (subgroup))
Bud G = (M, o) grupa. Podgrupou grupy G nazveme libovolnou dvojici H = (N, o) takovou, ze

m NCM,
m (N, o) je grupa.
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Definice podgrupy

Definice 28.2 (Podgrupa (subgroup))
Bud G = (M, o) grupa. Podgrupou grupy G nazveme libovolnou dvojici H = (N, o) takovou, ze

m N CM,

(N, ©) je grupa.

m Tato konstrukce, kde se z dané struktury vezme podstruktura, kterd ma stejné vlastnosti, je v
matematice Casta: vzpomente lineadrni prostor a podprostor.

m Podobné bychom mohli definovat podgrupoid, podpologrupu a podmonoid, ale nebudeme.

m Binarni operaci v grupé G = (M, o) chdpeme jako zobrazeni z M x M do M, operace v podgrupé
H = (N, o) je tedy exaktné feceno zdzeni pivodni operace na mnozinu N x N.
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(Ne)trivialni podgrupy

V kazdé grupé G = (M, o) s alespoi dvéma prvky existuji vzdy alespori dvé (riizné) podgrupy:

m grupa obsahujici pouze neutrdlni prvek: ({e}, o)

m a grupa samotnd: G = (M, o).

Témto dvéma grupam se rika trividlni podgrupy, ostatnim podgrupadm se fika netriviadlni nebo vlastni
podgrupy.
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(Ne)trivialni podgrupy

V kazdé grupé G = (M, o) s alespoi dvéma prvky existuji vzdy alespori dvé (riizné) podgrupy:

m grupa obsahujici pouze neutrdlni prvek: ({e}, o)

m a grupa samotnd: G = (M, o).

Témto dvéma grupam se rika trividlni podgrupy, ostatnim podgrupadm se fika netriviadlni nebo vlastni
podgrupy.

Kontrolni otazka 28.1

Je-li H podgrupa grupy G, musi byt vzdy neutralni prvek v H shodny s neutralnim prvkem G?
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Zakladni cviceni 17.1

Méjme grupu Zg . Kolik ma prvki? Najdéte vSechny vlastni podgrupy této grupy.
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Prianik podgrup je opét podgrupa

Véta 28.3
Pro kazdé i z indexové mnoziny Z bud H; podgrupa grupy G = (M, o), potom plati, Ze

H = ﬂ H; je také podgrupa grupy G.
€T
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Prianik podgrup je opét podgrupa
Véta 28.3

Pro kazdé i z indexové mnoziny Z bud H; podgrupa grupy G = (M, o), potom plati, Ze

H = m H; je také podgrupa grupy G.
€T
Dikaz.

Jisté je H' podmnoZinou M a je neprazdna.
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Prianik podgrup je opét podgrupa
Véta 28.3
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NI-MPI prednaska 13



Prianik podgrup je opét podgrupa
Véta 28.3
Pro kazdé i z indexové mnoziny Z bud H; podgrupa grupy G = (M, o), potom plati, Ze
H = m H; je také podgrupa grupy G.
ieT
Dikaz.
Jisté je H' podmnoZinou M a je neprazdna.
m H' je uzavrend viidi operaci o:

pro vsechna a,b € H’ plati: pro viechna i € Z mame a,b € H;, a jelikoZz H; jsou uzaviené viiéi o,
tak platiaob € H;;

celkem tedy pro viechna a,b € H' madme aob € H' a uzavfenost je dokdzéna.

m Operace jisté zlstava asociativni, neutralni prvek zistava stejny jako v G.

NI-MPI prednaska 13



Prianik podgrup je opét podgrupa
Véta 28.3
Pro kazdé i z indexové mnoziny Z bud H; podgrupa grupy G = (M, o), potom plati, Ze
H = m H; je také podgrupa grupy G.
ieT
Dikaz.
Jisté je H' podmnoZinou M a je neprazdna.
m H' je uzavrend viidi operaci o:

pro vsechna a,b € H’ plati: pro viechna i € Z mame a,b € H;, a jelikoZz H; jsou uzaviené viiéi o,
tak platiaob € H;;

celkem tedy pro viechna a,b € H' madme aob € H' a uzavfenost je dokdzéna.
m Operace jisté zlstava asociativni, neutralni prvek zistava stejny jako v G.

m Uzavrenost vidi inverzi prvku se ukaZze stejné jako uzavrenost vii¢i operaci o.

wlndexoyd mnozina miize byt konecna (napf. Z = {1,2,...,n}) i nekonecna.



Kritérium pro ,byt podgrupou*

P¥i ovérovani, zda-li jistd podmnozina jiz zndme grupy vytvari podgrupu, nemusime ovérovat vsechny
podminky v definici grupy. Mame k dispozici nasledujici uzite¢nou vétu:

Véta 28.4

Bud G = (M, o) grupa a N C M neprazdnd mnozina. Dvojice H = (N, o) je podgrupa grupy G, pravé
kdyZ pro kazdé a,b € N platiaob=' € N.
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m Operaci o jsme nijak nezménili a jeji asociativita je tedy zachovana.

m Vezméme a € N, potom e=aoa"teN.

m UvaZme a € N, potoma ' =eoa ! € N.

m Proa,be N platiaob=ao(b~})"t € N. O
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29. Rad grupy a Lagrangeova véta
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Rad grupy

Definice 29.1 (Rad (order))

Rad grupy G = (M, 0) nazyvdme pocet prvkii mnoziny M. Je-li M nekone¢nd mnozina, fekneme, e
jeji ¥ad je nekoneéno. Rad grupy G zna&ime #G. Ma-li G koneény ¥ad, fekneme, 7e G je koneéna
(grupa), jinak nekone¢nd (grupa).
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Rad grupy

Definice 29.1 (Rad (order))
Rad grupy G = (M, 0) nazyvdme pocet prvkii mnoziny M. Je-li M nekone¢nd mnozina, fekneme, e
jeji ¥ad je nekoneéno. Rad grupy G zna&ime #G. Ma-li G koneény ¥ad, fekneme, 7e G je koneéna

(grupa), jinak nekone¢nd (grupa).

Pfiklad 29.2 (pokracovani)
Grupa ZTQ je radu 12. Existuje v ni 6 podgrup:

dvé trivialni
{0} a {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}
fadi 1 a 12 a Ctyfi vlastni

{0,6}, {0,4,8}, {0,3,6,9} a {0,2,4,6,8,10}

¥adi 2,3,4 a 6.
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Bud' H podgrupa konecné grupy G. Potom fad H je délitelem Fadu G.
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Lagrangeova véta

Véta 29.3 (Lagrangeova)
Bud' H podgrupa konecné grupy G. Potom fad H je délitelem Fadu G.

Dukaz.

Dikaz je naznacen v handoutu.
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Lagrangeova véta

Véta 29.3 (Lagrangeova)
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Lagrangeova véta

Véta 29.3 (Lagrangeova)
Bud' H podgrupa konecné grupy G. Potom fad H je délitelem Fadu G.

Dukaz.

Dikaz je naznacen v handoutu.

m Tato véta spojuje abstraktni strukturu grupy s pojmem délitelnosti a tedy i s pojmem prvocisla.

m Dasledek: Grupa s prvociselnym Ffadem ma pouze trivialni podgrupy.

m Napriklad grupa Z], ma pouze dv& podgrupy {0} a sebe samu.

Kontrolni otazka 29.1

Bud' G grupa fadu n a k € N takové, Ze k déli n. MizZe nastat situace, Ze v G neexistuje podgrupa radu
k?
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Pro zvidavé: jak je to tedy s dalSimi podgrupami?

Véta 29.4 (Sylowova véta)

Bud G grupa konecného #adu n a &islo p prvociselny délitel &isla n. Pokud p* délin (pro k kladné
celé), pak grupa G obsahuje podgrupu Fadu p*.

(Pro k =1 téz Cauchyho véta.)
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30. Generujici mnoziny a generatory grup
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Grupa generovana mnozinou (1 ze 3)

P¥ipomenuti: V linearni algebre hraje dilezitou roli baze vektorového prostoru. V teorii grup ma

podobny vyznam generujici mnozina, resp. generator.

Pti zafixované grupé G a neprazdné mnoziné N, N C G, zavadime toto znaceni:

(N) := ﬂ{H H je podgrupa grupy G obsahujici N'}.
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Véta 30.1
Bud' G = (M, o) grupa a N C M neprazdna mnozina. MnoZina (N) je podgrupou grupy G obsahujici
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Grupa generovana mnozinou (1 ze 3)
P¥ipomenuti: V linearni algebre hraje dilezitou roli baze vektorového prostoru. V teorii grup ma
podobny vyznam generujici mnozina, resp. generator.

P¥i zafixované grupé G a neprazdné mnoziné N, N C (G, zavadime toto znaceni:

(N) := ﬂ{H H je podgrupa grupy G obsahujici N'}.

Véta 30.1

Bud' G = (M, o) grupa a N C M neprazdna mnozina. MnoZina (N) je podgrupou grupy G obsahujici
mnozinu N.

Dikaz.

(N) je grupa dle predchozi véty o priiniku grup.

Kazda z H obsahuje mnozinu N a proto i prinik vsech téchto H, tj. (N), obsahuje N. O

NI-MPI prednaska 13 16 / 35



Grupa generovana mnozinou (2 ze 3)

Definice 30.2
Podgrupu (N) grupy G pro neprazdnou N, N C M, nazyvdme podgrupou generovanou mnozinou N.
Mnozinu N pak nazyvame generujici mnozinou grupy (N).

Specialné pro jednoprvkovou mnozinu N = {a} zavadime znaleni (a) := ({a}). V tomto pfipadé o a
mluvime jako o generatoru grupy (a).
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Grupa generovana mnozinou (2 ze 3)

Definice 30.2
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Specialné pro jednoprvkovou mnozinu N = {a} zavadime znaleni (a) := ({a}). V tomto pfipadé o a
mluvime jako o generatoru grupy (a).

Poznamka: (N) je nejmensi podgrupa grupy G obsahujici mnoZinu N. Z kontextu musi byt ¢tenéfi
jasné, o jaké grupé se bavime (v notaci (N) je to potlaceno).

Priklad 30.3

V grupé Zf, jsme ukazali, ze (2) = ({0,2,4,6,8,10}, +12).

Ptiklad 30.4
Grupa Z7, je generovana napt. mnozinami {1} a {5}, tzn.

(1) = (5) = Zd.

Ekvivalentné feceno, prvky 1 i 5 jsou generatory ZE.
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Mocnina prvku (pfipomenuti)

V grupé G = (M, o) s neutralnim prvkem e definujeme pro kazdy prvek g € M a kladné n € N n-tou
mocninu a (—n)-tou mocninu prvku g takto:

g"=gogo---og
—_——

n krat
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NI-MPI prednaska 13 18 / 35



Mocnina prvku (pfipomenuti)

V grupé G = (M, o) s neutralnim prvkem e definujeme pro kazdy prvek g € M a kladné n € N n-tou
mocninu a (—n)-tou mocninu prvku g takto:

g’ =e
"=gogo---og
—_——
n krat
gtogt=e

m Vyse uvedené znaceni pouzivdme i v grupé (M, -) s multiplikativni notaci.
m Pro aditivni zépis grupy G = (M, +) se pouziva n-ty nasobek prvku g a znadi se n X g resp.
—nxg=nx(—g).
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n krat
gtogt=e

m Vyse uvedené znaceni pouzivdme i v grupé (M, -) s multiplikativni notaci.

m Pro aditivni zépis grupy G = (M, +) se pouziva n-ty nasobek prvku g a znadi se n X g resp.
—nxg=nx(—g).

m Uvédomte si, ze gogo--- 0o g mlzeme psat bez zavorek diky asociativité.

m Pro viechna n,m € Z plati zazité g"*™ = g" o g™ a g"™ = (g")™.
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Grupa generovana mnozinou (3 ze 3)

Véta 30.5

Bud G = (M, o) grupa a N C M neprazdna mnoZina. Potom vsechny prvky pattici do (N) Ize ziskat
pomoci ,,grupového obalu*

<N>={a]floa’2°20---oaﬁ" :neN k eZ, aieN}.
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Grupa generovana mnozinou (3 ze 3)

Véta 30.5

Bud G = (M, o) grupa a N C M neprazdna mnoZina. Potom vsechny prvky pattici do (N) Ize ziskat
pomoci ,,grupového obalu*

(N)z{alfloaSZO---oafL" :neN, kiez,aieN}.

Diisledek: (a) = {a* : k € Z}.

Mnozina celych ¢isel, Z, obsahuje i zdporna &isla (napiiklad —5).
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31. Cyklické grupy
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Ptiklad: Jak nagenerovat Z;?

Poznamka: Vidéli jsme, Ze grupa Z7, je rovna (1), (5), (7) a (11).
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Ptiklad: Jak nagenerovat Z;?

Poznamka: Vidéli jsme, Ze grupa Z7, je rovna (1), (5), (7) a (11).

Snadné pozorovani: plati (1) = Z;}. Ovsem v Z plati (1) = {1}.
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Véta 31.1
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Ptiklad: Jak nagenerovat Z;?

Poznamka: Vidéli jsme, Ze grupa Z7, je rovna (1), (5), (7) a (11).

Snadné pozorovani: plati (1) = Z;}. Ovsem v Z plati (1) = {1}.

Véta 31.1
Grupa 7} je rovna (k), k € Z.", tehdy, a jen tehdy, kdyZ k a n jsou nesoudélng &isla.

Tato véta bude disledkem obecné véty, kterou si dokdZzeme pozdéji, a faktu, ze (1) = Z;} pro viechna

n > 2.
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Priklad: Jak nagenerovat Z ?

Priklad 31.2
V grupé Zj; plati

2l =2 23 =38 2° =10

22 =4 24 =5 20=9

a proto (2) = Z9, tj. 2 je jeji generator.
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Priklad: Jak nagenerovat Z ?

Priklad 31.2
V grupé Zj; plati

2 =7 2° =38 2> =10
22 =4 2t =5 26 =9
a proto (2) = Z9, tj. 2 je jeji generator.

Priklad 31.3
V grupé Zg (jeji nosi¢ je {1,3,5,7}) plati

32=1 52 =1

2" =7 29 =6
28 =3 210 =1

72 =1

a proto tato grupa nemé jednoprvkovou generujici mnozinu, nema generator.

Na druhou stranu ale plati ({3,5}) = Zg . CoZ je porad lepsi nez tak¥ka trividlni ({3,5,7}) = Zg .
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Priklad: Jak nagenerovat Z ?

Priklad 31.2
V grupé Zj; plati

2 =7 2° =38 2> =10
22 =4 =15 7 =

a proto (2) = Z9, tj. 2 je jeji generator.

Priklad 31.3
V grupé Zg (jeji nosi¢ je {1,3,5,7}) plati

32=1 52 =1

72 =1

a proto tato grupa nemé jednoprvkovou generujici mnozinu, nema generator.

Na druhou stranu ale plati ({3,5}) = Zg . CoZ je porad lepsi nez tak¥ka trividlni ({3,5,7}) = Zg .

K problému existence generatoril grup Z,* se vratime pozdéji v prednasce.
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Definice cyklické grupy

Ne kazda grupa méa jednoprvkovou generujici mnozinou (generator). Dava proto smysl zavést nasledujici
pojem, jehoz nazev, jak uvidime pozdgji, odkazuje na strukturu takovychto grup.

Definice 31.4 (Cyklicka grupa (cyclic group))
Grupa G = (M, o) se nazyva cyklickd, pokud existuje prvek a € M takovy, ze (a) = G. Tomuto prvku
se fika generator cyklické grupy G.
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Na predchozich prikladech jsme si ukazali:

m 7T jsou cyklické grupy pro viechna n a generatorem jsou viechna kladnd k < n nesoudélnd s n.

.7 v v/ - s v 7z +
Specialng, ¢&islo 1 je generator kazdé Z; .
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Definice cyklické grupy

Ne kazda grupa méa jednoprvkovou generujici mnozinou (generator). Dava proto smysl zavést nasledujici
pojem, jehoz nazev, jak uvidime pozdgji, odkazuje na strukturu takovychto grup.

Definice 31.4 (Cyklicka grupa (cyclic group))
Grupa G = (M, o) se nazyva cyklickd, pokud existuje prvek a € M takovy, ze (a) = G. Tomuto prvku
se fika generator cyklické grupy G.

Na predchozich prikladech jsme si ukazali:
m 7T jsou cyklické grupy pro viechna n a generatorem jsou viechna kladnd k < n nesoudélnd s n.
Specialng, &islo 1 je generator kazdé Z;.
m Co grupa (Z,+)?
m Z; je také cyklicka, s generdtorem 2. Zg nenf cyklicka.
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Rad prvku

Definice 31.5

Bud g prvek grupy G. Pokud existuje kladné celé Cislo m spliujici g™ = e, pak nejmensi m s touto
vlastnosti nazyvame fadem prvku g. Pokud takové m neexistuje, pak fekneme, ze ¥ad prvku g je
nekone¢no. Rad prvku g zna¢ime ord(g).
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Poznamka: Rad prvku g je roven ¥adu grupy (g), plati tedy rovnost

ord(g) = #(g)-
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Rad prvku

Definice 31.5

Bud g prvek grupy G. Pokud existuje kladné celé Cislo m spliujici g™ = e, pak nejmensi m s touto
vlastnosti nazyvame fadem prvku g. Pokud takové m neexistuje, pak fekneme, ze ¥ad prvku g je
nekone¢no. Rad prvku g zna¢ime ord(g).

Poznamka: Rad prvku g je roven ¥adu grupy (g), plati tedy rovnost

ord(g) = #(g)-

Dale plati: necht k € Z, pak g* = e <= k = £ - ord(g) pro né&jaké celé .
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7 v

7Y je cyklickd, pravé kdyZ n je 2, 4, p*, nebo 2p*, kde p je liché prvocislo a k je kladné celé &islo.
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Kdy je Z, cyklicka?

Véta 31.6
7. je cyklicka, pravé kdyZ n je 2, 4, p*, nebo 2p*, kde p je liché prvocislo a k je kladné celé &islo.

Naptiklad Zg nenfi cyklicka, jak je pékné vidét z jejiho Cayleyho grafu (barva hrany udavé jakym prvkem
se nasobi a odpovida barvé vrchold).
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Pro¢ ,cyklicka“?

Uvazujme aditivni grupu Zg .

/@ (1) =ZF, 1 je generdtor Z .
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@ @ (2) ={0,2,4,6}, 2 neni generator Zg .

@ O

NI-MPI prednaska 13 26 / 35



Proc¢ ,cyklicka“?

Uvazujme aditivni grupu Zg .

(1) =ZF, 1 je generdtor Z .
(2) ={0,2,4,6}, 2 neni generator Zg .

(3) = ZF, 3 je generator Z .
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Pro¢ ,cyklicka“?

Uvazujme aditivni grupu Zg .
4 (1) =ZF, 1 je generdtor Z .

(2) ={0,2,4,6}, 2 neni generator Zg .

(3) = ZF, 3 je generator Z .

@ @ (4) = {0,4}, 4 nenfi generator Z .
@ _ .0
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Pro¢ ,cyklicka“?

Uvazujme aditivni grupu Zg .
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(2) ={0,2,4,6}, 2 neni generator Zg .
(3) = Z¢, 3 je generator Z7 .

(4) = {0,4}, 4 nenfi generator Z .

(5) = Zg, 5 je generator Z7 .
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Pro¢ ,cyklicka“?

Uvazujme aditivni grupu Zg .

0.

9
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(1) =ZF, 1 je generdtor Z .

2) = {0,2,4,6}, 2 neni generator Z7 .

3) = ZF, 3 je generator Z .

5

(2) =

3) =

(4) = {0,4}, 4 nenfi generator Z .
(5) = Zg, 5 je generator Z7 .

(6) =

6

{0,2,4,6}, 6 neni generator Zg .
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Pro¢ ,cyklicka“?

Uvazujme aditivni grupu Zg .

@/ ~ @\
\ /@/@
@
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(2) ={0,2,4,6}, 2 neni generator Zg .
(3) = ZF, 3 je generator Z .

(4) = {0,4}, 4 nenfi generator Z .

(5) = Zg, 5 je generator Z7 .

(6) = {0,2,4,6}, 6 neni generator Zg .
(T) = Zg, 7 je generator Z .
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Jak najit vSechny generatory (1 ze 3)

Obecné najit generatory nenf Gplné jednoduchy dkol (napf. v grupéch Z, to moc neumime), ale pokud
uz jeden najdeme, je snadné najit i ty ostatni.

Véta 31.7

Je-li (G, 0) cyklickd grupa Fadu n a a néjaky jeji generator, potom a* je také generétor tehdy, a jen
tehdy, kdyz k a n jsou nesoudélng (tj. ged(k,n) =1).
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Jak najit vSechny generatory (1 ze 3)

Obecné najit generatory nenf Gplné jednoduchy dkol (napf. v grupéch Z, to moc neumime), ale pokud
uz jeden najdeme, je snadné najit i ty ostatni.

Véta 31.7

Je-li (G, 0) cyklickd grupa Fadu n a a néjaky jeji generator, potom a* je také generétor tehdy, a jen
tehdy, kdyz k a n jsou nesoudélng (tj. ged(k,n) =1).

Dukaz.

(=) Jelikoz (a*) = G, pak existuje u € Z tak, ze (a¥)* = a. Tedy a**~! = e. Prvek a je generator G,
tedy existuje v € Z tak, ze uk — 1 = v - ord(g). Protoze ord(g) = n, dostaneme 1 = uk — vn a to jiz
implikuje nesoudélnost, nebot:

Pomocné lemma: Bud D = {mk + ¢n | m,l € Z} a d =min{|z| | z € D\ {0}}, potom
d = ged(k,n).

Diikaz tohoto lemmatu:
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Jak najit vSechny generatory (2 ze 3)

Dukaz: pokracovani.
m d déli n: kdyby ne, je n = jd+ 7 pro 0 < r < d, ale pak r =n — jd € D je mensi nez d, spor.
m d déli k: stejné

m d' déli k a n, pak ale déli i d, neb d je celoiselnd lin. kombinace téchto dvou &isel. A tedy d’' < d.

(konec dikazu lemmatu)

(<): ged(k,n) =1 a tedy existuji u a v tak, ze un + vk =1 a tedy

@ = aun+vk _ aunavk — auord(g)avk — avk — (ak)v.

Z toho uz plyne, Ze a” je generétor, neb jim jde vygenerovat jiny generator.

Vskutku: méjme b € G, hledejme ¢ € Z takové, ze (ak)e = b. Protoze (a) = G, existuje t € Z takové,
ze b=a'. Tedy b = (a?)"* = (a*)"! a tedy £ = vt. O
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Jak najit vSechny generatory (3 ze 3)

Dusledek 31.8

V cyklické grupé Fadu n je poclet generatori roven p(n).

m ¢ je Eulerova funkce, kterd kazdému kladnému celému &islu n ptirazuje pocet kladnych celych Cisel
mensich nez n, kterd jsou s nim nesoudélnd,
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Jak najit vSechny generatory (3 ze 3)

Dusledek 31.8

V cyklické grupé Fadu n je poclet generatori roven p(n).
m ¢ je Eulerova funkce, ktera kazdému kladnému celému Cislu n prirazuje pocet kladnych celych Cisel

mensich nez n, kterd jsou s nim nesoudélnd,

m Pro prvocislo p je Z, cyklicka grupa fadu p — 1 a ma tedy ©(p — 1) generétord.
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Jak najit vSechny generatory (3 ze 3)

Dusledek 31.8

V cyklické grupé Fadu n je poclet generatori roven p(n).
m ¢ je Eulerova funkce, ktera kazdému kladnému celému Cislu n prirazuje pocet kladnych celych Cisel
mensich nez n, kterd jsou s nim nesoudélnd,
m Pro prvocislo p je Z, cyklicka grupa fadu p — 1 a ma tedy ©(p — 1) generétord.

m Neni zndm efektivni algoritmus pro vypocet ¢(n).
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Podgrupy cyklické grupy jsou cyklické

Véta 31.9
Libovolna podgrupa cyklické grupy je opét cyklicka grupa.
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Podgrupy cyklické grupy jsou cyklické

Véta 31.9
Libovolna podgrupa cyklické grupy je opét cyklicka grupa.
Dukaz.

m Bud G = (a) cyklicka grupa a H jeji vlastni podgrupa. Bud ¢ nejmensi kladné celé &islo takové, ze
a? € H. Ukazeme, ze H = (a%) a tim bude diilkaz hotov.
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Podgrupy cyklické grupy jsou cyklické

Véta 31.9

Libovolna podgrupa cyklické grupy je opét cyklicka grupa.
Dukaz.
m Bud G = (a) cyklicka grupa a H jeji vlastni podgrupa. Bud ¢ nejmensi kladné celé &islo takové, ze

a? € H. Ukazeme, ze H = (a%) a tim bude diilkaz hotov.

m Jisté plati, ze (a9) C H. Dokazeme-li, ze plati H C (a?), pak se museji tyto mnoziny rovnat.
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Podgrupy cyklické grupy jsou cyklické

Véta 31.9
Libovolna podgrupa cyklické grupy je opét cyklicka grupa.

Dukaz.
m Bud G = (a) cyklicka grupa a H jeji vlastni podgrupa. Bud ¢ nejmensi kladné celé &islo takové, ze
a? € H. Ukazeme, ze H = (a%) a tim bude diilkaz hotov.
m Jisté plati, ze (a9) C H. Dokazeme-li, ze plati H C (a?), pak se museji tyto mnoziny rovnat.
m Bud z néjaky prvek H a p takové, Zze x = aP. Existuji celd &isla u, v tak, ze d = ged(q,p) = ug + vp.
Potom a? = (a?)" o (aP)” € H a tedy d > ¢, Soucasné ged(q, p) = d < ¢, proto d = q a existuje k
tak, e p = kq. Odtud kone¢né& dostavame = = a? = (a?)* € (a¥) a diikaz je hotov. O
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32. (Mala) Fermatova véta
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Mala Fermatova véta (1 ze 2)

Disledkem Lagrangeovy véty je:

Véta 32.1
V grupé G = (M, o) Fadu n plati pro vSechny prvky a € M, Ze

n

a" =e, kde e je neutralni prvek.

Dukaz.

m Cyklicka grupa (a) je podgrupou grupy G.

m Dle Lagrangeovy véty tedy plati, ze #(a) déli n, tzn. Ze existuje k € N takové, ze n = k - #{a).
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Mala Fermatova véta (1 ze 2)

Disledkem Lagrangeovy véty je:

Véta 32.1
V grupé G = (M, o) Fadu n plati pro vSechny prvky a € M, Ze

a =e, kde e je neutrdini prvek.

Dukaz.

m Cyklicka grupa (a) je podgrupou grupy G.
m Dle Lagrangeovy véty tedy plati, ze #(a) déli n, tzn. Ze existuje k € N takové, ze n = k - #{a).

m Mame tedy a” = aF#(@) = (g#(2))k = (gorda)k = ¢k — ¢, OJ
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Mala Fermatova véta (2 ze 2)

m Grupa Z; mafadp—1.
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Mala Fermatova véta (2 ze 2)

m Grupa Z; mafadp—1.

m Aplikovanim predchozi véty na tuto grupu ziskdme malou Fermatovu vétu.
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Mala Fermatova véta (2 ze 2)

m Grupa Z; mafadp—1.

m Aplikovanim predchozi véty na tuto grupu ziskdme malou Fermatovu vétu.

Disledek 32.2 (Mala Fermatova véta)
Pro libovolné prvocislo p a libovolné 1 < a < p plati

a* ' =1 (mod p).
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Zakladni cviceni 18.2

(a) Je 5 generator grupy Z;? (Pokuste se toto ovéfit ¢ vyvratit bez nutnosti vy¢tu mnoziny
generované prvkem 5.)
(b) Je 2 generator grupy Z55?

(c) Naleznéte viechny generétory grupy Zs5.
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Zakladni cviceni 18.3

Ukazte ze mnozina H = {a'! : a € Z}3} je podgrupa grupy Z3; a zjistéte jeji Fad.
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