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Aritmetické operace v kone¢ném télese GF'(p")

Aritmetické operace
Uvedeme si zékladni pristupy pro provadéni aritmetickych operaci v télese GF (p™).

Uvazujeme, zZe konecné téleso mame vybudovano kanonicky tedy pomoci polynomii nad Z, a ireducibil-
niho polynomu (nad Z,) stupné n.

Budeme uvazovat obecné p a n a elementarni operace v Z,. Napi. pro n = 1 a p = 2 jsou znamy lepsi
algoritmy (co do komplexity).

Scitani
Scitani polynomii

Po koeficientech, tedy O(n).
Nasobeni
Nésobeni polynomit: O(n?).

Hledani zbytku po déleni: opét O(n?).
(Pro polynomy velkych stupii existuji algoritmy, které mohou byt efektivnéjsi.)

Celkem: O(n?).

Mocnéni
Mocnéni

Mocnénim myslime vypoéet ¢g*, kde g € GF(p") a k < p".

Klasicky pristup: metoda opakovanych ¢tverca Square € multiply, v aditivnich grupach Double &
add

Pocet prenasobeni dle exponentu: O(nlogp)
V kazdém kroce je nasobeni
Celkem tedy O(n?logp).

Multiplikativni inverze
Strategie pro hledani multiplikativnich inverzi

Hleddme multiplikativni inverzi k prvku g.
1. hrubou silou: O(p")
2. vypoctem g ~2: O(nlogp).
3. EEA: O(n?) (toto je vysledek jemnéjsi analyzy, nahrubo vyjde O(n?))
4. ..
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Napr. Itoh-Tsujiho inverze, vyuzivajici nasledujici vétu

Véta 35.1 Necht g € GF(¢™)* ar = q;n:ll. Plati

g—l _ (gr)—lgr—l

Jelikoz ¢" je prvkem podstruktury se stejnymi vlastnostmi vzhledem k danym operaci (konkrétné pod-
télesa fadu q), lze dosdhnout lepsich vysledki.

EEA: ukazka v GF(3%)

V GF(3%) poéitejme modulo ireducibilni polynom P(x) = z3 + 2z + 1. Hledejme inverzi k Q(z) =
22 + 2z 4 2, tj. prvku 122.

1. Poéitdme ged(P(z), Q(x)), vyjde P(z) = (z + 1)Q(z) + = + 2.

2. Poéitame ged(Q(z),x + 2), vyjde Q(z) =z - (v +2)+2aproto 2 = Q(z) —x- (2 +2) = (2 +z + 1) -
Q(z) + 2z - P(x).

Tudiz
2=(2>+z+1)-Q(z) (mod P(x)),

a jelikoz 271 = 2 v GF(3), dostaneme
1= (222422 +2)-Q(x) (mod P(x)).

Hledanou inverzi k 122 v tomto télese proto je 222.

36 Hledani izomorfismii mezi dvéma konec¢nymi télesy

36.1 Konstrukce izomorfismu

Hledani izomorfismu

Meéjme prvocislo p a kladné celé ¢islo n. Zkonstruujme dvé télesa fadu p™ pomoci dvou ireducibilnich
polynomu fi € Zy[z], fo € Zp[y] stupné n.

Oznac¢me tato télesa F; (tady ndsobime modulo fi) a Fy (tady ndsobime modulo f3).
Vime, ze F} je izomorfni s Fy. Jak lze najit takovy izomorfismus?
(Pro n =1 jiz umime...)

Pro lepsi ¢itelnost budeme prvky Fj psat s formalni proménnou x, prvky F5 s proménnou y.

Konstrukce izomorfismu

Méjme t € Fi. Do polynomu f; mizeme dosadit ¢ a operace chapat jako operace v Fp, a dostat tedy
f1 (t) € Fi.

Prvek = € Fy splnuje fi(x) = 0 (neboli je kofenem polynomu f; nad F).
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Protoze F} je izomorfni s Fy, tak néjaky zvoleny izomorfismus ¥ zobrazuje z € F} na VU (zx) € Fy. Protoze
x je kofenem polynomu f; a nutné ¥(0) = 0, tak ¥(x) je kofenem polynomu f; nad F». (Tim myslime
polynom z Z,|y| se stejnymi koeficienty jako fi.)

Tedy polynom f; nad F» ma v F, kofen. Oznacme néjaky takovy koren symbolem 6 (0 € F5).

Oznacime-li obecny prvek télesa Fy jako g(z) (polynom nad Z, stupné nejvyse n — 1), pak hledané
zobrazeni definujeme:

Wg(z) = g(0).
~—~— —~—
ck S
Naznak dakazu (1 ze 2)

1. Zobrazeni ¥ je homomorfismus z F; do Fb:

Dukaz: necht g1 (z), g2(z) € F1, pak

U(g1(z) +g2(x)) = ¥((91 + g2)(x)) = (91 + g2)(0)

V(g1(x)) + ¥ (g2(z)) = g1(0) + g2(0) = (91 + 92)(0)
U(g1(z) - g2(z)) = ¥ ((g1(2) - g2(w) mod f1)(x)) = (g1(x) - go(x) mod f1)(0) mod fo

W(g1(x)) - ¥(g2(2)) = 91(0) - 92(0) mod fo

g1 g2
= (g1(x) mod f1)(0) - (g2(z) mod f1)(0) mod fo
= (91() - g2(z) mod f1)(0) mod fo

Naznak dikazu (2 ze 2)
II. Zobrazeni ¥ je bijekce I} a F5.
Néznak (opravdu!) dukazu: predpokladejme, ze g1(x), g2(x) € F1 a ¥(g1(z)) = ¥(g2(x)).

()

Protoze 6 neni kofenem nad F» zddného polynomu nad Z, stupné mensiho nez n, tak gi(z) = g2(x).

36.2 Ukazka

Ukazka hledani izomorfismu
Méme p=3,n=3a fi(z) =23 +22+1a foly) =y> + 2y + 2.

Hledame 6: koren f; nad Fb.
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Ozna¢me 0 = a + by + cy? € F, a hledejme

0= f1(0) = fi(a+by + cy®)
= (a+by+cy®)® +2(a+by +cy?) + 1
= (@®+ 0%y + Y°) + 2(a+ by + cy®) + 1
= (a+by’ +cy®) +2(a+by + cy®) + 1
=(a+bly+1)+ec®+2y+1))+2(a+by+cy?) +1
=2cy+b+c+1

A tedy ¢ =0, b=2 a a lze zvolit (z Zs).
Volme a = 0 a tedy hledané 0 = 2y, a U(g(z)) = g(2y).
Obecné tedy ¥(a + bx + cx?) = a + b2y + cdy? = a + 2by + cy>.

37 Soustavy linearnich kongruenci

Soustavy linearnich kongruenci (1 ze 2)

Problém: feSime soustavu rovnic

a=a; (modm)

a=az (mod ms)

a=ay (mod my)

kde my,...,my jsou navzajem nesoudélna a; € Zy,,, .., aN € Zp,y, a a € Zy, je nezndma.
e Pokud nejsou m; navzajem nesoudélnd, nemusi feseni existovat a situace se celkové komplikuje.

e Myslenka: zkusime zkonstruovat ¢isla x1,...,xn tak, ze z; bude Tesit i-tou rovnici, tj. z; = a;
(mod m;), a pro ostatni rovnice bude x; =0 (mod my), kde k # 1.

o Potom bude jisté a = x1 + 2 + - - - + z FeSenim soustavy (2).

Soustavy linearnich kongruenci (2 ze 2)

Jak takova x; najdeme?

e Polozme M = Hi]\il m; a M; = mM a pomoci postupu uvedeného diive vyfesme rovnici
1
yiM; =1 (mod m;).
S neznamou ;.

¢ Polozime-li
x; = yiM;a;,
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dostavame cisla s pozadovanymi vlastnostmi, a tedy

a = y1Miar + yaMaas + - - - +ynMnyan.

o Tim jsme (skoro) dokdzali slavnou ¢inskou vétu o zbytcich.

Cinska véta o zbytcich

Véta 37.1 — Cinska véta o zbytcich (Chinese remainder theorem — CRT). Necht my, ..., my jsou navzajem
nesoudélna ¢isla a necht M = Hij\il m;. Pro libovolnou N-tici a1 € Zy,,, ..., anN € Zp,, existuje jednoznacné
urcené a € Zys tak, ze

a=a; (modm;) provsechnai=1,...,N.

Plati
N
a= ZaiyiMi (mod M),
i=1
kde M; = % a pro vsechna i a j # i plati

yiM; =1 (mod m;) a wyM;=0 (modm;).

Existenci feseni jsme ukazali, dokonce i postup jak jej nalézt. Zbyva dokazat jednoznacnost.

CRT: dakaz jednoznacnosti feseni

P1i zachovani znaceni z predchozi véty ozna¢me

L:Z3, =25 - xZ}

mi my
zobrazeni, které &fslu a € Z}, p¥itadf N-tici (a1, ...,an), kde plati @ = a; (mod m;) pro viechna i.
o CRT nam 1ik4, jak najit vzor N-tice (a1,...,an) pri zobrazeni I' (rozmyslet!).
o Zatim jsme si ukazali, ze zobrazeni I' je surjektivni, neb pro kazdou N-tici (ay,...,ay) umime najit

a € Zy tak, ze I'(a) = (a1, ...,an).

o Jelikoz jsou ale mnoziny ZX/[ a Z;’,’“ X e X Z;‘,‘w stejné velké, musi toto zobrazeni byt i injektivni, a
tedy se jedna o bijekci.

e Je tedy nemozné, aby dvé rtzné N-tice mély dva rizné vzory a jednoznacnost feseni a z CRT je
dokazana)!
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Residue number system

Zobrazeni I je (dokazte si!):

e izomorfismus grupy ZL a grupy Zj X .- X L} v kde bereme operaci s¢itani po slozkach: i-tou slozku

s¢itame modulo my;

o izomorfismus grupy Zjy; a grupy Z,,, X --- X Zy, , kde bereme operaci nasobeni po slozkdch: i-tou

slozku nésobime modulo m;.

Zobrazeni I urcuje tzv. Residue number system. Misto modulo M poé¢itdme v systému modulo (mq, ..., my).
Jelikoz zobrazeni lze chapat téz jako izomorfismus mezi okruhy Zj; a

Ly X -+ X Lo,y

jedind problematicka operace v tomto Ciselném systému zustane déleni.

Changelog

[ Verze | Datum [ Autor | Log |
‘ 1.0 ‘ 21.10.2018 ‘ SS ‘ Vychozi verze. ‘
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