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Aritmetické operace

Uvedeme si zakladni pfistupy pro provadéni aritmetickych operaci v télese GF(p").

UvaZujeme, Ze konecné téleso mame vybudovano kanonicky tedy pomoci polynomii nad Z,, a
ireducibilniho polynomu (nad Z,,) stupné n.

Budeme uvazovat obecné p a n a elementarni operace v Z,. Napt. pro n = 1 a p = 2 jsou zndmy lepsi
algoritmy (co do komplexity).
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Scitani polynomua

Po koeficientech, tedy O(n).
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Nasobeni

Nasobeni polynomi: O(n?).

Hledani zbytku po déleni: opét O(n?).

(Pro polynomy velkych stuprii existuji algoritmy, které mohou byt efektivnéjsi.)

Celkem: O(n?).
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Mocnéni

Mocnénim myslime vypocet g*, kde g € GF(p") a k < p™.

Klasicky pristup: metoda opakovanych &tverct Square & multiply, v aditivnich grupach Double & add
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Strategie pro hledani multiplikativnich inverzi

Hleddme multiplikativni inverzi k prvku g.

hrubou silou: O(p™)
vypoctem gP" ~2: O(n?logp).
EEA: O(n?) (toto je vysledek jemng&j&i analyzy, nahrubo vyjde O(n?))

Napft. Itoh-Tsujiho inverze, vyuzivajici nasledujici vétu
Véta 40.1

Necht g € GF(¢™)* ar = q;"__11_ Plati

g—l _ (gr)—lgr—l

JelikoZ g" je prvkem podstruktury se stejnymi vlastnostmi vzhledem k danym operaci (konkrétné

podtélesa fadu ¢), Ize dosdhnout lepsich vysledki.
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EEA: ukazka v GF'(3%)

V GF(3?) potitejme modulo ireducibilni polynom P(x) = 23 + 2z + 1. Hledejme inverzi k
Q(z) = 22 + 22 + 2, tj. prvku 122.

Potitdme ged(P(z), Q(x)), vyjde P(z) = (z +1)Q(x) + = + 2.

Pocitame ged(Q(x), x + 2), vyjde Q(z) = = - (x + 2) + 2 a proto

2=Q(a)—z-(z+2)= (2> +z+1) Q(z) + 2z P(z).
Tudiz
2=(z2+x+1)-Q(z) (mod P(z)),

a jelikoz 271 = 2 v GF(3), dostaneme

1= (222422 +2)-Q(z) (mod P(z)).

Hledanou inverzi k 122 v tomto télese proto je 222.
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Hledani izomorfismu

Méjme prvocislo p a kladné celé Cislo n. Zkonstruujme dvé télesa fadu p™ pomoci dvou ireducibilnich

polynomii f1 € Z,[z], f2 € Z,[y] stupné n.

Oznaéme tato télesa F) (tady nasobime modulo f1) a F, (tady nidsobime modulo f5).
Vime, ze F} je izomorfni s Fy. Jak lze najit takovy izomorfismus?

(Pro n =1 jiz umime...)

Pro lepsi Citelnost budeme prvky Fy psat s formalni proménnou x, prvky F5 s proménnou y.
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Konstrukce izomorfismu

Méjme ¢t € F}. Do polynomu f; miZeme dosadit ¢ a operace chéapat jako operace v F1, a dostat tedy
f1(t) € Fy.

Prvek 2z € Fy spliiuje f1(z) = 0 (neboli je korenem polynomu f; nad F7).

Protoze F je izomorfni s Fy, tak néjaky zvoleny izomorfismus ¥ zobrazuje = € Fy na ¥(z) € Fb.

ProtoZe x je korenem polynomu f; a nutné ¥(0) = 0, tak ¥(z) je kofenem polynomu f; nad F. (Tim
myslime polynom z Z,[y] se stejnymi koeficienty jako f1.)

Tedy polynom f; nad F» ma v Fy kofen. Oznaéme néjaky takovy kofen symbolem 0 (6 € F).

Oznacime-li obecny prvek télesa Fy jako g(z) (polynom nad Z,, stupné nejvyse n — 1), pak hledané

zobrazeni definujeme:

U:g(x) — g(0).
—~ =~
EF, c€Fy

~—
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Naznak diikazu (1 ze 2)

|. Zobrazeni ¥ je homomorfismus z F} do Fy:

Dukaz: necht g;(x), g2(x) € F1, pak

U(g1(2) + g2(z)) = ¥((91 + 92)(2)) = (91 + 92)(6)

U(g1(w)) + ¥(g2(z)) = g1(0) + g2(0) = (91 + g2)(0)

U(g1(x) - g2(x)) = ¥((g1(2) - g2(x) mod f1)(x)) = (g1(2) - g2(x) mod f1)(#) mod f;

U(g1(x)) - U(ga()) = g1(0) - g2(0) mod fo
(91(z) mod £1)(0) - (g2(z) mod f1)(f) mod fo
(g1(

x) - g2(z) mod f1)(0) mod fo
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Naznak diikazu (2 ze 2)

Il. Zobrazeni ¥ je bijekce F} a F5.

Naznak (opravdu!) diikazu: predpokladejme, ze g1(z), g2(z) € F1 a U(g1(x)) = ¥(g2(x)).

()

Protoze 6 neni kotenem nad F; zadného polynomu nad Z,, stupné mensiho nez n, tak g1(z) = g2(x).

NI-MPI prednaska 17 13 / 20



Ukazka hledani izomorfismu

M&mep=3,n=3a fi(x) =2 +2z+1a foly) = 3> +2y + 2.
Hledame 6: koren f1 nad F5.
Ozname 0 = a + by + cy? € Fy a hledejme
0= f1(8) = fila+by +cy®)
= (a+by+cy?)® +2(a+by+cy?) +1
= (a® + b3y® + Ay®) + 2(a + by + cy?) + 1
= (a+by’ + ) +2(a+by +ey’) +1
=(a+bly+1)+e(y?+2y+1))+2(a+by+cy?) +1
=2cy+bt+c+1

Atedy c =0, b=2 a a lze zvolit (z Zs).
Volme a = 0 a tedy hledané 6 = 2y, a ¥(g(z)) = g(2y).
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Soustavy linearnich kongruenci (1 ze 2)

Problém: feSime soustavu rovnic

a=a; (mod my)

as (mod my)

S
Il

a=ay (modmy)

kde m1,...,my jsou navzajem nesoudélnd a1 € Zy,,, -, AN € Ly, A a € Z,, je neznama.

m Pokud nejsou m; navzajem nesoudélna, nemusi feSeni existovat a situace se celkové komplikuje.

m Myslenka: zkusime zkonstruovat Cisla =1, ...,z tak, ze x; bude Fesit i-tou rovnici, tj. z; = a;
(mod m;), a pro ostatni rovnice bude x; = 0 (mod my), kde k # i.

m Potom bude jisté a = 1 + 25 + - - - + xy FeSenim soustavy (3).
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Soustavy linearnich kongruenci (2 ze 2)

Jak takova z; najdeme?

m Polozme M = Hf\il m; a M; = mﬂ a pomoci postupu uvedeného dfive vyfeSme rovnici
yiM; =1 (mod m;).

S neznamou ;.

m Polozime-li
z; = yiMiai,

dostavame ¢&isla s pozadovanymi vlastnostmi, a tedy

a=1y1Mia1 +ysMsas + - +ynMyay.

m Tim jsme (skoro) dokazali slavnou &inskou vétu o zbytcich.
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Cinska véta o zbytcich

Véta 42.1 (Cinska véta o zbytcich (Chinese remainder theorem — CRT))

g . 5 —_ , N . ..
Necht my, ..., my jsou navzajem nesoudélnd Cisla a necht M = [[,_, m;. Pro libovolnou N-tici
01 € Lny, oy GN € Ly, €Xistuje jednoznacné urcené a € Zyy tak, Ze

a=a; (modm;) provsechnai=1,...,N.
Plati

N
a = Z aiyiMi (IIIOd M),
i=1
kde M; = mM a pro vSechna i a j # i plati
yiM; =1 (mod m;) a y,M;=0 (mod m,;).

Existenci feSeni jsme ukazali, dokonce i postup jak jej nalézt. Zbyva dokazat jednoznacnost.

NI-MPI prednaska 17 18 / 20



CRT: dikaz jednoznacnosti feseni

P¥i zachovani znacdeni z predchozi véty oznacme

L:Z3 = ZY x- XL}

mq
zobrazeni, které &islu a € Z7, pritadi N-tici (a1,...,ax), kde plati @ = a; (mod m;) pro viechna i.
m CRT nam ¥ik4, jak najit vzor N-tice (ay,...,an) pfi zobrazeni ' (rozmyslet!).
m Zatim jsme si ukazali, ze zobrazeni I je surjektivni, neb pro kazdou N-tici (a1, ...,ax) umime
najit a € Zys tak, ze I'(a) = (ai,...,an).

m JelikoZ jsou ale mnoziny Zj; a Z;, x --- x L}  stejn& velké, musi toto zobrazenf byt i injektivni, a

tedy se jedna o bijekci.

m Je tedy nemozné, aby dvé riizné N-tice mély dva riizné vzory a jednoznacénost feseni a z CRT je
dokazana!
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Residue number system

Zobrazeni I" je (dokazte sil):

m izomorfismus grupy Zj\'/[ agrupy Z x---x Z*  kde bereme operaci séitani po slozkach: i-tou

mi mpy'!
slozku s¢itdme modulo m;;

m izomorfismus grupy Zj; a grupy Z) X --- x ), , kde bereme operaci nasoben{ po slozkach

slozku nasobime modulo m;.

Zobrazeni I' urluje tzv. Residue number system. Misto modulo M pocitdme v systému modulo
(my,...,my). JelikoZ zobrazeni Ize chdpat téz jako izomorfismus mezi okruhy Z,, a

Ly X v+ X Loy s

jedind problematicka operace v tomto Ciselném systému zlstane déleni.
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