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Norma a vzdalenost — pripomenuti

Definice 1.1 (Norma norm)

Norma na vektorovém prostoru V' (nad R nebo C) je zobrazenf || - || : V — R{ splfiujici:

1. x| =0=x=0,
2. Jlax|| = |af - [|x]I,

3. x4+ yll < x|l + |lyll (trojihelnikové nerovnost),

pro vSechna x,y € V' a vSechny skalary a.

Méame-li normu || - || na V, definujeme vzdalenost vektorl x,y € V jako d(x,y) = ||lx —y||. Zfejmé plati

mdx,y)=0&x=y;

m d(x,y) = d(y,x) (symetrie);
m d(x,2z) < d(x,y)+ d(y,z) (trojihelnikova nerovnost).
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Priklady norem

Pro x = (21, 22,...,2,) € R"( nebo C™)

m x|l2 := /> i, |zi|? (eukleidovska norma)
m ||x|[1 := >, |zs| (sou¢tovd norma)

m Obecné, pro libovolné p > 1

B |[xlo :=max {|z;||i € {1,...,n}} (maximov4 norma)

(Ovéfeni trojihelnikové nerovnosti neni vzdy trivialnil)
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Okoli bodu

Zvolme néjakou normu || - || na R™.

Bud x € R" a § € RT, J-okoli bodu x je mnoZina

Hs(x) = {b e R": |x — b|| < 6}

(Takovd mnozina se také nazyva oteviend koule o stfedu x a poloméru ¢.)

Obecné pro okoli: pokud neni tfeba specifikovat parametr § budeme psat jednoduse H (x).
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Hromadny bod

Méjme mnozinu M C R™.

Rekneme, 7e x ¢ R" je hromadnym bodem M (limit/cluster/accumulation point of M), pokud pro
vdechna r > 0 plati (H,(x) \ {x}) N M # 0.

Bod x € M, ktery neni hromadny, se nazyva izolovany.
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Limita posloupnosti

Méjme posloupnost bodli z R”, tedy
+
(Xi)izo(? )
kde x; € R™.

Rekneme, Ze posloupnost (xi):;og ma limitu L € R™, pokud

YVe>0 3N ¥Yn>N x,¢€ H(L).

Znaceni:

lim x,, =L
n—o0
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Funkce vice proménnych

Realnou funkci vice realnych proménnych rozumime zobrazeni

f:Df—>R.,

kde Dy C R™ (pro n kladné celé).

Tedy funkce, kterd ma n redlnych parametrl a vraci taktéz redlnou hodnotu.

Dy je defini¢ni obor (domain).

f(Dy) je obor hodnot (range).
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Graf funkce

Graf funkce f je mnozina

Ff = {(bl,bg, .. .,bn7f(b17b2,. . ,bn)) (bl,bg, .. ~7bn) (S Df} C Rn+1.
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Limita funkce vice proménnych

Rekneme, e funkce f:Dy =R, Dy CR", ma limitu L € R v hromadném bodé b mnoZiny D
pokud

VH(L) 3H(b) xe (D;nH(b))\{b} = f(x)e€ H(L)

Znaceni:

lim f(x) = L.

x—b
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Limity pomoci posloupnosti

Véta 1.2

Méjme funkci f : Dy — R, Dy C R™. Funkce f ma v hromadném bodé b mnoZiny Dy limitu L, tedy
limy_p f(x) = L, pravé tehdy, kdyz pro vsechny posloupnosti (XZ):;O(? C Dy, x; # b, plati

lim x,=b = lim f(x,)=1L

n—-+o0o n—-+oo
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Spojita funkce

Rekneme, ze funkce f : Dy - R, Dy C R", je spojita v bodé xq € D pokud
Ye>0 30>0: ze€(DynHs(xo)) = f(z) € H(f(x0))-

Funkce f je spojita pokud je spojitd ve viech bodech z Dy.

Lze formulovat i pomoci limity: funkce f je spojitd, pokud pro vSechny neizolované body x¢ € Dy plati

lim f(x) = f(xo).

X—X(

NI-MPI prednaska 1 12 / 27



Lokalni extrémy

Definice 1.3

Rekneme, Ze realn4 funkce f mé v bodé b € Dj

1. lokalni minimum, pokud 36 > 0, Vx € (D; N Hs(b)), f(x) > f(b);
2. ostré lokalni minimum, pokud 36 > 0, Vx € (D N Hs(b)) \ {b}, f(x) > f(b);
3. globalni minimum, pokud Vx € Dy, f(x) > f(b).

Bod b se nazyva postupné bodem lokalniho minima, bodem ostrého lokalniho minima a bodem
globalniho minima funkce f.

Pro globalni minimum (na mnoziné D C Dy) se téz pouziva argument minima s timto (zneuzitym)
znacenim:
b = argmin f(x).
xeD
(Obecné by argmin mél byt vzor minima, tj. mnozina bodi.)

(Ostré) lokalni maximum a globalni maximum se definuje analogicky.
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Extrémy na omezenych a uzavienych mnozinach

Definice 1.4

Mnozina D C R" se nazyva

m omezena, pokud je podmnozinou néjaké otevriené koule;
m oteviena, pokud s kazdym svym bodem obsahuje i néjaké jeho okoli;

m uzaviena, pokud R" \ D je oteviend (obsahuje i svou hranici, tedy body, v jejichz kaZzdém okoli lezi
bod z D a bod mimo D).

(Uzavfenou mnozinu lze také charakterizovat tim, Ze obsahuje vSechny své hromadné body.)
Véta 1.5

Je-li Dy C R™ omezena a uzaviena, pak md spojitd funkce f : Dy — R v Dy globdIni minimum a
globalni maximum.
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Definice parcialni derivace

Oznalme jednotlivé proménné jako x1, 9,23, ..., Ty.
Definice 2.1
Parcialni derivace funkce f ve sméru z; (nebo podle z;) v bodé b = (by,bs,...,b,) € Dy

takovém, ze 3H (b) C Dy, je

. f(biybay . b+ Ry by) — f(b1, by by by)
lim
h—0 h

=L e R,

pokud tato limita existuje.

Znadenti: %(b) = L. (Jina Casta znaceni: 0., f(b) a f,(b).)

Jedna se o smérnici tecny ke grafu funkce f ve sméru osy x;.

NI-MPI prednaska 1 16 / 27






Gradient

Definice 2.2
Gradient funkce f v bodé b € Dy je (fadkovy) vektor

Vf(b) = (5‘6;i<b)’§é(b)"" af(b)) :

Poznamka: jelikoz se gradient opird o pojem parc. derivace, bod b je nutné vnitinim bodem Dy (v Dy
lezi i néjaké jeho okoly).

Poznadmka 2: uvedena definice je zjednodusena: Ize ji pouzit pokud jsou vSechny parcialni derivace
funkce f spojité na néjakém okoli bodu b. (Nezjednodusena definice gradientu je v handoutu.)

Geometricky vyznam: gradient ukazuje smér (v D) nejvyssiho ristu funkee f.
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Gradient - ilustrace
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Derivace ve sméru

Parcialni derivace je vzdy ve sméru nékteré ze souradnicovych os x;. Co smérnice v jinych smérech (v
Dy)?

Definice 2.3

Necht v € R™! = R", |
JH(b) C Dy, je

v|| = 1. Derivace funkce f ve sméru v v bodé b € Dy takovém, ze

Vof(b) = lim f(b+h‘;b) — f(b)

Véta 2.4
Jsou-li vsechny parcialni derivace funkce f na néjakém okoli bodu b spojité, pak plati

Vof(b) = Vf(b)-v.

Poznamka: nékdy se nevyzaduje, aby smér v byl jednotkovy, tj. ||v|| = 1. (Potom se o v nemluvi jako o

sméru, ale o obecném vektoru.)
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Tecéna nadrovina

Obdobné jako te¢na pro n = 1, tak te¢nou nadrovinou rozumime objekt sidlici ve stejném prostoru jako
graf funkce (tedy v R"*1), ktery je linerni varietou kodimenze 1 a ktery, v n&jakém smyslu, nejlépe
postihuje chovani prirustku funkce f v daném bodé b € Dy.

Toto chovani umime popsat pro jednotlivé sméry v € R™: pro kazdy smér umime v tomto sméru najit
te¢nu funkce f zdzené na tento smér, tj. zizené na Dy N {x: x = b +tv,t € R}. Toto ziizenf lze
chapat jako funkci jedné proménné, tedy R — R, a u té umime najit te¢nu.

Sjednotime-li te¢ny ve vech smérech (v bodé b € Dy), dostaneme te€nou nadrovinu funkce f v
bodé b. (Podminkou pro existenci je existence gradientu f v bodé b.)

Rovnice této nadroviny je

0 0 0
= 2L (b) (1 = b0) + L (0) (1 =)+ () (20— bo) + T (D).
Jeji normalovy vektor je (%(b), ;’,—i(b)7 e i{t (b),—1).
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Tecéna nadrovina - ukazka
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Véta 3.1 (Nutna podminka lokalniho extrému)

Necht ma funkce f : Dy =+ R, Dy CR", v bodé b parcidlni derivaci podle i-té proménné.

Pokud f ma v bodé b lokalni extrém, potom

of ..
oz, (b) =

Diikaz Véty 3.1.

Zavedeme funkci jedné proménné:

g(xl) = f(bl, bg, 00009 bl‘,l,.’lﬁi, bi+1, 000 ,bn)
Funkce g je v bodé b; diferencovatelna a pro jeji derivaci platf

g (b) = 52 (b).

Protoze f ma v b lokaIni extrém, ma g v b; lokaIni extrém, a tedy ¢'(b;) = 0. O
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Disledek: pokud existuje gradient funkce f v bodé b, pak existence lokalniho extrému implikuje

V£(b) = 0.

Body b € Dy spliujici V f(b) = 0 se nazyvaji stacionarni.
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Stacionarni body

NI-MPI prednaska 1 26 /27



Kritické body

Méjme funkci f: Dy —+ R, kde Dy C R™.

V (loze hledani (lokéalnich) extrémi funkce f jsou body podeztelé z extrému bud

m body stacionarni

anebo

m body, ve kterych gradient f neexistuje.

Takové body se souhrné nazyvaji kritické body.
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