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4. Lokalni extrémy a postacujici podminka existence
= Parcialni derivace druhého fadu
= Definitnost matic

= Postacujici podminka existence lokalniho extrému
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Parcialni derivace druhého radu

Prvni parcialni derivace (néjaké funkce f: Dy — R, Dy C R™) je zobrazenim z mnoziny viech bodi,
kde parcialni derivace existuje.

Pro jednoduchost predpokladejme, ze tomu tak je pro viechny body z D, (obecné je to pro néjakou

podmnozinu Dy) a vSechny proménné x;.
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Pro jednoduchost predpokladejme, ze tomu tak je pro viechny body z D, (obecné je to pro néjakou

podmnozinu Dy) a vSechny proménné x;.
Takova zobrazeni budou opét zobrazeni typu Dy — R, tedy % Dy =R

MuazZeme je tedy opét zkusit (parcidlni derivace nemusi existovat) parcidlné derivovat. Dostaneme
parcialni derivaci druhého ¥adu (parcialné derivujeme podle z; parcialni derivaci podle z;) v bodé b:
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m Pokud i # j, hovofime také o smiSené (druhé) parcialni derivaci.
2

m Pokud ¢ = j, zapisuje se téz zkrdcené: %{;(b).

m Opét Ize chapat jako zobrazeni z néjaké [;odmnoiiny Dy.
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m Pokud i # j, hovofime také o smiSené (druhé) parcialni derivaci.
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m Pokud ¢ = j, zapisuje se téz zkrdcené: %{;(b).

m Opét Ize chapat jako zobrazeni z néjaké [;odmnoiiny Dy.

wdind.znaceni (jako zobrazeni): Oy f, fuy- -



Hessova matice

Definice 4.1
Méjme funkci f : Dy = R, Dy C R™.

Existuji-li vS8echny druhé parcialni derivace funkce f v bodé b, pak se zaznamenavaji do matice takto:

gT;}%(b) o aggalafzn (b)
V2f(b) = : :

Matici V2 f(b) nazyvdme Hessovou matici funkce f v bod& b (téZ Hessian).
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Hessova matice

Definice 4.1
Méjme funkci f : Dy = R, Dy C R™.

Existuji-li vS8echny druhé parcialni derivace funkce f v bodé b, pak se zaznamenavaji do matice takto:

gT;}%(b) o aggalafzn (b)
V2f(b) = : :

Matici V2 f(b) nazyvdme Hessovou matici funkce f v bod& b (téZ Hessian).

Lze chapat jako zobrazeni z podmnoziny Dy do R™".
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Zameénitelnost druhych parcialnich derivaci
Véta 4.2

Necht f : Dy — R, Dy CR? ab € Dy.

Pokud existuje %afy(b) a funkce % je v b spojitd, potom

o2 f 2f

3%f
Oyox

8:1:5‘3/( ):8y8x( )

NI-MPI prednaska 2

(b) existuje a plati



Zameénitelnost druhych parcialnich derivaci

Véta 4.2
Necht f : Dy — R, Dy C R? abGDf

Pokud existuje %afy(b) a funkce 2 = Je v b spojitd, potom 3 3f (b) existuje a plati

0% f . 0%f
8:1:5'3/( )_8y8x( )

Tedy pokud néjakad smiSena druhé parcialni derivace existuje a je spojitd, pak nezavisi na poradi
parcidlniho derivovani (vse v bodé b).

Dasledky:
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parcidlniho derivovani (vse v bodé b).
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Zaménitelnost druhych parcialnich derivaci

Véta 4.2
Necht f : Dy — R, Dy C R? abGDf
Pokud existuje ;jgy( ) a funkce Je v b spojitd, potom 8yaf (b) existuje a plati

0% f . 0% f
81:5'3/( )_8y8x( )

Tedy pokud néjakad smiSena druhé parcialni derivace existuje a je spojitd, pak nezavisi na poradi
parcialniho derivovani (vie v bodé b).

Dasledky:

m Hessova matice je ,Casto” symetricka.

m Je-li néjaka n-ta parcialni derivace dané funkce v daném bodé spojita, pak zalezi pouze na tom,
kolikrat podle které proménné derivujeme, nikoli na poradi derivovani.
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Druha derivace ve sméru

Definice 4.3

Necht v € R™! =R", ||v|| = 1. Druha parcialni derivace funkce f ve sméru v v bodé b € Dy
takovém, ze 3H(b) C Dy, je
Vv (Vvf) (b).
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Druha derivace ve sméru

Definice 4.3

Necht v € R™! =R", ||v|| = 1. Druha parcialni derivace funkce f ve sméru v v bodé b € Dy
takovém, ze 3H(b) C Dy, je

Vv (Vv f) (b).

Véta 4.4

Necht v € R™!, ||v|| = 1. M&me funkci f : Dy — R, Dy CR™ a bod b € Dy. Necht existuje okolf
H(b) C Dy takové, Ze f ma na H(b) spojité vSechny druhé parcialni derivace, potom

Vv (Vvf) (b) = vh VQf(b) ° o
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Definitnost matic

Definice 4.5 (Definitnost matic)
Méjme A € R™". Rekneme, Ze matice A je

pozitivné semidefinitni, pokud x” Ax > 0 pro Vx € R™!;

pozitivné definitni, pokud x” Ax > 0 pro Vx € R™! x # 0;
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Definitnost matic

Definice 4.5 (Definitnost matic)
Méjme A € R™". Rekneme, Ze matice A je

pozitivné semidefinitni, pokud x” Ax > 0 pro Vx € R™!;
pozitivné definitni, pokud x” Ax > 0 pro Vx € R™! x # 0;
negativné semidefinitni, pokud xTAx <0 pro Vx € R™!;

negativné definitni, pokud x” Ax < 0 pro Vx € R™! x # 0;

NI-MPI prednaska 2 7 /18



Definitnost matic
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Definitnost matic

Definice 4.5 (Definitnost matic)
Méjme A € R™". Rekneme, Ze matice A je

pozitivné semidefinitni, pokud x” Ax > 0 pro Vx € R™!;

=

pozitivné definitni, pokud x” Ax > 0 pro Vx € R™! x # 0;

N

negativné semidefinitni, pokud xTAx <0 pro Vx € R™!;

=

negativné definitni, pokud x” Ax < 0 pro Vx € R™! x # 0;

B B

indefinitni, pokud neni pozitivné ani negativné semidefinitni.

Matice A je indefinitni pravé tehdy, kdyz 3x,y € R, xTAx > 0 a y' Ay < 0.
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Charakterizace (semi)definitnosti

Véta 4.6
Bud A € R™"™ symetricka matice. Potom plati nasledujici:

s

m Matice A je pravé tehdy, kdyz vSechna jeji vlastni Cisla jsou
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m Matice A je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz vsechna jeji viastni Cisla jsou kladna.
m Matice A je negativné semidefinitni pravé tehdy, kdyz vsechna jeji vlastni Cisla jsou nekladna.
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Charakterizace (semi)definitnosti

Véta 4.6
Bud A € R™"™ symetricka matice. Potom plati nasledujici:

s

m Matice A je pozitivné semidefinitni pravé tehdy, kdyz vsechna jeji vlastni Cisla jsou nezaporna.
m Matice A je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz vsechna jeji viastni Cisla jsou kladna.

m Matice A je negativné semidefinitni pravé tehdy, kdyz vsechna jeji vlastni Cisla jsou nekladna.
m Matice A je negativné definitni pravé tehdy, kdyz vsechna jeji vlastni &isla jsou zaporna.

m Matice A je pravé tehdy, kdyz ma alespori jedno a alespori jedno vlastni
cislo.
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Charakterizace (semi)definitnosti

Véta 4.6
Bud A € R™"™ symetricka matice. Potom plati nasledujici:

97

m Matice A je pozitivné semidefinitni pravé tehdy, kdyz vsechna jeji vlastni Cisla jsou nezaporna.

m Matice A je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz vsechna jeji viastni Cisla jsou kladna.

m Matice A je negativné semidefinitni pravé tehdy, kdyz vsechna jeji vlastni ¢isla jsou nekladna.

m Matice A je negativné definitni pravé tehdy, kdyz vsechna jeji vlastni &isla jsou zaporna.

m Matice A je indefinitni pravé tehdy, kdyz ma alespori jedno kladné a alesporni jedno zaporné vlastni

cislo.

Naznak diikazu: JelikoZ je matice A symetrickd, plati A = P=1DP, kde D je realna diagonalni a
sloupce realné regularni matice P sestavaji z jednotkovych vlastnich vektorii. Jelikoz plati P~ = P7,
tak zbytek plyne pfimo z definice (semi)definitnosti a indefinitnosti.
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Sylvestrovo kritérium

Véta 4.7 (Sylvestrovo kritérium)
Bud' A € R™" symetricka matice. Pro matici A € R™" definujeme matice Ay, As, ..., A, takto:
Ap € RMF je Etvercovd matice v levém hornim rohu matice A.. Plati:

m Matice A je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz je determinant vSech matic Ay, As, ..., A, kladny.

m Matice A je negativné definitni pravé tehdy, kdyz je determinant matic Ay, zaporny pro k liché a
kladny pro k sudé.
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Jak poznat indefinitnost

Véta 4.8

Pokud ma matice A € R™"™ na diagonale dva prvky s riznym znaménkem (jeden kladny a druhy
zaporny), pak je indefinitni.
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Jak poznat indefinitnost

Véta 4.8

Pokud ma matice A € R™"™ na diagonale dva prvky s riznym znaménkem (jeden kladny a druhy
zaporny), pak je indefinitni.

Diikaz.
Méjme (A);; > 0a (A); ; <0. Pak jisté plati

elAe; >0 a e]TAej <0

(e; je i-ty vektor standardni baze R™) a tedy matice A je indefinitni (pfimo z definice). O
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Postacujici podminka existence extrému a sedlového bodu

Stacionarni bod, ktery neni minimem ani maximem a na jehoz néjakém okoli méa funkce f spojité
vsechny parcialni derivace, se nazyva sedlovym bodem.
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Postacujici podminka existence extrému a sedlového bodu

Stacionarni bod, ktery neni minimem ani maximem a na jehoz néjakém okoli méa funkce f spojité
vsechny parcialni derivace, se nazyva sedlovym bodem.

Véta 4.9 (Postacujici podminka existence extrému a sedlového bodu)

Necht b € Dy je stacionarni bod funkce f : Dy — R, Dy C R™. Necht existuje okoli H(b) C Dy
takové, ze f ma na H(b) spojité vsechny druhé parcidlni derivace, potom

m je-li V2 f(b) pozitivné definitni, pak b je ostré lokalni minimum;
m je-li V2 f(b) negativné definitni, pak b je ostré lokalni maximum;
m je-li V2 f(b) indefinitni, pak b je sedlovy bod.
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Minimum, maximum, sedlovy bod
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Co semidefinitnost?

Véta 4.10 (Nutna podminka existence lokalniho extrému)

Necht b € Dy je stacionarni bod funkce f : Dy — R, Dy C R". Necht existuje okoli H(b) C Dy
takové, ze f ma na H(b) spojité vsechny druhé parcidlni derivace, potom

m je-li b lokaIni minimum, pak V2 f(b) je pozitivné semidefinitni:

m je-li b lokaIni maximum, pak V2 f(b) je negativné semidefinitni.
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Co semidefinitnost?

Véta 4.10 (Nutna podminka existence lokalniho extrému)

Necht b € Dy je stacionarni bod funkce f : Dy — R, Dy C R". Necht existuje okoli H(b) C Dy
takové, Ze f ma na H(b) spojité vSechny druhé parcidlni derivace, potom

m je-li b lokaIni minimum, pak V2 f(b) je pozitivné semidefinitni:
m je-li b lokaIni maximum, pak V2 f(b) je negativné semidefinitni.
Toto tvrzeni nelze obratit.
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5. Shrnuti: postup analytického hledani extréma
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Postup analytického hledani extrémii

Najit kritické body, tj. stacionarni body a body, kde alespon jedna parcialni derivace neexistuje.
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Postup analytického hledani extrémii

Najit kritické body, tj. stacionarni body a body, kde alespon jedna parcialni derivace neexistuje.
Pokud jsou vSechny 2. parcialni derivace v okoli stacionarniho bodu b spojité, nalézt Hessovu
matici. Pokud je tato matice

a) pozitivné definitni, pak je bod b bodem ostrého lokalniho minima;
b) negativné definitni, pak je bod b bodem ostrého lokalniho maxima;
c) indefinitni, pak je bod b sedlovym bodem (tj. neni extrémem).

V ostatnich pfipadech je tfeba rozhodnout jinym zpisobem (nelze pomoci Hessovy matice rozhodnout,
napr. protoze neexistuje nebo je semidefinitnf).
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6. Konvexni funkce
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Definice konvexni funkce

Definice 6.1
Funkce f: Dy — R, Dy C R" je konvexni pokud je Dy konvexni mnozina a

Vbl, by € Df vVt € [0, 1] g f(tbl + (1 = t)bg) < tf(bl) —+ (]. = t)f(bz)

Funkce f je konkavni, pokud —f je konvexni.
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Extrémy konvexni funkce

Funkce f, kterd ma spojité vSechny druhé parcialni derivace, je konvexni pravé tehdy, kdyz je jeji
Hessova matice pozitivné semidefinitni ve vSech bodech vnittku Dy (vnitfek mnoZziny jsou viechny jeji
body, které v ni lezi s néjakym okolim, jinak feceno je to mnozina bez své hranice).

18 / 18
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Extrémy konvexni funkce

Funkce f, kterd ma spojité vSechny druhé parcialni derivace, je konvexni pravé tehdy, kdyz je jeji
Hessova matice pozitivné semidefinitni ve vSech bodech vnittku Dy (vnitfek mnoZziny jsou viechny jeji
body, které v ni lezi s néjakym okolim, jinak feceno je to mnozina bez své hranice).

Lokalni minimum konvexni funkce je globalnim minimem.
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