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NI-MPI prednaska 3handout
Problémy, navrhy apod. hlaste v GitLabu.
Verze souboru: 2025-02-13 08:48.

Vazané extrémy

Implicitni funkce

Véta 7.1 — Véta o implicitni funkci. Necht f: R2 - R a %, % jsou spojité v okoli bodu (a,b). Predpo-
kladejme dale, ze
fla.p)=0 O (a.) £0
a,b) = a —(a .
J ay )
(a) Pak existujie > 0, > 0 a obdélnikové okoli R := {(x,y) : [t—a| < e, |y—b] < d} bodu (a,b) takové,
7e pro kazdé x € (a—e,a+¢) existuje prave jedno y € (b—0,b+0), které spliuje rovnici f(x,y) = 0.
Tedy y je funkci proménné = a lze psat y = ¢(x). Definiéni obor ¢ je interval (a —e,a + ¢€).

(b) Funkce ¢ uréend v bodé (a) a jeji derivace ¢’ jsou spojité na intervalu (a — e,a + €) a plati

¢'(z) = —afsoziz pro z € (a —e,a+¢).

Definice problému
Ukazka - Obrazek 1

Naleznéte maximum a minimum, kdyz se ,, pohybujeme“ na grafu pouze po ¢erné kiivce (= nad modrou
kiivkou):

Ukazka - Obrazek 2

Naleznéte maximum a minimum, kdyz se ,, pohybujeme“ na grafu pouze po ¢erné kiivce (= nad modrou
krivkou):
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Ukazka - Obrazek 3

Naleznéte maximum a minimum, kdyz se ,, pohybujeme“ na grafu pouze po ¢erné kiivce (= nad modrou
ktivkou):

Ukazka - Obrazek 4

Naleznéte maximum a minimum, kdyz se ,, pohybujeme“ na grafu pouze po ¢erné kiivce (= nad modrou
kiivkou):
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Ukazka - Obrazek 5

Naleznéte maximum a minimum, kdyz se ,, pohybujeme* na grafu pouze nad modrou mnoZinou:

Formulace problému
Ozna¢me m = {1,...,m} ap={1,...,p} (m,p € N).
Uloha vézaného extrému (minima) (constrained optimization/minimization) je obecné nésledujici tilohas

minimalizuj  f(x)

za podminek g;(x) =0, j € M, (1)

kde f, gj, hi jsou funkce D — R, kde D C R".

Terminologie

f: objektivni/icelovd/minimalizovana/optimalizovana funkce

16



g;: rovnostni podminka/vazba | podminky/vazby
hy: nerovnostni podminka/vazba | podminky /vazby

Jsou-li vSechny funkce linedrni (a je-li alespon jedna nerovnostni podminka): Gloha linearniho pro-
gramovani

Jsou-li vSechny vazby linedrni (a je-li alespon jedna nerovnostni podminka) a f kvadratickd: Gloha
kvadratického programovani

Jinak obecné: tiloha nelinearniho programovani
Pt¥ipustna feseni a jina formulace
Ozna¢me mnozinu pripustnych reseni:

M= {x€D: (Vjem)gx)=0) A (Vk € p)(hp(x) < 0)}

Definice 7.2 Mé&jme mnoziny D € R® a M C D. Rekneme, Ze funkce f : D — R ma v bodé x* € M
lokélni minimum vzhledem k mnozZiné M, pokud existuje okoli H(x*) takové, ze plati

Vx e (Hx)NM) f(x7) < f(x)

Bod x* se zove bodem lokdlnitho minima funkce f vzhledem k mnoziné M.

Analogicky se definuje maximum a ostré extrémy vzhledem k mnoziné, a body téchto extrémii.

7.3 Metody teSeni
7.3.1 Obecné
Obecné

Obecnd metoda zavisi na funkcich f, g; a hy:

e substituce,
e linedrni programovani,
o kvadratické programovani,

e konvexni optimalizace,

Méme-li k dispozici (druhé) parcidlni derivace vSech funkci, lze je zkusit (pro nelinearni problémy) pouzit.
Tyto analytické metody se opét opiraji o geometricky vyznam prvni a druhé parcidlni derivace.

7.3.2 Metoda feSeni pFi rovnostni vazbach

Metoda resSeni pri rovnostnich vazbach
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Lagrangeova funkce

Megjme tlohu nalézt lokdlni extrémy funkce f : D — R, kde D C R", vzhledem k mnoziné

M={xeD:g(x)=0,0=1,2,...,m},kde g; : R" — R.
Definice 7.3 Funkci L : M x R™ — R definovanou jako
m
L(x; ) = f(x) 4+ Y Ajgi(x)
j=1

nazyvame Lagrangeovou funkci pro danou tlohu.
Koeficienty
A=A, Am)

nazyvame Lagrangeovy multiplikatory (Lagrange multipliers).
K ¢emu Lagrangeova funkce?

Uvazujme jednu rovnostni vazbu (tedy m = 1). Pokud v bodé x* plati, ze gradient vazby i nasi funkce
maji stejny smér, tedy V f(z*) = —AjVgi(z*), pak ,,vazba v daném bodé neprotind vrstevnici®.

y

A

»
»

X

Zdroj: https://en.wikipedia.org/wiki/File:LagrangeMultipliers2D.svg

Véta 7.4 — Postacujici podminka existence ostrého lokalniho minima pro rovnostni vazby. Necht f,g;,7 €
{1,...,m} maji spojité vSechny druhé parcidlni derivace na néjaké oteviené nadmnoziné M O M. Pokud

dvojice (z*; A*) € R™ x R™ splnuje podminky:
(0) (0. derivace) z* € M,
(1) (1. derivace) Vi, % (x*; A*) = 0;
(2) (2. derivace) pro kazdy (sloupcovy) vektor 0 # v € R™ splnujici
Vgj(z*)-v=0, proVje{l,...,m},

plati
ol ViL(f";)\*) -v > 0;

kde V2L je Hessova matice funkce L vzhledem k proménnym z = (21,2, ..., %,),
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potom je z* bodem ostrého lokdlniho minima.

Vsimnéme si, ze body (0) a (1) jsou ekvivalentni rovnosti VL(z*; \*) = 0.

7.3.3 Metoda feSeni pfi rovnostnich i nerovnostnich vazbach

Metoda reseni pri rovnostnich vazbach i
nerovnostnich vazbach

Lagrangeova funkce
Meéjme tlohu nalézt lokdlni extrémy funkce f : D — R, kde D C R", vzhledem k mnoziné

M={xeD:g((x)=0hj(x)<0,i=1,2,...,m,j=1,...,p}, kde g;, h; : R" = R.

Definice 7.5 — Lagrangeova funkce. Funkci L : M x R™ x RP — R definovanou
m p
L(z; X p) = f(@) + > Ajgs(a) + D prhe(x)
j=1 k=1

nazyvame Lagrangeovou funkci pro danou tlohu (1). Koeficienty
A= o) 8 = (oo ty)
nazyvame Lagrangeovy multiplikatory (Lagrange multipliers).

Technické predpoklady diferencovatelnosti

Necht M je oteviend nadmnozina M, na niZ pro vsechny funkce f, g; pro j € 7, hy pro k € p existuji
druhé parcialni derivace.

Funkci L pak chapeme jako funkci L : M x R™ x RP — R.
Pro jednoduchost Ize uvazovat M C M =R".

( Mnozina M je uzaviend (diky spojitosti g; a hg). )

Aktivni omezeni

Pokud méme nerovnostni vazby hy, je tieba védét, kdy je splnéna rovnost:

Definice 7.6 — MnoZina aktivnich omezeni. Pro bod z € M definujeme mnozinu aktivnich omezeni

B(x) = {k € p: hy(z) = 0} .

Tedy B(z) jsou indexy nerovnostnich vazeb takovych, ze x je na hranici mnoziny {z: hy(z) < 0}.

Véta 7.7 — Postacujici podminka existence ostrého lokalniho minima. Necht f,g;, hy proj € m,k € p
maji spojité vSechny druhé parcidlni derivace na néjaké oteviené nadmnoziné M O M. Pokud trojice
(x*; A" u*) € R™ x R™ x RP spliuje podminky:

1. (0. derivace) z* € M,

2. (1. derivace) Vi, % (x*; N5 u*) = 0;
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3. (aktivni a neaktivni vazby) Pro kazdé k € p, pj = 0 nebo hg(z*) = 0;
4. (2. derivace) pro kazdy (sloupcovy) vektor 0 # v € R™ splnujici

Vg;j(z*)-v=0, pro vsechna j € 7,
Vhi(z*)-v =0, pro viechna k € p, uj # 0, plati
vl V2L(x* N5 pt) v > 0,
kde V2L je Hessova matice funkce L vzhledem k proménnym x = (1,2, ..., Ty);

5. (spravny ,smér“ od hranice M) pf > 0, pro kazdé k € p.

Potom je z* bodem ostrého lokalniho minima tlohy (1).

Znaménko multiplikatoru

hey) =2 +47 1

Véta 7.8 — Postacujici podminka existence ostrého lokalniho maxima. Necht f,g;, hy pro j € m,k € p
maji spojité vSechny druhé parcidlni derivace na néjaké oteviené nadmnoziné M O M. Pokud trojice
(x*; A% p*) € R™ x R™ x RP spliuje podminky:

1. (0. derivace) z* € M;

w

-

2. (1. derivace) Vi, g—i (x5 A5 ) =0;
. (aktivni a neaktivni vazby) Pro kazdé k € p, uj = 0 nebo hi(z*) = 0;
. (2. derivace) pro kazdy (sloupcovy) vektor 0 # v € R™ spliujici

Vgj(z*)-v=0, pro vsechna j € 1,
Vhi(z*)-v =0, pro viechna k € p, uj, # 0, plati

vl V2L(x* M5 p*) v <0,

kde V2L je Hessova matice funkce L vzhledem k proménnym x = (1,2, . .., Ty );
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5. (spravny ,smeér od hranice M) pj <0, pro kazdé k € p.

Potom je z* bodem ostrého lokélntho maxima tlohy (1).

Changelog

Verze Datum Autor Log

1.31 10.10.2023 SS Oprava ve vétach pro nevazané extrémy: doplnéni hvézdicek.

1.3 10.10.2023 SS Oprava a upresnéni v postacujicich podminkach tykajici se vektoru v.
1.2 10.10.2022 SS Oddéleni rovnostnich podminek v prezentaci, celkova véta az na konec.
1.14 13.10.2021 SS Nekonfliktni znaceni pro vektor v podmince 2. fadu.

1.13 14.4.2021 SS Oprava nepiesné formulace ohledné vazeb.

1.11 26.11.2020 SS Presun informace o uzavienosti M a pfriddni divodu (v ramci slajdu).
1.11 24.11.2020 SS Explicitné zminéno, ze pro lok. maximum je tfeba zménit znaménko i u multiplikdtora.
1.1 23.11.2020 SS Drobné opravy.

1.02 3.2.2020 SS Opravy preklepu.

1.01 11.11.2019 SS Opravy preklept.

1.0 11.11.2019 SS Vychozi verze.
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