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7. Vazané extrémy
= Implicitni funkce
= Definice problému

= Metody feseni
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Véta 7.1 (Véta o implicitni funkci)
Necht f: R? = R a 5L, 5L jsou spojité v okoli bodu (a,b). Predpoklédejme dale, Ze
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Véta 7.1 (Véta o implicitni funkci)
Necht f: R? = R a 5L, 5L jsou spojité v okoli bodu (a,b). Predpoklddejme dale, Ze

fla,0)=0 a %(a,b);ﬁ&

(a) Pak existujie >0, 6 > 0 a obdélnikové okoli R := {(x,y) : |x — a| < e, |y — b| < 0} bodu (a,b)
takové, Ze pro kazdé x € (a — €,a + €) existuje pravé jednoy € (b — 6,b+ 0), které spliiuje rovnici
f(z,y) =0. Tedy y je funkci proménné x a lze psat y = p(x). Definiéni obor ¢ je interval
(a—¢e,a+e).
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Véta 7.1 (Véta o implicitni funkci)
Necht f: R? = R a 5L, 5L jsou spojité v okoli bodu (a,b). Predpoklddejme dale, Ze
of

f(a,b):() a ?y(a,b)#o

(a) Pak existujie >0, 6 > 0 a obdélnikové okoli R := {(x,y) : |x — a| < e, |y — b| < 0} bodu (a,b)
takové, Ze pro kazdé x € (a — €,a + €) existuje pravé jednoy € (b — 6,b+ 0), které spliiuje rovnici
f(z,y) =0. Tedy y je funkci proménné = a lze psat y = p(x). Definiéni obor ¢ je interval
(a—¢e,a+e).

(b) Funkce @ urcena v bodé (a) a jeji derivace ¢’ jsou spojité na intervalu (a — e,a + €) a plati

o' (z) = —;(790 prox € (a —e,a+¢).
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Ukazka - Obrazek 1

Naleznéte maximum a minimum, kdyz se ,pohybujeme” na grafu pouze po ¢erné kfivce (= nad modrou
kfivkou):
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Ukazka - Obrazek 2

Naleznéte maximum a minimum, kdyz se ,pohybujeme” na grafu pouze po &erné kfivce (= nad modrou
kfivkou):
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Ukazka - Obrazek 3

Naleznéte maximum a minimum, kdyz se ,pohybujeme” na grafu pouze po &erné kfivce (= nad modrou
kfivkou):
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Ukazka - Obrazek 4

Naleznéte maximum a minimum, kdyz se ,pohybujeme” na grafu pouze po &erné kfivce (= nad modrou
kfivkou):
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Ukazka - Obrazek 5

Naleznéte maximum a minimum, kdyz se ,pohybujeme” na grafu pouze nad modrou mnozinou:
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Formulace problému

Oznaéme m ={1,...,m} ap={1,...,p} (m,p € N).
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Formulace problému

Oznaéme i ={1,...,m} ap={1,...,p} (m,p € N).

Uloha vazaného extrému (minima) (constrained optimization/minimization) je obecné nasledujici tloha

(1)
kde f, gj, hi jsou funkce D — R, kde D C R™.
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Terminologie

f: objektivni/Géelova /minimalizovana/optimalizovana funkce
gj: rovnostni podminka/vazba | podminky/vazby

hyi: nerovnostni podminka/vazba | podminky/vazby
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Terminologie

f: objektivni/Géelova /minimalizovana/optimalizovana funkce
gj: rovnostni podminka/vazba | podminky/vazby
hyi: nerovnostni podminka/vazba | podminky/vazby

Jsou-li vSechny funkce lineérni (a je-li alespori jedna nerovnostni podminka): dloha linearniho
programovani

Jsou-li vSechny vazby linedrni (a je-li alespon jedna nerovnostni podminka) a f kvadraticka: Gloha
kvadratického programovani

Jinak obecné: tloha nelinearniho programovani
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Ptipustna feSeni a jina formulace

Ozna¢me mnozinu pfipustnych feseni:

M={xeD: (Vjem)(gj(x)=0) A (Vk € p)(he(x) <0)}
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P¥ipustna reSeni a jina formulace
Oznaéme mnozZinu pripustnych reSeni:

M={xeD: (Vjem)(g;(x) =0) A (Vk € p)(hxr(x) <0)}
Definice 7.2

Mé&jme mnoziny D C R” a M C D. Rekneme, ze funkce f : D — R ma v bodé x* € M lokaln{
minimum vzhledem k mnoziné M, pokud existuje okoli H(x*) takové, Ze plati

Vxe (HE)NM) [f(x) < f(x).
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Bod x* se zove bodem lokalniho minima funkce f vzhledem k mnoZiné M.
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P¥ipustna reSeni a jina formulace
Ozna¢me mnozinu pfipustnych feseni:

M={xeD: (Vjem)(g;(x) =0) A (Vk € p)(hxr(x) <0)}
Definice 7.2

Mé&jme mnoziny D C R” a M C D. Rekneme, ze funkce f : D — R ma v bodé x* € M lokaln{
minimum vzhledem k mnoziné M, pokud existuje okoli H(x*) takové, Ze plati

Vxe (HE)NM) [f(x) < f(x).

Bod x* se zove bodem lokalniho minima funkce f vzhledem k mnoZiné M.

Analogicky se definuje maximum a ostré extrémy vzhledem k mnoziné, a body téchto extrémd.
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Obecné

Obecna metoda zavisi na funkcich f, g; a hy:

m substituce,
m linearni programovani,
m kvadratické programovani,

m konvexni optimalizace,
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Obecné

Obecna metoda zavisi na funkcich f, g; a hy:

m substituce,

linearni programovani,
m kvadratické programovani,

m konvexni optimalizace,

Mame-li k dispozici (druhé) parcialni derivace vsech funkci, Ize je zkusit (pro nelinearni problémy)
pouzit. Tyto analytické metody se opét opiraji o geometricky vyznam prvni a druhé parcialni derivace.
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Metoda resSeni pri rovnostnich vazbach
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Lagrangeova funkce

Méjme Glohu nalézt lokalni extrémy funkce f: D — R, kde D C R"™, vzhledem k mnoziné

M={x€eD:g(x)=0,i=1,2,...,m},kde g; : R" — R.
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Lagrangeova funkce

Méjme dlohu nalézt lokalni extrémy funkce f: D — R, kde D C R", vzhledem k mnoziné

M:{XED:gi(X):07i:1727--~7m/},kdegi:R"’—)R_

Definice 7.3
Funkci L : M x R™ — R definovanou jako

L(x; ) = f(x) + Z Ajg;i(x)

nazyvame Lagrangeovou funkci pro danou tlohu.
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Lagrangeova funkce

Méjme dlohu nalézt lokalni extrémy funkce f: D — R, kde D C R", vzhledem k mnoziné

M:{XED:gi(X):07i:1727--~7m/},kdegi:R"’—)R_

Definice 7.3
Funkci L : M x R™ — R definovanou jako

L(x; ) = f(x) + Z Ajg;i(x)

nazyvame Lagrangeovou funkci pro danou tlohu.

Koeficienty
A=A, )

nazyvadme Lagrangeovy multiplikatory (Lagrange multipliers).
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K ¢emu Lagrangeova funkce?

Uvazujme jednu rovnostni vazbu (tedy m = 1). Pokud v bodé z* plati, ze gradient vazby i nasi funkce
maji stejny smér, tedy V f(2*) = —AiVgy(2*), pak ,vazba v daném bodé neprotina vrstevnici®.

y

A

>
»

X

Zdroj: https://en.wikipedia.org/wiki/File:LagrangeMultipliers2D.svg
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Véta 7.4 (Postacujici podminka existence ostrého lokalniho minima pro rovnostni vazby)

Necht f,g,.7 € {1,...,m} maji spojité vSechny druhé parcialni derivace na néjaké otevrené
nadmnoziné M D M. Pokud dvojice (z*; \*) € R™ x R™ spliiuje podminky:

potom je x* bodem ostrého lokalniho minima.
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(0) (0. derivace) z* € M;
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Véta 7.4 (Postacujici podminka existence ostrého lokalniho minima pro rovnostni vazby)

Necht f,g,.7 € {1,...,m} maji spojité vSechny druhé parcialni derivace na néjaké otevrené
nadmnoziné M D M. Pokud dvojice (z*; \*) € R™ x R™ spliiuje podminky:

(0) (0. derivace) z* € M;
(1) (1. derivace) Vi, g—ai_ (z*;2*) = 0;

potom je x* bodem ostrého lokalniho minima.
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Véta 7.4 (Postacujici podminka existence ostrého lokalniho minima pro rovnostni vazby)

Necht f,g,.7 € {1,...,m} maji spojité vSechny druhé parcialni derivace na néjaké otevrené
nadmnoziné M D M. Pokud dvojice (z*; \*) € R™ x R™ spliiuje podminky:

(0) (0. derivace) z* € M;

(1) (1. derivace) Vi, chLi (*;A*) =0

(2) (2. derivace) pro kazdy (sloupcovy) vektor 0 # v € R™ splriujici
Vgij(z*)-v=0, proVje{l,...,m},

plati
v - VEL(z*; \*) v > 0;

kde V2L je Hessova matice funkce L vzhledem k proménnym x = (x1,%2,...,2y),

potom je x* bodem ostrého lokalniho minima.
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Véta 7.4 (Postacujici podminka existence ostrého lokalniho minima pro rovnostni vazby)

Necht f,g,.7 € {1,...,m} maji spojité vSechny druhé parcialni derivace na néjaké otevrené
nadmnoziné M D M. Pokud dvojice (z*; \*) € R™ x R™ spliiuje podminky:

(0) (0. derivace) z* € M;

(1) (1. derivace) Vi, chLi (*;A*) =0

(2) (2. derivace) pro kazdy (sloupcovy) vektor 0 # v € R™ splriujici
Vgij(z*)-v=0, proVje{l,...,m},

plati
v - VEL(z*; \*) v > 0;

kde V2L je Hessova matice funkce L vzhledem k proménnym x = (x1,%2,...,2y),
potom je x* bodem ostrého lokalniho minima.

Vsimnéme si, ze body (0) a (1) jsou ekvivalentni rovnosti VL(z*; \*) = 0.
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Metoda resSeni pri rovnostnich vazbach i
nerovnostnich vazbach
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Lagrangeova funkce

Méjme dlohu nalézt lokalni extrémy funkce f: D — R, kde D C R"”, vzhledem k mnoziné

M={xeD:g(x)=0nh;x)<0,i=1,2,...,m,j=1,...,p} kde g;, h; : R" - R.
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Lagrangeova funkce

Méjme dlohu nalézt lokalni extrémy funkce f: D — R, kde D C R"”, vzhledem k mnoziné

M={xeD:g(x)=0nh;x)<0,i=1,2,...,m,j=1,...,p} kde g;, h; : R" - R.

Definice 7.5 (Lagrangeova funkce)
Funkci L : M x R™ x RP — R definovanou

p
L(z; A; ) +Z/\]gj +Zﬂkhk($)

nazyvame Lagrangeovou funkci pro danou dlohu (1). Koeficienty

A=A, 0 ) a p= (1, )

nazyvadme Lagrangeovy multiplikatory (Lagrange multipliers).
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Technické predpoklady diferencovatelnosti

Necht Mje oteviend nadmnozina M, na niz pro vSechny funkce f, g; pro j € 7, hy, pro k € p existuji
druhé parcialni derivace.

Funkci L pak chapeme jako funkci L : M x R™ x RP — R,

Pro jednoduchost |ze uvazovat M C M=R".

( Mnozina M je uzaviena (diky spojitosti g; a hy). )
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Aktivni omezeni

Pokud mame nerovnostni vazby hy, je tfeba védét, kdy je splnéna rovnost:

Definice 7.6 (MnozZina aktivnich omezeni)

Pro bod x € M definujeme mnozinu aktivnich omezeni

B(z) ={k € p: hi(x) =0}.
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Aktivni omezeni

Pokud mame nerovnostni vazby hy, je tfeba védét, kdy je splnéna rovnost:

Definice 7.6 (MnozZina aktivnich omezeni)

Pro bod x € M definujeme mnozinu aktivnich omezeni

B(z) ={k € p: hi(x) =0}.

Tedy B(x) jsou indexy nerovnostnich vazeb takovych, ze x je na hranici mnoziny {x: hy(z) < 0}.
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Véta 7.7 (Postacujici podminka existence ostrého lokalniho minima)

Necht f,g;, hy pro j € m,k € p maji spojité vSechny druhé parcidlni derivace na néjaké otevrené
nadmnoZiné M > M. Pokud trojice (x*; \*; u*) € R™ x R™ x RP spliuje podminky:

Potom je x* bodem ostrého lokdlniho minima dlohy (1).
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(0. derivace) z* € M;

(1. derivace) Vi, g—i (x*; X5 u*) = 0;

(aktivni a neaktivni vazby) Pro kazdé k € p, ;. = 0 nebo hy(z*) = 0;
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Potom je x* bodem ostrého lokdlniho minima dlohy (1).
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Véta 7.7 (Postacujici podminka existence ostrého lokalniho minima)

Necht f,g;, hy, pro j € m,k € p maji spojité vSechny druhé parcidlni derivace na néjaké otevrené

nadmnoZiné M > M. Pokud trojice (x*; \*; u*) € R™ x R™ x RP spliuje podminky:
(0. derivace) z* € M;
(1. derivace) Vi, % (™5 A5 p*) =0;
(aktivni a neaktivni vazby) Pro kazdé k € p, ;. = 0 nebo hy(z*) = 0;
(2. derivace) pro kazdy (sloupcovy) vektor 0 # v € R™ splriujici
Vgj(z*)-v=0, provsechna j € 1,

Vhi(z*)-v =0, provsechnak € p,u;, #0, plati

vl - V2L(z*; \*; u*) - v > 0,

kde V2L je Hessova matice funkce L vzhledem k proménnym x = (21, %2, ..., 2y);

(spravny ,smér" od hranice M) ¥ > 0, pro kazdé k € p.

Potom je x* bodem ostrého lokdlniho minima dlohy (1).
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Znaménko multiplikatoru

h(e,y) =a* +y° —1
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Véta 7.8 (Postacujici podminka existence ostrého lokalniho maxima)

Necht f,g;, hy pro j € m,k € p maji spojité vSechny druhé parcidlni derivace na néjaké otevrené
nadmnoZiné M > M. Pokud trojice (x*; \*; u*) € R™ x R™ x RP spliuje podminky:

Potom je x* bodem ostrého lokdlniho maxima dlohy (1).
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Necht f,g;, hy, pro j € m,k € p maji spojité vSechny druhé parcidlni derivace na néjaké otevrené

nadmnoZiné M > M. Pokud trojice (x*; \*; u*) € R™ x R™ x RP spliuje podminky:
(0. derivace) z* € M;
(1. derivace) Vi, % (™5 A5 p*) =0;
(aktivni a neaktivni vazby) Pro kazdé k € p, ;. = 0 nebo hy(z*) = 0;
(2. derivace) pro kazdy (sloupcovy) vektor 0 # v € R™ splriujici
Vgj(z*)-v=0, provsechna j € 1,

Vhi(z*)-v =0, provsechnak € p,u;, #0, plati

vl - V2L(z*; \*; u*) - v < 0,

kde V2L je Hessova matice funkce L vzhledem k proménnym x = (21, %2, ..., 2y);

(spravny ,smér" od hranice M) u} <0, pro kaZdé k € p.

Potom je x* bodem ostrého lokdlniho maxima dlohy (1).
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