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Řešené příklady: Vázané extrémy

Základní cvičení 10.3
Najděte lokální extrémy funkce f(x, y) = x3

3 − x + y2 za podmínky

a) g(x, y) = y − 1 = 0;

b) g(x, y) = y = 0;

c) g(x, y) = x2 + 2x + y2 = 0.

f(x, y) = x3

3 − x + y2 a g(x, y) = y − 1 = 0
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f(x, y) = x3

3 − x + y2

f(x, y) = x3

3 − x + y2 a g(x, y) = y − 1 = 0

f(x, y) = x3

3 − x + y2 za podmínky g(x, y) = y − 1 = 0
(Lze dosadit!)

Obecný postup pro rovnostní vazby:
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f(x, y) = x3

3 − x + y2 za podmínky g(x, y) = y − 1 = 0

L(x, y, λ) =

∇L(x∗, y∗, λ∗) = 0 ⇔

f(x, y) = x3

3 − x + y2 za podmínky g(x, y) = y − 1 = 0

∇xL(x, y, λ) =
(
x2 − 1, 2y + λ

)

∇2
xL(x, y, λ) =

x∗ = 1, y∗ = 1, λ∗ = −2

∇2
xL (1, 1, −2) =

f(x, y) = x3

3 − x + y2 za podmínky g(x, y) = y − 1 = 0

∇xL(x, y, λ) =
(
x2 − 1, 2y + λ

)
∇2

xL(x, y, λ) =
(

2x 0
0 2

)

x∗ = −1, y∗ = 1, λ∗ = −2

∇2
xL (−1, 1, −2) =

f(x, y) = x3

3 − x + y2 a g(x, y) = y = 0
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f(x, y) = x3

3 − x + y2

f(x, y) = x3

3 − x + y2 a g(x, y) = y = 0

f(x, y) = x3

3 − x + y2 za podmínky g(x, y) = y = 0

L(x, y, λ) = x3

3 − x + y2 + λ (y)
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∇L(x∗, y∗, λ∗) = 0 ⇔

f(x, y) = x3

3 − x + y2 za podmínky g(x, y) = y = 0

∇xL(x, y, λ) =
(
x2 − 1, 2y + λ

)
∇2

xL(x, y, λ) =
(

2x 0
0 2

)

x∗ = 1, y∗ = 0, λ∗ = 0

∇2
xL (1, 0, 0) =

f(x, y) = x3

3 − x + y2 za podmínky g(x, y) = y = 0

∇xL(x, y, λ) =
(
x2 − 1, 2y + λ

)
∇2

xL(x, y, λ) =
(

2x 0
0 2

)

x∗ = −1, y∗ = 0, λ∗ = 0

∇2
xL (−1, 0, 0) =

f(x, y) = x3

3 − x + y2 a g(x, y) = x2 + 2x + y2 = 0
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f(x, y) = x3

3 − x + y2

f(x, y) = x3

3 − x + y2 a g(x, y) = x2 + 2x + y2 = 0

f(x, y) = x3

3 − x + y2 za podmínky g(x, y) = x2 + 2x + y2 = 0

L(x, y, λ) =
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∇L(x∗, y∗, λ∗) = 0 ⇔

f(x, y) = x3

3 − x + y2 za podmínky g(x, y) = x2 + 2x + y2 = 0

∇xL(x, y, λ) =
(
x2 − 1 + 2λx + 2λ, 2y + 2λy

)
Kritické body:

(
0, 0, 1

2

)
,
(
−2, 0, 3

2

)
, (−1, 1, −1) , (−1, −1, −1)

∇2
xL(x, y, λ) =

∇2
xL
(
0, 0, 1

2

)
=

f(x, y) = x3

3 − x + y2 za podmínky g(x, y) = x2 + 2x + y2 = 0

Kritické body:
(
0, 0, 1

2

)
,
(
−2, 0, 3

2

)
, (−1, 1, −1) , (−1, −1, −1)

∇2
xL(x, y, λ) =

(
2x + 2λ 0

0 2 + 2λ

)

∇2
xL
(
−2, 0, 3

2

)
=

f(x, y) = x3

3 − x + y2 za podmínky g(x, y) = x2 + 2x + y2 = 0

Kritické body:
(
0, 0, 1

2

)
,
(
−2, 0, 3

2

)
, (−1, 1, −1) , (−1, −1, −1)

∇2
xL(x, y, λ) =

(
2x + 2λ 0

0 2 + 2λ

)

∇2
xL (−1, 1, −1) =

f(x, y) = x3

3 − x + y2 za podmínky g(x, y) = x2 + 2x + y2 = 0

Kritické body:
(
0, 0, 1

2

)
,
(
−2, 0, 3

2

)
, (−1, 1, −1) , (−1, −1, −1)

∇2
xL(x, y, λ) =

(
2x + 2λ 0

0 2 + 2λ

)

∇2
xL (−1, −1, −1) =

Základní cvičení 11.1
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Najděte lokální extrémy funkce f(x, y) = 2x2 + y za podmínky

h(x, y) = x2 + y2 ≤ 1.

f(x, y) = 2x2 + y a h(x, y) = x2 + y2 ≤ 1
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Základní cvičení 11.2
Najděte lokální extrémy funkce f(x, y) = x3

3 − x + y2 za podmínky

h(x, y) = x2 + 2x + y2 ≤ 0.

f(x, y) = x3

3 − x + y2 a h(x, y) = x2 + 2x + y2 ≤ 0
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f(x, y) = x3

3 − x + y2

f(x, y) = x3

3 − x + y2 a h(x, y) = x2 + 2x + y2 ≤ 0

f(x, y) = x3

3 − x + y2 za podmínky h(x, y) = x2 + 2x + y2 ≤ 0

Je třeba rozlišit, zda je vazba aktivní či ne.
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1) nechť h(x, y) = 0 — vazba je aktivní — již máme kritické body pro úlohu s rovnostní vazbou
(x∗, y∗, µ∗) ∈

{(
0, 0, 1

2

)
,
(
−2, 0, 3

2

)
, (−1, 1, −1) , (−1, −1, −1)

}
f(x, y) = x3

3 − x + y2 za podmínky h(x, y) = x2 + 2x + y2 ≤ 0

2) vazba není aktivní — řešíme bez ní a kontrolujeme náležitost do zbytku množiny přípustných řešení
M, tj. zde h(x, y) < 0, a nastavíme µ = 0, abychom splnili podmínku 3. Věty ??:

∇xL(x, y, 0) =
(

∂L
∂x (x, y, 0), ∂L

∂y (x, y, 0)
)T

= ∇f(x, y) =

∇xL(x, y, 0) = 0 ⇔
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