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Pfipomenuti: postup analytického hledani vazanych extrému pfi rovnostnich vaz-
bach

Oznaéme i = {1,...,m} ap={1,...,p} (m,p € N).
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Pfipomenuti: postup analytického hledani vazanych extrému pfi rovnostnich vaz-
bach

Oznaéme i = {1,...,m} ap={1,...,p} (m,p € N).

Uloha véazaného extrému (minima) je obecné nasledujici tloha:

minimalizuj  f(x),
za podminek g;(z) =0, j € M, (2)

kde f, gj, hi, jsou funkce D — R, kde D C R™.

NI-MPI prednaska 4 2/27



Ozna¢me mnozinu pfipustnych feseni:

M= {z e D: (Vj e m)(g;(z) = 0) N (Vk € p)(hx(z) <0)}
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Ozna¢me mnozinu pfipustnych feseni:

M= {z e D: (Vj e m)(g;(z) = 0) N (Vk € p)(hx(z) <0)}

Funkci L : M x R™ x RP — R definovanou
p
L(z; A; ) +Z/\Jgj +Zﬂkhk(x)
k=1

nazyvame Lagrangeovou funkci pro danou Glohu (2). Koeficienty

A=A, ) a = (g1, php)

nazyvame Lagrangeovy multiplikatory.
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Véta 7.9 (Postacujici podminka existence ostrého lokalniho minima)

Necht f,g;, hy pro j € m,k € p maji spojité vSechny druhé parcidlni derivace na néjaké otevrené
nadmnoZiné M > M. Pokud trojice (x*; \*; u*) € R™ x R™ x RP spliuje podminky:

Potom je x* bodem ostrého lokdlniho minima dlohy (2).
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Véta 7.9 (Postacujici podminka existence ostrého lokalniho minima)

Necht f,g;, hy pro j € m,k € p maji spojité vSechny druhé parcidlni derivace na néjaké otevrené
nadmnoZiné M > M. Pokud trojice (x*; \*; u*) € R™ x R™ x RP spliuje podminky:

(0. derivace) z* € M;

Potom je x* bodem ostrého lokdlniho minima dlohy (2).

NI-MPI prednaska 4 4 /27



Véta 7.9 (Postacujici podminka existence ostrého lokalniho minima)

Necht f,g;, hy pro j € m,k € p maji spojité vSechny druhé parcidlni derivace na néjaké otevrené
nadmnoZiné M > M. Pokud trojice (x*; \*; u*) € R™ x R™ x RP spliuje podminky:

(0. derivace) z* € M;

(1. derivace) Vi, g—i (x*; X% u*) = 0;

Potom je x* bodem ostrého lokdlniho minima dlohy (2).
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Véta 7.9 (Postacujici podminka existence ostrého lokalniho minima)

Necht f,g;, hy pro j € m,k € p maji spojité vSechny druhé parcidlni derivace na néjaké otevrené
nadmnoZiné M > M. Pokud trojice (x*; \*; u*) € R™ x R™ x RP spliuje podminky:

(0. derivace) z* € M;

(1. derivace) Vi, g—i (x*; X5 u*) = 0;

(aktivni a neaktivni vazby) Pro kazdé k € p, ur, = 0 nebo hy(z*) = 0;

Potom je x* bodem ostrého lokdlniho minima dlohy (2).
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Véta 7.9 (Postacujici podminka existence ostrého lokalniho minima)

Necht f,g;, hy, pro j € m,k € p maji spojité vSechny druhé parcidlni derivace na néjaké otevrené

nadmnoZiné M > M. Pokud trojice (x*; \*; u*) € R™ x R™ x RP spliuje podminky:

(0. derivace) z* € M;
(1. derivace) Vi, % (x*; X% u*) = 0;
(aktivni a neaktivni vazby) Pro kazdé k € p, ur, = 0 nebo hy(z*) = 0;

(2. derivace) pro kazdy vektor 0 # v € R™ splriujici

DL Vg;(z*)

=0, pro vSechna j € m,
vl - Vhp(z*) =0, pro viechna k € p,u}, # 0, plati

vl - V2L(z*; \*; u*) - v > 0,

kde V2L je Hessova matice funkce L vzhledem k proménnym x = (21, %2, ..., 2y);

Potom je x* bodem ostrého lokdlniho minima dlohy (2).
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Véta 7.9 (Postacujici podminka existence ostrého lokalniho minima)

Necht f,g;, hy pro j € m,k € p maji spojité vSechny druhé parcidlni derivace na néjaké otevrené

nadmnoZiné M > M. Pokud trojice (x*; \*; u*) € R™ x R™ x RP spliuje podminky:

(0. derivace) z* € M;
(1. derivace) Vi, % (x*; X% u*) = 0;
(aktivni a neaktivni vazby) Pro kazdé k € p, ur, = 0 nebo hy(z*) = 0;

(2. derivace) pro kazdy vektor 0 # v € R™ splriujici

DL Vg;(z*)

=0, pro vSechna j € m,
vl - Vhp(z*) =0, pro viechna k € p,u}, # 0, plati

vl - V2L(z*; \*; u*) - v > 0,

kde V2L je Hessova matice funkce L vzhledem k proménnym x = (21, %2, ..., 2y);

(spravny ,,smér” od hranice M) py, > 0, pro kazdé k € p.

Potom je x* bodem ostrého lokdlniho minima dlohy (2).
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Zakladni cviceni 10.3

Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = ’”—; — 2 + 32 za podminky

B g(z,y)=y—1=0;
o g(z,y) =y =0;
g(m,y):x2+2x+y2:0.
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flr,y) =2 —z+y*agla,y)=y—1=0 i

f(z,y) = & — &+ y? za podminky g(z,y) =y —1 =0
(Lze dosadit!)

Obecny postup pro rovnostni vazby:
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fla,y) =2 —c+y2agle,y)=y—1=0 ii

f(z,y) = % —x +y* za podminky g(z,y) =y —1=10

L(z,y,\) =

VL(I*vy*v)\*) =0&
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fla,y) =% —z+2agle,y)=y—1=0 ii

f(z,y) = % —x +y* za podminky g(z,y) =y —1=10

VxL(z,y,\) = (22 — 1,2y + A)

V,Q(L(;c, Y, >‘) -

ot =1,9" =1, )\ = -2

V2L (1,1,-2) =
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f(fﬂ»y):%—eryQag(:zc,y):y—lzo iv

f(z,y) = % — = +y* za podminky g(z,y) =y —1=0

VxL(z,y,\) = (22 — 1,2y + A)

V2L(w,y,\) = (2033 g)

r=-1Ly*=1,\"=-2

V2L(-1,1,-2) =
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fay) =% —z+y*ag(zy)=y=0 i

f(z,y) = & — &+ y? za podminky g(z,y) =y =0

L(z,y,\) =& —z+ 4%+ A(y)

VL(z*,y*,\*)=0&
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fay)=% —z+y*ag(z,y)=y=0 ii

f(z,y) = % — = +y* za podminky g(z,y) =y =0

VxL(z,y,\) = (22 — 1,2y + A)

V2L(z,y,\) = (2033 g)

r=1Ly" " =0,\*=0

V2L (1,0,0) =
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fle,y) =2 —z+y2ag(z,y)=y=0 ii

f(z,y) = % — o +y* za podminky g(z,y) =y =0

VxL(z,y,\) = (22 — 1,2y + A)

satean= 7 )

r*=-1Ly"=0,A"=0

V2L (~1,0,0) =
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2:0

r+y*ag(r,y) =22+2r+y

s
3

f(z,y) =

15 / 27
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f(l',y)=§—$+y2 aglr,y)=2*+2x+y*=0 i

flx,y) = w—; — 2 + y? za podminky g(z,y) =22 +2x +y?> =0

L(z,y,\) =

VL(z*,y*,\*)=0<&
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flay) =% —z+y?aga,y) =2 +2x+y2 =0 iii

f(z,y) = 5 — o +y* za podminky g(z,y) = 2° + 2z +y* =0

ViL(z,y,A) = (z2 — 142Xz + 2, 2y + 2)y)

Kritické body: (0,0,3),(-2,0,3),(-1,1,-1),(-1,-1,-1)

ViL(l‘, Y, )\) =

VZL(0,0,1) =
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f(x,y)z%—x—lryf aglr,y)=2>+2x+9y*=0 iv

f(z,y) = 5 — o +y* za podminky g(z,y) = 2° + 2z +y* =0

Kritické body: (0,0,3),(-2,0,3),(-1,1,-1),(-1,-1,-1)

0 242X

V2L (-2,0,3) =
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fry) =2 —a+y*agla,y) =22 +20+4>=0 v

f(z,y) = 5 — o +y* za podminky g(z,y) = 2° + 2z +y* =0

Kritické body: (0,0,3),(-2,0,3),(-1,1,-1),(-1,-1,-1)

0 242X

V2L(-1,1,-1) =
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f(x,y)z%—x—lryf aglr,y)=2*+2r+y*=0 vi

f(z,y) = 5 — o +y* za podminky g(z,y) = 2° + 2z +y* =0

Kritické body: (0,0,3),(-2,0,3),(-1,1,-1),(-1,-1,-1)

0 242X

V2L(-1,-1,-1) =
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Zakladni cviceni 11.1

Najdé&te lokalni extrémy funkce f(x,y) = 222 + y za podminky

h(z,y) =2* +y* < 1.
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flz,y) =22 4+yah(z,y) =a*+y* <1
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Zakladni cviceni 11.2

Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = ’”—; — 2 + y? za podminky

h(z,y) = 22 + 2z + % < 0.
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T-zt+ytah(zy)=2+2r+y° <0
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f($7y)=§—x+y2 ah(z,y)=2>+2x+y*><0 i

flz,y) = L; — 2 + y? za podminky h(z,y) = 22 + 2z + 92 <0

Je treba rozlisit, zda je vazba aktivni Ci ne.

1) necht h(z,y) = 0 — vazba je aktivni — jiz mame kritické body pro tlohu s rovnostni vazbou

(z*,y% 1) € {(0,0,3),(=2,0,3) ,(-1,1,-1),(-1,-1,-1)}
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f(xy) —r+y*ah(r,y)=2*>+2x+y* <0 ii

f(z,y) = :17+y za podminky h(z,y) = 2% + 2z +y* <0

2) vazba nenf aktivni — YeSime bez ni a kontrolujeme nalezitost do zbytku mnoziny pfipustnych feseni
M, tj. zde h(z,y) < 0, a nastavime p = 0, abychom splnili podminku 3. Véty 7.9:

Val(@,y,0) = (3(2,9,0), 3(2,9,0)) = Vi(a,) =

VxL(z,y,0) =0«
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