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Cast I
Vicerozmeérny intergral

8 Pripomenuti: integrace funkce 1 proménné

8.1
(Ur¢ity) integral

Integral je nastroj pro vypocet obsahu ,, pod grafem“! néjaké funkce. Tuto tilohu lze najit v mnoha dalsich
ulohach:

Vvev

8.2 Darbouxiiv/Riemanniiv integral funkce jedné proménné
Konstrukce integralu — postup

Ukol: spoditejte obsah funkce pod grafem funkce f(x) na uzavieném intervalu [a, b]
e Hlavni myslenka konstrukce je aproximace plochy pod kiivkou pomoci obdélniku:

— interval rozdélime na malé kousky (tzv. rozdéleni intervalu),

— na téchto kouscich aproximujeme funkci f(x) vhodné zvolenymi konstantnimi funkcemi (dosta-
neme takzvané stupriovité funkce),

— obsah pod grafem stupnovité funkce je soucet obsahu obdélnikl, a tedy snadno spocitatelna
veli¢ina.

e Zjemnujeme rozdéleni a tim ziskdvame presnéjsi a presnéjsi aproximace hledaného obsahu.

e Presnou hodnotu ziskame tak, ze v limité , posSleme” sitku vysSe uvedenych malych kousku k nule.

! Pfesnéji mezi grafem, osou parametru a kolmicemi na osu parametrii, které prochdzeji okraji intervalu, pfes ktery integral
pocitame.
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Rozdéleni intervalu [a, b]

Definice 8.1 Bud dén interval [a, b]. Kone¢nou mnozinu =
g = {.%‘0,.%'1,.. . ,a;n}
takovou, ze
a=xpg<x1<--<xTp=">b
nazyvame rozdélenim intervalu [a,b]. Bodum zy, k = 1,2,...,n — 1, fikdme délici body intervalu
[a,b]. Cislo
v(io) =max{Ay: k=1,2,...,n}, kde Ay =z —xx_1, k=1,2,...,n,
nazyvame normou rozdéleni o.
Ekvidistantni rozdéleni
m P¥iklad 8.2 — Ekvidistantni rozdéleni. Pro interval [a, b] a kladné celé n polozme A = b;—“ a )
ri=a+i-A, i=0,1,...,n.
Tedy
o={a,a+ A a+2A,...,a+ (n—1)A, a+nA = b}.
]
— b=
A=t
a b
.CI}I(] T1 i) iL'I3 :EI4 .1:5 T
Definice 8.3 Necht funkce f je definovand na intervalu [a,b] a 0 = {xo,21,...,2,} je rozdéleni tohoto B

intervalu. Oznac¢me

M;= sup f(x) a my= inf f(z).

CEE[Q}i_l,aji] 936[5171'71,501‘]
pro kazdé i = 1,2,...,n. Potom
n n
Sf(U):ZMiAi a Sf(U):ZmiAi
=1 1=1

nazyvame hornim, resp. dolnim, (Darbouxovym) souétem funkce f pii rozdéleni o.

Dolni, resp. horni, soucCty predstavuji obsah plochy tvorené obdélniky pod, resp. nad, grafem funkce.
Nasledujici obrazky jsou ilustrativni.
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5
Dolni soucet: Z m; A\

=1

5
Horni soucet: Z M;A\;

Definice Darbouxova intergralu

Horni Darbouxiuv integral (funkce f na [a,b]) je
Dy = inf {Sf(a): o je rozdéleni [a, b]}
a dolni Darbouxuv integral (funkce f na [a,b]) je

df = sup {Sf(a): o je rozdéleni [a, b}}

Pokud Dy = dy, nazveme tuto hodnotu Darbouxovym integralem funkce f na intervalu [a,b] a
znacime ji

b
/ f(x)dz = Dy = dy.
a
Rikdme, Ze f je (Darbouxovsky) integrabilni na [a, b].
Jiné znaceni: ff f
Posloupnost rozdéleni ¢,, nazveme normalni, pokud pro jeji normy plati

Jim v(oy) = 0.
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Véta 8.4 Bud f spojitd na [a, b]. Potom existuje | 5 f(x)dz. Je-li o), normalni posloupnost rozdéleni, potom

g, 5#(on) & limg, Sp(on)

existuji a jsou rovny ff f(z)dz.

Riemannuv integral je definovany velice podobné, jen se pouzije jind stupnovita funkce. Ve vysledku je
to ale jedno, Riemannova a Darbouxova definice je ekvivalentni. Darbouxova je o néco méalo ndzornéjsi,
proto ji pouzivame.

m Priklad 8.5 Vypoctéte integral funkce f(x) = x na intervalu J = [0, 1].

Zvolme normélni posloupnost (o;,) ekvidistantnich rozdéleni intervalu J.
1
On = {O:xén), xﬁ”),...,x;m = }, :L'Z(n) =i-—, 1=0,1,...,n.

Pro dolni soucet pri rozdéleni o, dostavame

Protoze f je spojita, plati

y = f(z)
%
y=f(z)
/
%
y = f(z)
/:
%
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Vlastnosti Darbouxova/Riemannova integralu

Véta 8.6 — Aditivita integralu. Necht f a g jsou spojité funkce na intervalu [a,b]. Potom pro integrél
funkce f + g (ktera je také automaticky spojitd na [a, b]) plati

/ab(f + g)(z)dz = /ab f(x)dx + /abg(x)dgg,

Véta 8.7 — Multiplikativita integralu. Necht f je spojitd na intervalu [a,b] a ¢ € R je konstanta. Potom
pro integral funkce cf plati

/ab(cf)(a:)da: = c/ab f(x)dz.

Primitivni funkce

Pokud si nepamatujete, co je primitivni funkce, projdéte si relevantni prednasku predmétu BI-MA2. Zde
si zopakujeme pouze definici.

Primitivn{ funkce (resp. neurcity integral) k funkci f je takova funkce F, pro kterou plati ze f = F”.

Hledani primitivni funkce je tedy néco jako inverzni proces k derivovani.

Definice 8.8 Necht funkce f je definovana v intervalu (a,b), kde —oo < a < b < +o0. Funkei F' spliujici

podminku
F'(z) = f(x) pro kazdé x € (a,b)

nazyvame primitivni funkei k funkci f v intervalu (a, b).

Primitivni funkce elementarnich funkci

Ze znalosti derivaci mizeme ihned sestavit tabulku primitivnich funkei:
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vzorec interval, parametry

fx"dz:—n—“—}—c reR, neN
fx"dx—%—i—(? reRNA{0},neZ,n< -2
[zdz = ::11%—0 xz € (0,400), a ¢ Z

[idz =In|z|+C x € R~ {0}

Jatdz = & 4+ C reR a>0aa#1
[sin(z)dx = — cos(z) + C r€eR

vzorec interval, parametry

[ cos(x)dx = sin(z) + C relR
fcos2(x)da:—tg()+0 re(—5+km, S+kn), kel
fsm()dx——cotg()+0 ze (kn, m+kn), kel
fﬁdxzarcsin(x)—kC ze(—1,1)
fﬁdxzarctg(m)—kc z€R

Newtonova formule

Nésledujici véta odhaluje vztah mezi urc¢itym a neurcitym integralem. Umoznuje ndm pocitat integral
bez explicitniho pouziti definice s limitou.

Véta 8.9 — Newtonova formule. Necht f je funkce spojitd na intervalu [a,b] s primitivni funkei F' na
(a,b). Pak plati rovnost

/ flx)dz = hm F(z) — lim F(z).

x—b_ T—a4

b
Rozdil na pravé strané ma zabehlé znaceni: [F (m)} .
a

Per partes pro urcity integral

Véta 8.10 Necht f a g jsou funkce spojité na [a,b], f mé spojitou derivaci na intervalu [a, b] a necht G je
primitivni funkce k funkeci ¢ na intervalu [a, b]. Potom

/abf(x)g(x)dx = [f(:):)G(x)]Z _ /:’ f(2)G(z)dz

m Pfiklad 8.11 Vypoctéte )
1
/ In(1+ z)dz.
0
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Derivujeme In(1 + x) a integrujeme 1,

1 1 1 T
/0 In(1+ z)dx = {x In(1+ l‘):| — /0 dz =

0 1+«

=In(2) — {:c —In|l +x\} =2In(2) - 1.

1
0

Substituce v urcitém integralu

Zavadime néasledujici znaceni

- [r=0,

e pro a > b klademe f:f =—ff

Véta 8.12 — O substituci. Necht pro funkce f a ¢ plati
1. ¢ a jeji derivace ¢’ jsou spojité na [a, ],
2. f je spojitd na ¢([a, £]).

Potom

m P¥iklad 8.13 Vypoctéte integral

Pouzijeme substituci y = ¢(z) = 3 + e~*. Potom

In(2) —x 11 3
/ 16 da::—/ fdy:[ln\yyrzln%.
0 5 te™”® 3y 1 2

9 Vicerozmérny integral

9.1 Funkce 2 proménnych
Funkce 2 proménnych

Méjme f: D — R, kde D = [a,b] X [c,d].

Graf této funkce si lze predstavit jako ¢ast povrchu néjakého predmétu.
Integrdlem této funkce budeme pocitat objem pod timto grafem.
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9.1.1 Obdélnikova oblast
Definice

Necht o, = ()i, je rozdéleni [a,b] a o, = (y;)jL, rozdéleni [c, d].
0 = 0, X 0y je rozdélenim D = [a, b] X [c, d].

Oznacme M; ; = Sup{f(m,y): (x,y) € [wi1,x4] X [yj,l,yj]} ami; = inf{f(:z:,y): (z,y) € i1, x| X
[yjfl,yj]}

Horni Darbouxova suma f vzhledem k rozdéleni o je

n m

St(o) = Z Z M; j(zi — wi1)(y; — Yj-1)

i=1j=1

a dolni Darbouxova suma f vzhledem k rozdéleni o je

sf(o) = z": Z mj(z; — 2i-1) (Y5 — yj-1)

i=1j=1

Definice ...
Horni Darbouxiv integral (funkce f na D) je
Dy = inf {Sf(a): o je rozdéleni D}
a dolni Darbouxtv integral (funkce f na D) je
dy = sup {Sf(O’)Z o je rozdéleni D}.
Pokud Dy = dy, tak tuto hodnotu nazyvime (dvojityym) Darbouxovym integralem funkce f na D

a znacime ji

//D f(z,y)dxdy = Dy = dy.
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Zkréacené znaceni: [[, f, [p f, [p f(z,y)dzdy.
Rekneme, Ze f je (Darbouxovsky) integrabilni na D.

[J)) Definice je ekvivalentni s Riemannovou definici.

Spajité funkce
Rekneme, Ze posloupnost rozdéleni o,, = Ozn X 0y, mnoziny D je normalni, jsou-li o, i 0y, normalni.
Analogicky k jednorozmérnému pripadu:

je-li f spojitéd na D, pak integrél [, f existuje a je roven lim, o S¢(0%) a limy, 00 S¢(0n) pro libovolnou
normalni posloupnost rozdéleni ¢,, mnoziny D.

Vypocet dvojného integralu nad obdélnikovou oblasti

Nasledujici véta nam 1iké, jak prevést problém vypoctu dvojného integralu na dva jednodimenzionalni
podproblémy.

Véta 9.1 Bud f(x,y) integrabilni funkce na D = [a,b] X [c,d]. Pokud existuje jeden z integralu

/ab (/Cd f(x,y)dy) dx nebo /Cd (/ab f(x,y)d:v) dy

potom je roven dvojnému integralu
// [z, y)dady.
D

Vypocet dvojného integrialu tedy muzeme provést tak, ze funkci nejdiive zintegrujeme vzhledem k jedné
proménné a druhou povazujeme za konstantu. Vysledek této integrace (ziskany pomoci Newtonovy formule)
potom jiz zévisi pouze na jedné proménné, vzhledem ke které provedeme druhou integraci.

9.1.2 Obecna oblast
Obecna oblast

Je-li D omezena podmnozina R?, pak definujeme Darbouxiiv integral na D nasledovné:

Definice 9.2 Mé&jme f: D — R, kde D C D = [a,b] x [¢, d].
Definujeme dvojity Darbouxiuv integrdl funkce f na D jako hodnotu

M7= [l

= f(x) proxeD
0

kde

o) = pro:rEf)\D,
pokud existuje.

Uvedend definice nezavisi na volbé obdélnika D.

Mnozina miry nula
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Definice 9.3 Rekneme, Ze mnozina Z C R? ma miru nula pokud pro kazdé e > 0 existuji obdélniky
R; = [ai,bi] X [Ci,di] proi=1,...,n tak, ze
n

n
Zc R a > b — aglldi — ci < e.
i=1 =1

e Mmnoziny miry nula maji tu vlastnost, ze jsou pro hodnotu integralu ,,zanedbatelné*.
o Graf spojité funkce ¢ : [a,b] — R mé miru nula.
e Mluvime-li o n&jaké vlastnosti bodii mnoziny M C R? fekneme, e plati skoro vsude (almost

cverywhere), pokud mnozina, kde neplati, ma miru nula. Rikdme tak napi., Ze funkce f a g jsou
rovny skoro viude, pokud mnozina {z € R? : f(x) # g(z)} m4 miru nula.

o V pravdépodobnosti (napf. v pfedmétu NI-VSM) se v obdobném kontextu pouzivd termin skoro
jiste.

e Mnozinu miry nula lze zavést analogicky i v obecném R™. Jak?

Véta 9.4 Omezend funkce f : D — R, kde D = [a,b] X [c,d], je integrabilni, pokud mnozina {z € D :
f meni spojitd v £} ma miru nula. (Jinymi slovy, pokud f je spojita skoro vsude na D.)

Pfipomenme, ze hranice mnoziny D C R™ je mnozina vsech bodu x € R™ takovych, ze kazdé okoli H (z)
mé neprazdny prunik jak s D tak s R™ \ D.

Dasledek 9.5 Omezena spojita funkce f : D — R na omezené mnoziné D majici hranici miry nula, je
integrabilni.

Vlastnosti dvojného integralu

e Pokud D = D; U Dy, kde D1 i Dy jsou uzaviené omezené mnoziny, D; N Dy ma miru nula a f je

// U '
D D] DQ

o Plati-li pro (skoro) vSechna (z,y) € D a pro integrabilni funkce fi a fo, Ze fi(x,y) < fo(x,y), potom

= f

e Pro ¢ € R a integrabilni funkeci f plati

//D ¢ f(z,y)dzdy = c- //D f(z,y)dzdy.

Oblasti s hranici danou spojitymi funkcemi
Jak integral nad obecnou oblasti spo¢itat? (Jinak nez z definice...)

Zatim jsme si ukazali, jak spocitat integral funkce pres obdélnikovou oblast. Ted si ukazeme, jak inte-
grovat i pres oblasti, které jsou vymezené spojitymi funkcemi. Budeme uvazovat dva typy oblasti D:
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o (typ 1) x je z intervalu [a,b] a y je omezené spoj. funkcemi pi(z) a po(z) spliujicimi p1(x) < @o(x),

o (typ 2) y je z intervalu [c,d] a x je omezené spoj. funkcemi ¥ (y) a ¥2(y) spliujicimi 11 (y) < 2 (y).

(typ 1) (typ 2)
Ly =pa2(x)

Vypocet dvojného integralu nad obecnou oblasti — myslenka

Myslenka:

e Pro oblast typu 1 zafixujme hodnotu = na xy, nad vzniklym fezem oblasti D nam vznikne funkce
f(zo,y) jedné proménné y.
o Plocha nad timto Fezem zavisi na g a je rovna p(xg) = ;012((;20)) f(zo,y)dy.

e Nyni , poscitame“ takto ziskané jednorozmérné plochy pres vSechna x od a do b a dostaneme

//Df(x,y)dxdy—/ab /::)f(x,y)dy dz.

=p(=)

Vypocet dvojného integralu nad obecnou oblasti

Véta 9.6 Pokud integrély (ve vzorcich nize) existuji, plati pro oblast D, ze

e o L
/], L
|| t@wdedy= [ ’ ( /¢ T::?)f(w,y)dw> dy.

e je-li D typu 1, madme

e je-li D typu 2, mame

Vypocet dvojného integralu nad obecnou oblasti priklad

m PFiklad 9.7 Vypocitejte integral f(x,y) = zy nad oblasti D typu 1, kde = € [0,1] a y je seviené funkcemi (el

562 a .I‘si

1 2 U [y y=a?
// xyda:dy:/ (/ xydy)dx:/ l] dr =
D 0 \Ja3 0 2 =

1 4 6
rr- — XXX
[t
0 2
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9.1.3 Aplikace
Aplikace (dvojného) integralu

Pomoci dvojného integralu muzeme spocitat nékolik uzitec¢nych ¢isel charakterizujicich dany objem pod
grafem funkce f nad oblasti D:

o prumér (jako objem lomeno povrch oblasti D):

(//Df(x,y)dxdy)/<//D1dxdy).

o tézisté desky D s proménnou hustotou p(z,y) ma soutadnice (z,y):

T = (//D :vp(x,y)dxdy) / (//D p(z,y) dwdy) ,
y= (//D yp(x,y)dﬂﬂdy) / (//D p(z,y) dwdy) :

o Povrch grafu f(x,y) nad D je

//D \/1 + (gi(x,y))Q + (g;(:c,y)>2dmdy.

9.2 Funkce vice proménnych
Trojny integral

Konstrukce trojného integralu je naprosto analogicka konstrukci integralu dvojného, pouze obdélnicky
Aj;j jsou nahrazeny , kvadricky” A;j; a integrujeme funkci tif proménnych f(x,y, 2):

///D f(x,y, z)dadydz

Vypocet lze opét prevést na tii vypocty jednorozmérného integralu, napr.

/ef/cd/abf(x,yw)da:dydz:/: (/cd </abf(x,y,z)dx> dy> ds .

Existuje ovSem 3! moznych poradi integrovani.

Konstrukee pro obecné funkce nad R™ probih4 zcela analogicky a plati analogicka tvrzeni. (Nicméné se pro
definici v naprosté vétsiné pripadi nepouziva Darbouxova/Riemannova definice, ale jind, napt. Lebesgueova.)

Definice 9.8 Méjme ¥ : R" — R", ¥(v) = (¥y(v),..., ¥, (v)). Jacobiho matice zobrazeni ¥ je nésle-

dujici zobrazeni R® — R™" (pro v = (v1,v2,...,0,))
oy, .. 9y
ov Ovp,
oV, .. Oy,
ovy Ovn,

pokud vsechny parcidlni derivace existuji.

Jacobiho matice zobrzeni ¥ ma na radcich slozky gradienti jednotlivych slozek W. Toto se (s drobnym
zneuzitim znacenim) zapise takto:
YA\
Jy =
vy,
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Véta 9.9 — Véta o substituci.

na D plati, ze

1. ¥ je bijekce a

2. det Jy je nenulovy.

Potom pro kazdou spojitou funkci f: D — R plati

/ et — / FOU(v)) |det Jg (v)] dv
(D) D

Necht D je omezend uzaviend mnozina na R™. Necht ¥ : R” — R" ma
spojité vSechny parcidlni derivace (vSech slozek) na néjaké oteviené nadmnoziné mnoziny D a skoro vsude

kde x = (1,22, ...,Zp)-

Changelog
Verze Datum Autor Log
1.41 12.10.2023) SS Revize: drobné opravy a vylepseni.
1.4 05.10.2023) JS Definice integralu nad obecnou mnozinou a souvisejici nutna doplnéni, predevsim definice mnoziny miry nula.
1.32 16.11.2022) SS Doplnéni poznamky k vlastnostem dvojného integralu.
1.31 24.10.2022) SS Oprava véty o obecnéjsi mnoziné.
1.3 18.10.2022) JS Opravy JS, o kterych nic neuvedl.
1.2 18.10.2021) SS Oprava preklept, ladéni. Oprava max a min na sup a inf v definici velkého a malého m.
1.12 4.6.2020) SS Oprava preklepu.
1.11 27.1.2020) SS Oprava preklepu.
1.1 20.11.2019 SS Oprava preklepu a drobnych nepresnosti. Oprava obecné véty o substituci.
1.0 19.11.2019 SS Vychozi verze.
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