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(Urcity) integral

Integral je nastroj pro vypocet obsahu ,pod grafem"! n&jaké funkce. Tuto Glohu Ize najit v mnoha
dalSich tlohach:

Vvev

m objem téles, hledani tézisté, hledani primérné hodnoty, hledani stfedni hodnoty nadhodné veliciny,
hledani pravdépodobnosti (integrace hustoty pravdépodobnosti), ..

Y

T

1P¥esnéji mezi grafem, osou parametru a kolmicemi na osu parametrii, které prochézeji okraji intervalu, pres ktery integral
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Konstrukce integralu — postup

Ukol: spoditejte obsah funkce pod grafem funkce f(x) na uzavieném intervalu [a, b]

m Hlavni myslenka konstrukce je aproximace plochy pod krivkou pomoci obdélniki:

m interval rozdélime na malé kousky (tzv. rozdélenf intervalu),

m na téchto kouscich aproximujeme funkci f(x) vhodné zvolenymi konstantnimi funkcemi (dostaneme
takzvané stupriovité funkce),

m obsah pod grafem stupnovité funkce je soucet obsahu obdélnikd, a tedy snadno spocitatelna velicina.

m Zjemnujeme rozdéleni a tim ziskdvame presnéjsi a presnéjsi aproximace hledaného obsahu.

m Presnou hodnotu ziskame tak, ze v limité ,posleme” Sitku vyse uvedenych malych kouski k nule.
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Rozdéleni intervalu [a, 0]

Definice 8.1

Bud dén interval [a, b]. Koneénou mnozinu

o={xog,x1,...,Tn}
takovou, Ze
a=x9g <21 <--<Tp,=0>b
nazyvadme rozdélenim intervalu [a,b]. Bodim zy, kK =1,2,...,n — 1, fikdme délici body intervalu
[a,b]. Cislo
v(ioc) =max{Ay: k=1,2,...,n}, kde Ap =z —a_1, k=1,2,...,n,

nazyvame normou rozdéleni o.
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Ekvidistantni rozdéleni

Ptiklad 8.2 (Ekvidistantni rozdéleni)
Pro interval [a,b] a kladné celé n polozme A = =2 a

ri=a+i-4A, i=0,1,...,n.

Tedy

cr:{a,a+A,a+2A,...,a+(n71)A,a+nA:b}.
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Definice 8.3

Necht funkce f je definovand na intervalu [a,b] a 0 = {z¢,21,...,2,} je rozdéleni tohoto intervalu.
Oznacme
M;= sup f(z) a my= inf f(x).
z€[Ti—1,%4) z€[Ti—1,%]

pro kazdé i = 1,2,...,n. Potom

n n

St(o) :ZMiAi a  sp(o) :ZmiAi
i=1 i=1

nazyvadme hornim, resp. dolnim, (Darbouxovym) souctem funkce f pfi rozdéleni o.
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Dolni a horni soucet - ilustrace i
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Dolni a horni soucet - ilustrace

Dolni soucet: E mi\;

1

3

0

a = I

Ay
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Definice Darbouxova intergralu

Horni Darbouxiiv integral (funkce [ na [a,b]) je

Dy = inf {Sf(a): o je rozdéleni [a, b]}
a dolni Darbouxiv integral (funkce f na [a,b]) je

dy = sup {sf(a): o je rozdéleni [a, b]}
Pokud Dy = dy, nazveme tuto hodnotu Darbouxovym integralem funkce f na intervalu [a,b] a
znacime ji

b
/ f(z)de = Dy = dy.

Rikdme, ze f je (Darbouxovsky) integrabilni na [a, b].

Jiné zna&ent: f: f.
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Posloupnost rozdéleni o,, nazveme normalni, pokud pro jeji normy plati

nlgr;() v(oy) = 0.

Véta 8.4

Bud' f spojita na [a,b]. Potom existuje f: f(z)dz. Je-li o,, normalini posloupnost rozdéleni, potom

lim s¢(o,) a lim S¢(oy)

n—oQ n—oo

existuji a jsou rovny f: f(z)dz.

Poznamka

Riemannuv integral je definovany velice podobné, jen se pouzije jina stupnovita funkce. Ve vysledku je
to ale jedno, Riemannova a Darbouxova definice je ekvivalentni. Darbouxova je o néco méalo nazornéjsi,
proto ji pouzivame.
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Priklad 8.5
Vypoctéte integral funkce f(x) = x na intervalu J = [0, 1].

Zvolme normélni posloupnost (o,,) ekvidistantnich rozdélenf intervalu .J.

n n n . 1 .
anz{Ozwé),xg),...,wgl”): }, azg):rﬁ, i=0,1,...,n.

Pro dolni soulet pfi rozdéleni o,, dostavame

n

1 1 nn-1)
sp(om) = ngz T T 9
i=1

Protoze f je spojita, plati

! 1
/ zder = lim s¢(o,) ==
0 2

n—-+oo
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Vlastnosti Darbouxova/Riemannova integralu

Véta 8.6 (Aditivita integralu)

Necht f a g jsou spojité funkce na intervalu [a,b]. Potom pro integral funkce f + g (kterd je také
automaticky spojita na [a,b]) plati

/ = / ’ fla)de 1 / e

Véta 8.7 (Multiplikativita integralu)
Necht f je spojitd na intervalu [a,b] a ¢ € R je konstanta. Potom pro integral funkce cf plati

/a ’(ef) (@) = ¢ / " ).
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Primitivni funkce

Primitivni funkce (resp. neuréity integrél) k funkci f je takova funkce F, pro kterou plati ze f = F”.
Hledani primitivni funkce je tedy néco jako inverzni proces k derivovani.

Definice 8.8
Necht funkce f je definovéna v intervalu (a,b), kde —oco < a < b < 400. Funkci F' spliujici podminku

F'(z) = f(x) pro kazdé z € (a,b)

nazyvame primitivni funkci k funkci f v intervalu (a,b).
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Primitivni funkce elementarnich funkci

Ze znalosti derivaci miizeme ihned sestavit tabulku primitivnich funkeci:

vzorec interval, parametry
fa:"d:czf::ll—FC' reR, neN
f:c"dx:%—l—C rERN{0},n€Z n< -2
f:co‘da::m::llJrC z € (0,+0), a ¢ Z
[idz=Inlz|+C r e R~ {0}
fa””d:vz%—i—C z€ER, a>0aa#1

[ sin(z)dz = — cos(z) + C z€eR
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vzorec

interval, parametry

J cos(z)dx = sin(z) + C

z eR

f Wl(x)dx = tg(x) + C

xe(—%—i-km %—&-lm),keZ

J ﬁn%(x) dz = —cotg(x) + C

e (kr, m+kn), keZ

Ik \/11—7dm = arcsin(z) + C x € (—1,1)
[ 5z da = arctg(z) + C z€eR
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Newtonova formule

Nasledujici véta odhaluje vztah mezi uréitym a neurcitym integralem. Umoziuje nam poditat integral
bez explicitniho pouziti definice s limitou.

Véta 8.9 (Newtonova formule)

Necht f je funkce spojita na intervalu [a,b] s primitivni funkci F' na (a,b). Pak plati rovnost

b
/ f(@)dz = lim F(z)— lim F(z).

z—b_ T—a4

b

Rozdil na pravé strané ma zabéhlé znadent: [F(x)} .
a
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Per partes pro urdity integral

Véta 8.10

Necht f a g jsou funkce spojité na [a,b], f ma spojitou derivaci na intervalu [a,b] a necht G je
primitivni funkce k funkci g na intervalu [a, b]. Potom

b b b
/ f@g(@)de = [f()G@)]’ - / f(2)G(x)dz.
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Ptiklad 8.11
Vypoctéte

1
/ In(1 + z)dz.
0

Derivujeme In(1 4 z) a integrujeme 1,

/Olln(1+x)dx:[acln(l—&—x)r—/ol ® dz=

0 1+

=In(2) — [x—ln\l—i—ﬂ]; =2In(2) — 1.
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Substituce v urcitém integralu

Zavadime nasledujici znaceni

./:fzo,

m pro a > b klademe f;f =—[f

Véta 8.12 (O substituci)
Necht pro funkce f a ¢ plati

© a jeji derivace ¢’ jsou spojité na [« ],
[ je spojitd na ¢([a, B]).

Potom

p »(B)
/ Fle®) - ¢'(t)dt = / f(z)da.

»(a)
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Priklad 8.13
Vypoctéte integral
In(2) e
/ £
0

Pouzijeme substituci y = ¢(z) = % + e~*. Potom

[ rome=— [ lay=[mp] =w3
0 5t+e” 3y 1 2

21 /41
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Funkce 2 proménnych

Méjme f: D — R, kde D = [a,b] X [c,d].

Graf této funkce si Ize predstavit jako ¢ast povrchu néjakého predmétu.

Integralem této funkce budeme pocitat objem pod timto grafem.
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Definice

Necht o, = ()i, je rozdéleni [a,b] a 0, = (y;)7L, rozdéleni [c,d].
0 = 0y X 0y je rozdélenim D = [a, b] X [c, d].
Oznalme M, ; = SUP{f(%?J): (x,y) € [Ti-1,2i] X [yj—hyj]} a
mi; = int { £(@,9): (2,9) € lwi1, 3] % [g-1,95]]-
Horni Darbouxova suma f vzhledem k rozdéleni o je
Sp(0) =) ) " M (=i — zi1) (Y — y-1)
i=1 j=1
a dolni Darbouxova suma f vzhledem k rozdéleni o je
sp(0) =D mij(wi —xi1)(y; — yj-1)
i=1 j=1
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Definice ...

Horni Darbouxiv integral (funkce f na D) je

Dy = inf {84(0): o je rozdéleni D}
a dolni Darbouxiiv integral (funkce f na D) je

dy = sup {sf(o): o je rozdéleni D}.

Pokud Dy = dy, tak tuto hodnotu nazyvame (dvojitym) Darbouxovym integralem funkce f na D a

znacdime ji
J[ #@asdy = ;= ay.

Zkracené znaceni: [[, f. [, f. [p f(x,y)dzdy.

Rekneme, 7e f je (Darbouxovsky) integrabilni na D.

Poznamka

Definice je ekvivalentni s Riemannovou definici.
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Spojité funkce

Rekneme, Ze posloupnost rozdéleni o,, = 04, X 0y, mnoziny D je normalni, jsou-li o, ,, i 0y p

normalni.

Analogicky k jednorozmérnému pripadu:

je-li f spojitd na D, pak integrél [[,, f existuje a je roven lim, o s¢(0p) a lim, o0 Sy(0n) pro
libovolnou normalni posloupnost rozdéleni o,, mnoziny D.
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Vypocet dvojného integralu nad obdélnikovou oblasti

Nasledujici véta nam Fika, jak prevést problém vypoctu dvojného integralu na dva jednodimenzionalni
podproblémy.

Véta 9.1
Bud' f(x,y) integrabilni funkce na D = [a,b] X [c,d]. Pokud existuje jeden z integrali

b d d b
/ (/ f(x,y)dy> do  rebo [ (/ f(w,y)dx> dy
potom je roven dvojnému integralu
[[ rwdoy
D

Vypocet dvojného integralu tedy miZeme provést tak, ze funkci nejdfive zintegrujeme vzhledem k jedné
proménné a druhou povazujeme za konstantu. Vysledek této integrace (ziskany pomoci Newtonovy
formule) potom jiz z4visi pouze na jedné proménné, vzhledem ke které provedeme druhou integraci.
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Obecna oblast

Je-li D omezena podmnoZina R?, pak definujeme Darbouxiyv integral na D néasledovné:
Definice 9.2
M&me f: D — R, kde D C D = [a,b] x [c, d).

Definujeme dvojity Darbouxiiv integral funkce f na D jako hodnotu

o= J1

kde

z ) fx) proxeD
f(x){O proweﬁ\D7

pokud existuje.

Uvedena definice nezavisi na volbé obdélnika D.
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Mnozina miry nula

Definice 9.3
Rekneme, Ze mnozina Z C R? ma miru nula pokud pro kazdé & > 0 existuji obdélniky
Ri = [ai,bi] X [C“d7] pro 1= 1, .o, n tak, ze

n

Z C CJR'L a Z\bi—ai||di—ci|<€.
=1

i=1
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Poznamka

m Mnoziny miry nula maji tu vlastnost, Ze jsou pro hodnotu integralu ,zanedbatelné"”.
m Graf spojité funkce ¢ : [a,b] — R ma miru nula.

m Mluvime-li o n&jaké vlastnosti bod mnoziny M C R?, Yekneme, Ze plati skoro viude (almost
everywhere), pokud mnoZina, kde neplati, m4 miru nula. Rikame tak napf., e funkce f a g jsou
rovny skoro viude, pokud mnozina {x € R? : f(x) # g(z)} ma miru nula.

m V pravdépodobnosti (napf. v predmétu NI-VSM) se v obdobném kontextu pouZiva termin skoro
Jisté.

m Mnozinu miry nula lze zavést analogicky i v obecném R™. Jak?
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Véta 9.4
Omezena funkce f : D — R, kde D = [a,b] X [c,d], je integrabilni, pokud mnoZina
{z € D : f neni spojitd v x} ma miru nula. (Jinymi slovy, pokud f je spojita skoro vSude na D.)

Ptripomenme, ze hranice mnoziny D C R"™ je mnozina vSech bodl = € R™ takovych, ze kazdé okolf
H(x) ma neprazdny prinik jak s D tak s R™ \ D.

Dusledek 9.5

Omezena spojita funkce f : D — R na omezené mnoziné D majici hranici miry nula, je integrabilni.
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Vlastnosti dvojného integralu

m Pokud D = D; U D5, kde D; i D5 jsou uzaviené omezené mnoziny, D1 N Dy ma miru nula a f je

Jhi= 1L 00

m Plati-li pro (skoro) vdechna (x,y) € D a pro integrabilni funkce f1 a fa2, ze fi(z,y) < fa(x,y),

// J1 < // fa.
JJD JJD
m Pro ¢ € R a integrabilni funkci f plati

//Dc-f(x,y)dxdy =c- //D f(z,y)dady.

integrabilni na D, pak plati

potom
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Oblasti s hranici danou spojitymi funkcemi

Jak integral nad obecnou oblasti spocitat? (Jinak nez z definice...)

Zatim jsme si ukazali, jak spoditat integral funkce pres obdélnikovou oblast. Ted si ukazeme, jak
integrovat i pres oblasti, které jsou vymezené spojitymi funkcemi. Budeme uvazovat dva typy oblasti D:

m (typ 1) z je z intervalu [a,b] a y je omezené spoj. funkcemi 1 () a wo(x) spliiujicimi
p1(z) < pa(x),
m (typ 2) y je z intervalu [e¢,d] a x je omezené spoj. funkcemi 1 (y) a 12(y) spliujicimi

P1(y) < ¥a2(y).

(typ 1) (typ 2)
y = pa(x)

T : ¥a(y)

R
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Vypocet dvojného integralu nad obecnou oblasti — myslenka

Myslenka:

m Pro oblast typu 1 zafixujme hodnotu = na z¢, nad vzniklym fezem oblasti D nam vznikne funkce
f(zo,y) jedné proménné y.
m Plocha nad timto Yezem zavisi na z a je rovna p(zg) f;f(;)o f(zo,y)dy.

m Nyni ,poscitdame" takto ziskané jednorozmérné plochy pres vSechna x od a do b a dostaneme

| f(z,y)dzdy = b Wmf(x,y)dy dz.
I}, [

=p(x)
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Vypocet dvojného integralu nad obecnou oblasti

Véta 9.6

Pokud integraly (ve vzorcich niZe) existuji, plati pro oblast D, Ze

J[ #@asay= [ b ( L T::)f(o:,y)dy> de.

m je-li D typu 1, mame

m je-li D typu 2, mame

J[ #@asay= [ ' ( /w fj)ﬂx,y)dx) dy.
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Vypocet dvojného integralu nad obecnou oblasti priklad

Ptiklad 9.7
Vypoditejte integral f(z,y) = xy nad oblasti D typu 1, kde z € [0,1] a y je sevfené funkcemi 22 a z3

a T
. 1 2 1 Cgqy=a’
//lydey:/ (/ Lydy>dx/ ({:cy} )dl
JD 0 3 0 2 S

y==

vzt — za
— =
O 2
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Aplikace (dvojného) integralu

Pomoci dvojného integralu mizeme spocitat nékolik uzite¢nych Cisel charakterizujicich dany objem pod
grafem funkce f nad oblasti D:

m primér (jako objem lomeno povrch oblasti D):

([ o) ()

m tézisté desky D s proménnou hustotou p(z,y) méa soufadnice (Z,y):

. < /I xp(x,y)dxdy) /( [ ot dxdy) |
— (//Dyp(x,y)dxdy> / (//D p(z,y) dxdy) :

m Povrch grafu f(x,y) nad D je

//D \/1 + (gi(m,y))z + (gjyc(a:,y))dedy.
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Trojny integral

Konstrukce trojného integralu je naprosto analogicka konstrukci integralu dvojného, pouze obdélnicky
A;j jsou nahrazeny ,kvad¥icky" A;ji a integrujeme funkci tfi proménnych f(z,y, 2):

///D f(@,y, z)dedydz

Vypocet Ize opét prevést na tfi vypolty jednorozmérného integralu, napt.

/ef/cd/abf(x,y,z)dxdydz:/: (/Cd (/abf(x,y,z)dx> dy) ds .

Existuje ovsem 3! moznych poradi integrovani.

Konstrukce pro obecné funkce nad R™ probiha zcela analogicky a plati analogicka tvrzeni. (Nicméné se
pro definici v naprosté vétsiné ptipadil nepouzivd Darbouxova/Riemannova definice, ale jin4, napf.
Lebesgueova.)
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Definice 9.8

Méjme U : R™ — R"™, U(v) = (Uy(v),..., ¥
zobrazeni R” — R™" (pro v = (v1,v2,...,0

Jy =

pokud vSechny parciélni derivace existuji.

Jacobiho matice zobrzeni ¥ m4 na Fadcich slozky gradientd jednotlivych slozek W. Toto se (s drobnym

zneuzitim znaéenim) zapiSe takto:
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Jy =

matice zobrazeni ¥ je nasledujici
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Véta 9.9 (Véta o substituci)
Necht D je omezena uzaviena mnozina na R™. Necht ¥ : R™ — R™ ma spojité vsechny parcialni
derivace (vsech sloZek) na néjaké oteviené nadmnoziné mnoZiny D a skoro vSude na D plati, Ze

U je bijekce a
det Jy je nenulovy.

Potom pro kazdou spojitou funkci f : D — R plati

/w(D) dx—/ f(¥(v))|det Jy(v)|dv

kde x = (z1,Z2,...,Zp).
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