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Pfipomenuti: obdélnikova oblast

Véta

Bud f(x,y) integrabilni funkce na D = [a,b] X [c,d]. Pokud existuje jeden z integralii

/ab </Cd f(x,y)dy) dx nebo/cd (_/ab f(x,y)dx) dy

potom je roven dvojnému integralu
// [z, y)dady.
D
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Priklad 1: obdélnikova oblast

Zakladni cviéeni 12.1

Bud f(z,y) = 125 a D = [2,3] x [0,3]. Spocitejte

/ f(z,y)dzdy.
D
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Pfipomenuti: témér obecna oblast i

Budeme uvaZovat dva typy oblasti:

m (typ 1) x je z intervalu [a,b] a y je omezené spoj. funkcemi o1 () a wa(x) spliujicimi
v1(z) < @a(x) pro viechna z € [a,b],

m (typ 2) y je z intervalu [¢,d] a x je omezené spoj. funkcemi 1 (y) a 12(y) spliujicimi
¥1(y) < wa(y) pro vsechna y € [e,d].

Ya Ya
(typ 1) (typ 2)
Yy = pa(w)
d wfw2(y)
‘7 “”"~r:r:1/)1(y)
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Pfipomenuti: témér obecna oblast ii

A integraly pres takovéto oblasti budeme poditat dle nasledujici véty.
Véta

Pokud integraly (ve vzorcich niZe) existuji, plati pro oblast D, Ze

m je-li D typu 1, mame

J[ #@ oty = [ : ( L f::)ﬂx,y)dy) .

m je-li D typu 2, mame

J[ #@aoay= [ ' ( /w izj)f(x,y)drc> d.
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Ptiklad 2: obecnéjsi oblast i

Zakladni cviéeni 13.1

Bud f(z,y) = xy. Spolitejte
/ f(z,y)dzdy,
D

kde D je omezend mnozina ohrani¢end kfivkami y? =z ay =z — 2.
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Pt¥iklad 2: obecnéjsi oblast ii

ID Y = f,21 ( ;J;Q vUZUdT) dy
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Pfipomenuti: substituce i

Méjme ¥ : R"” — R", U(v) = (¥y(v),...,V,(v)). Jacobiho matice funkce ¥ je nasledujici zobrazeni
R™ — R™"™ (pro v = (v1,v2,...,0,))

ov, .. ov,
Ovq Ovn
ov, .. 0¥,
vy v

pokud vsechny parciélni derivace existuji.
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PFfipomenuti: substituce ii

Véta (Véta o substituci)

Necht D je omezena uzavrena mnozina na R™. Necht ¥ : R™ — R”™ m43 spojité vsechny parcidlni

derivace (vsech slozek) na néjaké oteviené nadmnoZiné mnoziny D a skoro vsude na D plati, Ze
U je bijekce a
det Jy je nenulovy.

Potom pro kazdou spojitou funkci f : D — R plati

/ f(x)dx:/ F(U(v)) |det Jo (v)] dv
P(D) D

kde x = (z1,%2,...,%p).
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Ptiklad 3: obecnéjsi oblast i

Zakladni cviéeni 14.1
Bud f(z,y) = 3z + 2y — 1. Spoditejte

kdeﬁz{(:z:,y):1§x2+y2§4ax§y}.

NI-MPI prednagka 6

/j(x,y)dxdy,
D

10 / 14



Priklad 3: obecnéjsi oblast ii

det J\p " =
14

fD(SLL‘ + 2y — 1)dady =
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Ptiklad 3: obecnéjsi oblast iii

5m
P

J5B87 +2y — 1)dady = [ (f12(3r cos ¢ + 2rsin p — 1)|r\dr) dy =
4
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Doplnéni k vété o postupném integrovani i

Mg&me D = [0,1] x [0, 1].

Uvazme funkci

1
fey) = {O jinak.

[/, f(x,y)dzdy existuje (a je roven 0), ale fo f (5
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pokud z = § ay =

0 v 7 . .
57 pro vSechna kladna cela 7, i;

) dy neexistuje.
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Doplnéni k vété o postupném integrovani ii

Méjme D = [0, 1] x [0, 1].
1 prot e [0, %],
0 pro t € (5,1],

g(z,y) = {T(x)

1—7(x)

Méjme 7(t) = {

a

[/ 9(x,y)dady neexistuje, ale f01 g(z,y)dz existuje a navic je roven 3, a tedy fo (fo (2,y dx) dy

existuje.
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