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Cast I
Strojova Cisla a numerickd matematika

10 Numericka matematika

10.1 Co to je?
Numerickd matematika

Numericka matematika se vénuje matematickym metodam hledajicim priblizna reseni matematickych
uloh a jejich spolehlivosti.

Zahrnuje napriklad metody pro...

—_

feseni soustav linearnich rovnic,

feSeni (obycejnych i parcidlnich) diferencidlnich rovnic,
vypocet integrali,

vyhodnocovani funkénich hodnot,

odhadovani chyb pii vypoctech,

hledéni lokélnich a globdlnich extrému (optimaliza¢ni tlohy),
vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich vektort,

faktorizace matic,

© e N e e N

Typicky k Teseni tloh vyuziva pocitacu.
Z déjin neaspéchu...

o Chyba v raketé Patriot (28 mrtvych)
(0.1)10 = (0.000110011001100110011001100110011 ... )2

e Exploze rakety Ariane 5 konverze z 64-bitového ¢isla s plovouci ¢arkou na 16-bitové celé se znaménkem.
($7 miliard na vyvoj, raketa a nédklad za pul miliardy.)
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10.2

11
11.1

[http://ta.twi.tudelft.nl/users/vuik/wi211/disasters.html]

Neznamena to, ze by metody nefungovaly: naopak v naprosté vétsiné pripada funguji dobre.

Chyby podle jejich ptivodu
Kategorizace chyb
P1i ndvrhu algoritmu pro hledani chyb budeme pouzivat rizné aproximace. Budeme se tedy dopoustét
ruznych chyb, které 1ze rozdélit podle jejich ptivodu:
1. chyba modelu: matematicky model feSené tlohy je néjakym zpusobem zjednoduseny, napr. je zane-
dbéno tfeni, nebo se pouzivaji pramérné misto aktudlnich hodnot.
2. chyba dat: data ¢asto pochézeji z méfeni, kterd nemaji absolutni presnost (vesmés vsechna méreni
fyzikédlnich veli¢in).
3. chyba algoritmu: nemusime mit k dispozici algoritmus, ktery v kone¢ném poctu krokti najde presné
reSeni.
4. zaokrouhlovaci chyba: pfi samotném vypoctu (v rdmci algoritmu) dochdzi k chybdm (napf. pri
aritmetickych operacich).
Zacneme od zaokrouhlovacich chyb.
Pocitacova aritmetika
Reprezentace s pohyblivou fadovou carkou
Reprezentace s pohyblivou fadovou carkou
K ukladani ¢isel v pocitaci se vétsinou pouziva binarni baze, napiiklad
(6)10 = (110)2, (0.1)10 = (0.000110011001100110011001100110011...)5.
Pro neceld ¢isla x se pouziva tzv. védecky zapis ¢isel, v binarni bazi vypada takto
r=+q-2°
kde

e q je signifikant! (significand) majici pevny pocet cifer / pevnou délku, témto cifrdim se také ifka
platné cifry.
o ¢ je exponent majici pevny pocet cifer / pevnou délku.
Standard IEEE-754 (1985)
Strojové ¢islo 1ze reprezentovat znaménkem s a celymi kladnymi ¢isly e a m. Oznacme (mg)2 = m. Stan-

dard IEEE-754 klade na e a m néasledujici podminky a omezuje tak mnozinu reprezentovatelnych realnych
Cisel:

LCasto té7 ,, mantisa®. Dalsi ¢tenf k této terminologii na Wikipedii.
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presnost délka m | d = délka e | parametr b
poloviéni (binaryl6, half precision) 10 5 15
jednoduchd (binary32, single precision) 23 8 127
dvojité (binary64, double precision) 52 11 1023
¢tyfnasobnd (binaryl128, quadruple prec.) 112 15 16383

Reprezentovana hodnota x se pak uréi nasledujicim zptisobem:

pokud ¢ = 2% — 1 am # 0, tak « = NaN (Not a Number)

pokud e =29 —1am =0, tak x = (—1)" - Inf

e pokud 0 < e < 2?—1, pak = (—1)° - (1.mg)2 - 2°~" (tzv. normalizovani éisla)
e pokud e =0am #0, pak = (—1)" - (0.m2)2 - 2" (tzv. subnormAlni &isla)

o pokud e =0am =0, pak z = (-1)"-0

Skryta jednicka

Vimnéme si, Ze pro normalizované ¢islo z = (—1)° - (1.mg)2 - 27" jsme vlastné ulozili o 1 platnou cifru
vice, nez kolik je délka m. (Tedy napf. v jednoduché presnosti ulozime 24 platnych cifer.)

Této konvenci se 1ika ruzné: skryta jednicka, skryty bit, vedouci bit, implicitni bit.

Strojova cisla (1/3)
Reélna cisla, ktera lze reprezentovat popsanym zptisobem, se nazyvaji strojova cisla.
Priklad: Vezméme dvoubitové m, exponent e s tfemi bity (tj. d = 3) a b = 3.

Dostaneme néasledujici mnozinu strojovych ¢isel (vypisujeme jen nezapornd):

5 7

{ L1831 538 71537, 2,3,2,4,5,6,7,8,10,12,14}

5 3
"167871674°16°8°16°2°874°87 7472

7
) 17 27
Subnormaélni strojova ¢isla jsou zvyraznéna zelené.

1357
16161616

Mnozina vSech strojovych ¢isel s danou pfesnosti (tj. specifikaci m, e a b) nemd nic moc spoleéného s
redlnymi ¢isly. Jde o konec¢nou podmnozinu racionélnich éisel.

Strojova cisla (2/3)

Ozna¢me mnozinu strojovych ¢isel symbolem F' = F(|m|,|e|,b). Timto zdpisem zduraznujeme, ze F
zavisi na zvoleném poctu bitt pro m, e a parametru b.

Mnozina F', jakozto koneénd podmnozina R mé samoziejmé nejvétsi a nejmensi prvek (min F' a max F).
Dale jsou zajimavé nésledujici hodnoty:
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presnost max. ¢. min. kladné norm. ¢. | min. kladné subnorm. ¢.
(2 _ 2—23)2127 2—126 2—126—23 — 2—149
single 38 —38 —45
~3.4-10 ~1.2-10 ~14-10
double (2 _ 2—52)21023 2—1022 2—1022—52 — 2—1074
~1.8-10%08 ~ 22107308 ~4.9-1073%

Skutecné, pro jednoduchou presnost mame pro m 23 bitl, e 8 bith a b = 127. Proto

1—(1/2)4
max F = (1.1...1)y - 22547127 — 1(1//; 2127 — (2 — 2723y . Q17

miniméln{ kladné normalizované = (1.0...0)y - 217127 = 27126,

minimalni kladné subnormélni = (0.0...1)y - 217127 = 27237126 _ 9149,

Strojova ¢isla (3/3)

F je charakterizovdno pomoci strojové presnosti er (machine epsilon), coz je vzdalenost ¢isla 1 =
+1 - 29 od nejblizsiho vétsiho &sla v F, tj.

er = (1.0...01)3-2° — (1.0...00), - 2°.
Pro jednoduchou piesnost proto plati ez = 2723 a pro dvojitou ep = 2752

Tvrzeni 11.1. Vzddlenost libovolného normalizovaného cisla © € F od jeho nejbliZzsich sousedi z F je
nejméné EF%‘ a nejvice ep|x|.

Reprezentace realnych ¢&isel (1/3)

Necht fl1: R — F' je zobrazeni, které pritadi kazdému = € R , nejblizsi“ strojové ¢islo. (Zkratka f1 je od
slova ,, float“.)

,»Nejblizsi“ je uréeno podle vybrané strategie zaokrouhlovani (k nejblizsimu, k 4 nekoneénu, ndhodné)?
¢i usekavani (zaokrouhlovani smérem k nule)?.

Pfi pokusu o reprezentaci ¢isel mimo rozsah dochézi k preteceni (overflow) respektive podteceni
(underflow).

Definice 11.2 Necht ¢islo a € F' je pribliznou hodnotou ¢isla a € R.
o Absolutni chybou reprezentace a pomoci a rozumime hodnotu |a — al.
e Pro a # 0 je relativni chyba reprezentace a pomoci a rovna

& — af

lal

Round to nearest, ties to even; Round to mearest, ties away from zero; Round towards +infinity; Round towards -infinity;
Stochastic rounding
3 Round towards zero
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Reprezentace realnych cisel (2/3)

Uvazujme realné cislo x takové, ze l1ze pséat
r=q-2", kdel<g<2 a —126</¢<126.
Hrubé feceno, z je v rozsahu normalizovanych ¢isel v jednoduché presnosti.

Jaka je chyba vzniknuvsi pii zaokrouhleni na nejblizsi strojové ¢islo?
Pro jednoduchost budeme zaokrouhlovat smérem k nule, tedy usekneme bity presahujici délku signifi-
kandu (z je kladné). Necht
Tr = (1.m1’m2m3m4 . .)2 . 2Z,

pak
fl(.l‘) = (1.m1m2 e m23)2 . 2{

Pro absolutni chybu plati |z — fl(z)| < 2723+¢ a pro relativni chybu

o — fl(a)| _ 272
x| T q-2¢ T

Reprezentace realnych ¢&isel (3/3)

Této mezi pro relativni chybu se 1ikd zaokrouhlovaci jednotka (unit roundoff error) a znaéi se u =
2—23

Pozor, tato definice neni ustdlend a je zaménovana s vyse uvedenou strojovou presnosti (s ruznymi

variantami detailt).

Pokud bychom pouzili zaokrouhlovdni smérem k nejblizsimu®, dostaneme u = 2724,

Tvrzeni 11.3. Necht x € R leZi mezi nejvétsim a nejmensim normalizovanym kladnym cislem mnoZiny F'.
Pak plati
fl(z) =2(1490), kde|d] <u.

Poznamka: § zde zavisi na z, tj. 6 = §(x). Napiiklad pro strojové ¢islo x je § = 0.

11.2 Aritmetické operace
Aritmetické operace a chyba pfi jejich provadéni

Se strojovymi ¢isly muzeme provadét obvyklé zékladni ¢iselné operace, napf.: + : (z,y) — fl(z + y).

7 predchoziho tvrzeni o zaokrouhlovani ihned plyne:

Tvrzeni 11.4. Necht z,y € F a ® znaci operaci sc¢itdni, odecitani, ndsobeni nebo déleni. Pokud nedojde k
preteceni nebo podteceni (zustali jsme v intervalu normalizovanych cisel), tak plati

fllzoy)=(xoy)(1+6), kdeld| <u.

4 ivss
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o Uvédomme si, ze s¢itdnim/odecitanim/nasobenim/délenim dvou strojovych ¢isel nemusime nutné do-
stat opét strojové ¢islo! Obecné jde o redlné ¢islo, které je potieba zaokrouhlit. (Tedy nemusi platit
d=0.)

e Model je prilis jednoduchy pro dnesni procesory, nékteré napr. umi FMA: Fused Multiply Add, které
pocita (z,y,z) — x £ yz s jednim zaokrouhlenim.

Aritmetické operace — katastroficka ukazka 1/2

Méjme funkci f : R? — R definovanou takto:

fla,y) =333.759° + 2 (1122 — ® — 121y* — 2) +5.5° + 21
y

Vyhodnotime f(77617,33096) v ruznych presnostech

Aritmetické operace — katastroficka ukazka 2/2

presnost | £(77617,33096)

SageMath (presnost 23 bitt) 1.17260

SageMath (pfesnost 24 bit) | —6.33825-10729
SageMath (presnost 53 bitti) | —1.18059162071741 - 10%!
SageMath (presnost 54 bitt) 1.18059162071741 - 102!
(pre
(pre
(pt

SageMath (presnost 100 biti) 1.1726039400531786318588349045
SageMath (presnost 121 biti) 1.17260394005317863185883490452018371
SageMath (presnost 122 biti) | —0.827396059946821368141165095479816292

Presny vysledek je f(77617,33096) = — 54787 ~ —(.827396.

[S. M. Rump: Algorithms for verified inclusions — theory and practice, 1988]

Ztrata platnych cifer (1/3)
Doslo ke kumulaci chyb pfi provadéni aritmetickych operaci.

Velké problémy mize zpusobit tzv. kraceni (cancellation), které ovSem na prvni pohled nemusi byt
patrné.

Predvedeme si jej na ilustrativnim ptikladé. Predstavme si, ze pocita¢ pocitd v desitkové soustaveé a
zaokrouhluje na 10 platnych cifer.

Chceme vyhodnotit vyraz x — sin(z) pro z = 1—15

T + 6.6666 66667 - 1072
sin(r) < 6.6617 29492 - 1072

x —sin(x) + 0.0049 37175 - 1072
x — sin(z) < 4.9371 75000 - 107

Posledni 3 nuly nejsou spravné platné cifry. Béhem vypoctu jsme o né pfisli.
Spocitejme relativni chybu naseho vypoctu...
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Ztrata platnych cifer (2/3)

Relativni chyba vypoctu je

1 _gin(l) — &) — si 15
‘15 5111(15) fl(flI(llE))l Sm(ﬂ(lf’)))‘ml/l.lo?

To je hodné v porovnani se zaokrouhlovaci jednotkou v této aritmetice

|z — f1(2)]

<5-10710 = u,
||

kde x je v rozsahu normalizovanych c¢isel.

Tvrzeni 11.5. Necht x a y jsou normalizovand strojovd cisla a plati x >y > 0. Pokud 277 <1 — % <279
pro néjakd kladnd celd p a q, tak plati, Ze nejvice p a nejméné q platnych bindrnich bitd je ztracemo pri
provedeni odecitani x — y.

Ztrata platnych cifer (3/3)

Kraceni se 1ze vyhnout nékolika technikami:

o preformulovanim problému tak, aby nedochézelo k odecitani,

pouzitim rozvoju funkei do fad (napt. do Taylorovy fady),
e pouzitim jinych rovnosti ...

o (pouzitim pfesné aritmetiky)

Dalsi ¢teni
Zakladni potize pri praci s ¢isly s plovouci ¢arkou I
Zakladni potize pri praci s ¢isly s plovouci ¢arkou II
Implementace funkce sinus v libm

11.3 Zavér
Zaokrouhlovaci chyby — shrnuti

Ptvod zaokrouhlovacich chyb:

» zaokrouhlovaci chyby jednotlivych operaci a jejich kumulace,

e kriceni.

Nékolik poznamek k zaokrouhlovacim chybam:
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e zvyseni presnosti nemusi dat presnéjsi vysledek,

e kriceni muze byt nékdy vyhodné — lze tak vyrusit zaokrouhlovaci ¢i jiné chyby,

e maélo operaci s malymi ¢isly neznamend, Zze chyba bude malé.

Nebereme v tivahu hardware (napt x87 vs SSE2, FMA...).

Zaokrouhlovaci chyby — alternativni pfistupy

Jeden z problémi strojovych ¢isel (IEEE-754 apod.) spoéiva v ignoraci vzniknuvsi chyby pfi vypoctu.

Mozné alternativy (strucné):

o Pouzit exaktni aritmetiku Z, Q ¢i GF(p) (neni vzdy mozné a vhodné).

o Intervalova aritmetika (misto jednoho strojového ¢isla pracujeme s dvéma reprezentujicimi krajni body
intervalu, jehoz délka predstavuje neuréitost ve znalosti prislusného , ¢isla“). (IEEE 1788-2015)

e Unum.
[ )
Changelog

Verze Datum Autor Log
1.41 15.11.2023 SS Slajd o skryté jednicce.
1.4 23.11.2020 SS Ladéni: zdroje chyb obecné, binaryl6.
1.3 3.12.2019 SS Odstranéni nejasného pojmu matematické zaokrouhlovani.
1.2 11.12.2019 SS Upfresnéni standardniho modelu odhadu chyb.
1.1 3.12.2019 SS Upfiesnéni strategii zaokrouhlovani.
1.0 25.11.2019 SS Vychozi verze.
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