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Numerickd matematika

Numerickd matematika se vénuje matematickym metodam hledajicim priblizna reseni matematickych

tloh a jejich spolehlivosti.

Zahrnuje napriklad metody pro..

reSeni soustav linearnich rovnic,

=

feseni (obycejnych i parcidlnich) diferenciélnich rovnic,

N

vypocet integrald,

=

vyhodnocovani funkénich hodnot,

[~

odhadovani chyb pii vypoctech,

O]

hledani lokélnich a globalnich extrémi (optimalizaéni dlohy),

[~

vypocet vlastnich cisel a vlastnich vektord,
faktorizace matic,
Ex ..

Typicky k feseni Gloh vyuziva pocitaci.
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Z déjin neaspéchu...

m Chyba v raketé Patriot (28 mrtvych)
(0.1)10 = (0.000110011001100110011001100110011 ... )2

m Exploze rakety Ariane 5 konverze z 64-bitového Cisla s plovouci ¢arkou na 16-bitové celé se
znaménkem. ($7 miliard na vyvoj, raketa a naklad za pal miliardy.)

[http://ta.twi.tudelft.nl/users/vuik/wi21l/disasters.html]

Neznamena to, ze by metody nefungovaly: naopak v naprosté vétsiné pripadi funguji dobre.
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Kategorizace chyb

P¥i navrhu algoritmu pro hledani chyb budeme pouzivat riizné aproximace. Budeme se tedy dopoustét
riznych chyb, které Ize rozdélit podle jejich pivodu:

chyba modelu: matematicky model fesené Glohy je néjakym zplsobem zjednoduseny, napf. je
zanedbano treni, nebo se pouzivaji primérné misto aktualnich hodnot.

chyba dat: data asto pochazeji z méfeni, kterd nemaji absolutni pfesnost (vesmés viechna méreni
fyzikalnich veli¢in).

chyba algoritmu: nemusime mit k dispozici algoritmus, ktery v konecném poctu kroki najde presné
feseni.

zaokrouhlovaci chyba: p¥i samotném vypoctu (v ramci algoritmu) dochézi k chybdm (nap¥. pfi
aritmetickych operacich).

Zacneme od zaokrouhlovacich chyb.
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Reprezentace s pohyblivou fadovou ¢arkou

K ukladani Cisel v poditadi se vétSinou pouziva binarni baze, naptiklad

(6)10 = (110)2, (0.1)10 = (0.000110011001100110011001100110011...)5.

Pro necela &isla « se pouziva tzv. védecky zapis Cisel, v binarni bazi vypada takto
r = *+q-2°
kde

m ¢ je signifikant! (significand) majici pevny pocet cifer / pevnou délku, t&mto cifram se také ¥ika
platné cifry.

m ¢ je exponent majici pevny pocet cifer / pevnou délku.

1Casto téZ ,mantisa*. Dal&f &tenf k této terminologii na Wikipedii.
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Standard IEEE-754 (1985)

Strojové Cislo Ize reprezentovat znaménkem s a celymi kladnymi &isly e a m. Oznacme (mg)s = m.
Standard IEEE-754 klade na e a m nésledujici podminky a omezuje tak mnozinu reprezentovatelnych

realnych Cisel:

presnost délkam | d = délka e | parametr b
poloviéni (binaryl6, half precision) 10 5 15
jednoducha (binary32, single precision) 23 8 127
dvojita (binary64, double precision) 52 11 1023
CtyFnasobna (binary128, quadruple prec.) 112 15 16383

Reprezentovana hodnota x se pak urci nasledujicim zplisobem:
m pokud e = 2% — 1 a m # 0, tak = NaN (Not a Number)

m pokud e =2% — 1 am =0, tak z = (—1)° - Inf

m pokud 0 < e <29 —1, pak = (—1)* - (1.m2)2 - 2°~" (tzv. normalizovana €&isla)
m pokud e =0am#0, pak x = (—=1)° - (0.mg)3 - 217" (tzv. subnormalni &isla)

m pokud e=0am =0, pak z = (—1)°-0
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Skryta jednicka

Véimnéme si, ze pro normalizované &islo x = (—1)° - (1.mg)2 - 2°7" jsme vlastn& ulozili o 1 platnou cifru
vice, nez kolik je délka m. (Tedy napf. v jednoduché presnosti ulozime 24 platnych cifer.)

Této konvenci se ¥ika rizné: skryta jednicka, skryty bit, vedouci bit, implicitni bit.
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Strojova cisla (1/3)

Realna Cisla, kterd lze reprezentovat popsanym zplsobem, se nazyvaji strojova cisla.
Pfiklad: Vezméme dvoubitové m, exponent e s tfemi bity (tj. d =3) a b = 3.

Dostaneme nésledujici mnozinu strojovych ¢isel (vypisujeme jen nezdpornd):

(vy
{11315371537

537 _.5_7
— s = = ==y =y == L, ==, =, 2, =3, —,4,5,6,7,8,10,12, 14
16 8 1() 4 1678716’ )874787 ?472747 727 72) ) ) ) 9 ? 3 ) }
Subnormalni strojova &isla jsou zvyraznéna zelené
135 7
16161616
011315371 5 3 7 2 5 3) 7 4
841828138 i 2 14 2 %

Mnozina vSech strojovych Cisel s danou presnosti (tj. specifikaci m, e a b) neméa nic moc spole¢ného s
redlnymi Cisly. Jde o konecnou podmnozinu racionalnich cisel.
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Strojova cisla (2/3)

Oznaéme mnozinu strojovych ¢isel symbolem F' = F(|m], |e,b).

Mnozina F', jakozto koneénd podmnozina R ma samozfejmé nejvétsi a nejmensi prvek (min F' a

max F). Déle jsou zajimavé nasledujici hodnoty:

presnost max. €. min. kladné norm. ¢. | min. kladné subnorm. .
(2 o 2723)2127 27126 92— 126—23 __ =9 149
single ) .
& ~3.4-10%8 ~12-10738 ~14-107%
(2 — 2752)21023 9—1022 9—1022-52 _ 9—1074
double
~ 1.8.103%08 ~ 2.2.107308 ~4.9.-1073%

Skutecné, pro jednoduchou presnost madme pro m 23 bitl, e 8 biti a b = 127. Proto

max F' =

minimaln{ kladné normalizované = (1.0...0)y - 217127 = 27126

(1.1...1)5-

22a4 127 _ 1— (1/2) 2127 _

1-1/2

(2 _ 2723) . 2127

?

minimalni kladné subnormalni = (0.0...1)y - 217127 = 27237126 _ =149,
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Strojova cisla (3/3)

F je charakterizovano pomoci strojové p¥esnosti ¢ (machine epsilon), coz je vzdalenost ¢isla
1 = +1-2% od nejblizéiho vétsiho &isla v F, tj.

er = (1.0...01)3-2° — (1.0...00), - 2°.

Pro jednoduchou presnost proto plati e = 2722 a pro dvojitou ep = 2752

Tvrzeni 12.1
Vzdalenost libovolného normalizovaného Cisla x € F' od jeho nejblizsich sousedii z F' je nejméné ¢ F\%I a

nejvice ep|x|.
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Reprezentace realnych cisel (1/3)

vva

Necht fl1: R — F' je zobrazeni, které priradi kazdému x € R ,nejblizsi" strojové Cislo. (Zkratka f1 je od
slova ,float".)

.NejbliZ&i" je uréeno podle vybrané strategie zaokrouhlovani (k nejbliz&imu, k 4= nekoneénu, ndhodné)?
&i usekavani (zaokrouhlovani smérem k nule)3.

P¥i pokusu o reprezentaci &isel mimo rozsah dochazi k preteéeni (overflow) respektive podteéeni
(underflow).

Definice 12.2

Necht Cislo a € F' je pribliznou hodnotou ¢isla a € R.

m Absolutni chybou reprezentace a pomoci o rozumime hodnotu |a — al.

m Pro a # 0 je relativni chyba reprezentace a pomoci a rovna

o — al
Cl

2Round to nearest, ties to even; Round to nearest, ties away from zero; Round towards +infinity; Round towards -infinity;
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Reprezentace realnych cisel (2/3)

Uvazujme realné Cislo x takové, ze Ize psat
r=q-2° kdel<g<2 a —126</<126.

Hrubé Yeceno, = je v rozsahu normalizovanych Cisel v jednoduché presnosti.
Jaka je chyba vzniknuvsi pfi zaokrouhleni na nejblizsi strojové Cislo?
Pro jednoduchost budeme zaokrouhlovat smérem k nule, tedy usekneme bity pfesahujici délku
signifikandu (z je kladné). Necht

x = (L.mymamgmy ...)s - 2t
pak

fl(x) = (1.myma ... mag)s - 2t
Pro absolutni chybu plati |z — f1(z)| < 272* a pro relativni chybu

|z — f1(z)] - 2 23+¢

—23
CT
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Reprezentace realnych cisel (3/3)

Této mezi pro relativni chybu se Fikd zaokrouhlovaci jednotka (unit roundoff error) a znaéi se

u=2"%,
Pokud bychom pouZili zaokrouhlovani smérem k nejblizsimu*, dostaneme u = 2724,

Tvrzeni 12.3
Necht x € R lezi mezi nejvétsim a nejmensim normalizovanym kladnym cislem mnoziny F'. Pak plati

fl(x) =x(14+9), kdeld| <u.

Poznamka: § zde zavisi na z, tj. § = d(x). Napfiklad pro strojové &islo x je 6 = 0.

“nezalezi, jak si poradime s nerozhodnutelnymi pravé mezi 2 nejblizéimi
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Aritmetické operace a chyba p¥i jejich provadéni

Se strojovymi ¢isly mizeme provadét obvyklé zakladni Ciselné operace, napf.: + : (z,y) — {1(z + y).
Z predchoziho tvrzeni o zaokrouhlovani ihned plyne:

Tvrzeni 12.4
Necht x,y € F a ® znaci operaci scitani, odecitani, nasobeni nebo déleni. Pokud nedojde k preteceni

nebo podteceni (ziistali jsme v intervalu normalizovanych &isel), tak plati

fllzoy)=(xoy)(1+6), kde|d| <u.

m Uvédomme si, Ze s¢itanim/odecitanim/nasobenim/délenim dvou strojovych ¢isel nemusime nutné
dostat opét strojové ¢islo! Obecné jde o reélné &islo, které je potfeba zaokrouhlit. (Tedy nemusi
platit § = 0.)

m Model je prilis jednoduchy pro dnesni procesory, nékteré napfr. umi FMA: Fused Multiply Add, které
politd (x,y, z) — = + yz s jednim zaokrouhlenim.
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Aritmetické operace — katastroficka ukazka 1/2

Mé&jme funkci f : R? — R definovanou takto:

fla,y) = 333.75y° + 2® (112%y® — % — 121y* — 2) + 5.5¢° + ziy

Vyhodnotime f(77617,33096) v riznych presnostech
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Aritmetické operace — katastroficka ukazka 2/2

presnost | £(77617,33096)

SageMath (presnost 23 biti) 1.17260
SageMath (pFesnost 24 bitd) | —6.33825-1072°
SageMath (presnost 53 bitd) | —1.18059162071741 - 10%!
SageMath (pFesnost 54 bitii) 1.18059162071741 - 10%!
(pre G
(pre
(pf

SageMath (presnost 100 bitti) 1.1726039400531786318588349045
SageMath (presnost 121 bitt) 1.17260394005317863185883490452018371
SageMath

esnost 122 bitd) | —0.827396059946821368141165095479816292

Presny vysledek je f(77617,33096) = — 34767 ~ _(.827396.

[S. M. Rump: Algorithms for verified inclusions — theory and practice, 1988]
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Ztrata platnych cifer (1/3)

Doslo ke kumulaci chyb p¥i provadéni aritmetickych operaci.

Velké problémy miize zpisobit tzv. kraceni (cancellation), které ovsem na prvni pohled nemusi byt
patrné.

Predvedeme si jej na ilustrativnim piikladé. Predstavme si, Ze pocitac pocitd v desitkové soustavé a
zaokrouhluje na 10 platnych cifer.

Chceme vyhodnotit vyraz = — sin(z) pro = = %5
x + 6.6666 66667 - 1072
sin(z) < 6.6617 29492 - 1072
x —sin(z) + 0.0049 37175 - 1072
x —sin(x) < 4.9371 75000 - 10°°

Posledni 3 nuly nejsou spravné platné cifry. Béhem vypoctu jsme o né prisli.

Spocitejme relativni chybu naseho vypoctu...
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Ztrata platnych cifer (2/3)

Relativni chyba vypoctu je

‘—fsm % — ( (%)fsm(ﬂ(

s (D) ))'z14-ur7

Cn

To je hodné v porovnani se zaokrouhlovaci jednotkou v této aritmetice

& = £1(a)

<5-107""=u
||

3
kde z je v rozsahu normalizovanych Cisel.

Tvrzeni 12.5
Necht x a y jsou normalizovana strojova Cisla a plati x >y > 0. Pokud 277 <1 — £ <279 pro néjaka

kladna celd p a q, tak plati, Ze nejvice p a nejméné ¢ platnych binarnich biti je ztraceno pri provedeni
odecitani x — y.
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Ztrata platnych cifer (3/3)

Kraceni se Ize vyhnout nékolika technikami:

preformulovanim problému tak, aby nedochazelo k odeditanti,

pouzitim rozvoji funkci do ¥ad (napf. do Taylorovy fady),

pouZzitim jinych rovnosti ..

m (pouzitim pfesné aritmetiky)
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Dalsi cteni

Zakladni potize pri praci s Cisly s plovouci ¢arkou |

Zakladni potize pti praci s Cisly s plovouci ¢arkou Il

Implementace funkce sinus v libm
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Zaokrouhlovaci chyby — shrnuti

Pivod zaokrouhlovacich chyb:

m zaokrouhlovaci chyby jednotlivych operaci a jejich kumulace,

m kraceni.
Nékolik poznamek k zaokrouhlovacim chybam:

m zvySeni presnosti nemusi dat presnéjsi vysledek,
m kraceni maze byt nékdy vyhodné — Ize tak vyrusit zaokrouhlovaci &i jiné chyby,
m malo operaci s malymi &isly neznamend, ze chyba bude mala.

Nebereme v tivahu hardware (napt x87 vs SSE2, FMA...).
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Zaokrouhlovaci chyby — alternativni ptistupy

Jeden z problémii strojovych &isel (IEEE-754 apod.) spoéiva v ignoraci vzniknuvsi chyby pfi vypoctu.

Mozné alternativy (stru¢né):

m PouZit exaktni aritmetiku Z, Q & GF(p) (neni vZzdy mozné a vhodné).

m Intervalova aritmetika (misto jednoho strojového &isla pracujeme s dvéma reprezentujicimi krajni
body intervalu, jehoz délka pfedstavuje neuritost ve znalosti prislusného ,¢isla"). (IEEE
1788-2015)

m Unum.
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