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Dopredna a zpétna chyba

Necht V' je néjaky numericky algoritmus, jehoZ teoreticky (pfesny) vystup oznacime V*(d), kde d jsou
vstupni data.
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Dopredna a zpétna chyba

Necht V' je néjaky numericky algoritmus, jehoZ teoreticky (pfesny) vystup oznacime V*(d), kde d jsou
vstupni data.
Vysledek vypoctu v konelné (strojové) aritmetice oznaéime V' (d).

Oznaéme Av = V*(d) — V(d). Tato hodnota je tzv. dopfedna/p¥ima chyba (forward error). Je to

odchylka spocitaného feseni od presného resent.
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vstupni data.

Vysledek vypoctu v konelné (strojové) aritmetice oznaéime V' (d).

Oznaéme Av = V*(d) — V(d). Tato hodnota je tzv. dopfedna/p¥ima chyba (forward error). Je to
odchylka spocitaného feseni od presného resent.

Nejmensi (v normé) &islo Ad takové, ze V*(d + Ad) = V(d) je zpétna chyba (backward error). Jedna
se promitnuti chyby algoritmu V' do jeho vstupu — jaky problém byl ve skutecnosti vyresen.
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vstupni data.
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Nejmensi (v normé) &islo Ad takové, ze V*(d + Ad) = V(d) je zpétna chyba (backward error). Jedna
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d+ Ad V(d)
Ad 2 Av
///V
d- V*(d
V()
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Dopredna a zpétna chyba

Necht V' je néjaky numericky algoritmus, jehoZ teoreticky (pfesny) vystup oznacime V*(d), kde d jsou
vstupni data.

Vysledek vypoctu v konelné (strojové) aritmetice oznaéime V' (d).

Oznaéme Av = V*(d) — V(d). Tato hodnota je tzv. dopfedna/p¥ima chyba (forward error). Je to
odchylka spocitaného feseni od presného resent.

Nejmensi (v normé) &islo Ad takové, ze V*(d + Ad) = V(d) je zpétna chyba (backward error). Jedna
se promitnuti chyby algoritmu V' do jeho vstupu — jaky problém byl ve skutecnosti vyresen.

V*

d+ Ad V(d)
R Pokud je pro vSechny vstupy d zpétné chyba
// relativné mala, fekneme, Ze algoritmus je zpétné
Ad ,‘/// Av stabilni (backward stable). ,Mal4" zavisi na
/,’ kontextu.
d v V*(d)
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Podminénost ulohy

Podminénost tlohy vyjadfuje zavislost zmény vystupu na zméné vstupnich dat - jejich malé perturbaci
od.
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Podminénost (lohy vyjadfuje zavislost zmény vystupu na zméné vstupnich dat - jejich malé perturbaci
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Relativni &islo podminénosti (relative condition number) Glohy je

[V*(d +6d) = V*(d)]|

. [V*(d)]
C,= lim su 7
0F d4sdeD [od]
llodll<e ]|

kde D je zkoumany defini¢ni obor V' potazmo V*.
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Podminénost (lohy vyjadfuje zavislost zmény vystupu na zméné vstupnich dat - jejich malé perturbaci
od.

Relativni &islo podminénosti (relative condition number) Glohy je

[V*(d +6d) = V*(d)]|

C, = lim sup V= (d)] ,
e=0T 4y 5deD l|od||
llodll<e ]|

kde D je zkoumany defini¢ni obor V' potazmo V*.

Je-li C) = 1, fekneme, Ze iloha je dobfe podminéna (well-conditioned).
Je-li velké, fekneme, Ze Gloha je Spatné podminéna (//l-conditioned).
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Soustavy linearnich rovnic

V této prednasce se budeme soustredit na zndmy problém z linedrni algebry:
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Soustavy linearnich rovnic

V této prednésce se budeme soustiedit na znamy problém z linedrni algebry:

Chceme fesit soustavu n € N linearnich rovnic pro n neznamych. ZapiSeme ji v maticovém tvaru
Ax =0,

kde A € R™" je regularni matice soustavy, b € R™! je vektor pravych stran a 2 € R™! je hledané

feSeni.
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Soustavy linearnich rovnic

V této prednésce se budeme soustiedit na znamy problém z linedrni algebry:

Chceme fesit soustavu n € N linearnich rovnic pro n neznamych. ZapiSeme ji v maticovém tvaru
Ax =0,
kde A € R™" je regularni matice soustavy, b € R™! je vektor pravych stran a 2 € R™! je hledané

feSeni.

Reseni takovéhoto problému je velmi Casto dil¢im Gkolem v néjaké vétsi Gloze. V lineadrni algebre tuto
dlohu fesime pomoci Gaussovy eliminace (GEM).
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GEM a numerické chyby

m Typickym problémem pfimych metod je to, ze vznikne-li v jednom kroku numericka chyba, tak se
projevuje i pri dalSich vypoctech: pfimé metody obecné nejsou ,samoopravujici se”, ale spise
nahravaji ke kumulovani chyb.
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GEM a numerické chyby

m Typickym problémem pfimych metod je to, ze vznikne-li v jednom kroku numericka chyba, tak se
projevuje i pri dalSich vypoctech: pfimé metody obecné nejsou ,samoopravujici se”, ale spise
nahravaji ke kumulovani chyb.

m Pro nékteré Glohy se drobné chyby béhem vypoctl projevi pouze jako drobné odchylka ve vysledku,
ovsem pro nékteré mohou znamenat radovou zménu.

m P¥i Feseni soustavy linearnich rovnic mdze nastat oboji. Cim to je?
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Soustavy linearnich rovnic: priklad (1/2)

Uvazujme dvé soustavy dvou rovnic o dvou neznamych:

1172\ (32
12 13) "\ 1

Resenim téchto rovnic je

115\ (3/2
15 -1 =\ 1)

x = (0,3)T resp. x = (85/52, —35/52)7 ~ (1.6346, —0.67308)"".
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Soustavy linearnich rovnic: priklad (1/2)

Uvazujme dvé soustavy dvou rovnic o dvou neznamych:

1172\ (32
12 13) "\ 1

Resenim téchto rovnic je

115\ (3/2
15 -1 =\ 1)

x = (0,3)T resp. x = (85/52, —35/52)7 ~ (1.6346, —0.67308)"".

Zkusme simulovat chybu na vstupu ¢i chybu vzniklou béhem vypoctu zdménou 1 na pravé strané rovnice
za 5/6:
1 1/2 3/2 1 1/5 3/2
9B = T = 0
1/2 1/3 5/6 1/5 -1 5/6

z = (1,1)Tresp. x = (125/78,—-20/39)" =~ (1.6026, —0.51282)"".

Reseni se zméni na
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Soustavy linearnich rovnic: priklad (1/2)

(%)~ Ga)= ()

vektor euklidovské délky & (norma relativni chyby je 0.09).

Pravou stranu jsme zménili o
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Pravou stranu jsme zménili o

(%)~ Ga)= ()

vektor euklidovské délky & (norma relativni chyby je 0.09).

6)-0)-G)

(norma relativni chyby je 0.75) a druhé

85,52 125/78\ _ ( 5/156
—-35/52) \—20/39/) — \ —25/156

(norma relativni chyby je 0.09).

Zména v feSeni prvni rovnice byla
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Soustavy linearnich rovnic: priklad (1/2)

Pravou stranu jsme zménili o

(%)~ Ga)= ()

vektor euklidovské délky & (norma relativni chyby je 0.09).

6)-0)-G)

(norma relativni chyby je 0.75) a druhé

85,52 125/78\ _ ( 5/156
—-35/52) \—20/39/) — \ —25/156

(norma relativni chyby je 0.09).

Zména v feSeni prvni rovnice byla

V prvnim ptipadé je relativni chyba fadové vétsi nez relativni chyba pravé strany. U druhé

rovnice jsou relativni chyby radové stejné.
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Maticova norma

Pro n&jakou vektorovou normu || - || na R® = R™! definujeme pFidruzenou maticovou normu matice
A € R™" nasledujicim zplsobem

|Al| := sup {||Az||: z € R™" a ||z| = 1}.
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A € R™" nasledujicim zpiisobem

|Al| := sup {||Az||: z € R™" a ||z| = 1}.

Ptripomenuti: supremum neprdzdné omezené mnoziny M C R je &islo

supM =min{y e R: Ve € M : « < y}.
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Maticova norma

Pro n&jakou vektorovou normu || - || na R® = R™! definujeme pFidruzenou maticovou normu matice

A € R™" nasledujicim zpiisobem

|A] := sup{HAxH: reR™ a|z|| = 1}.

Ptripomenuti: supremum neprdzdné omezené mnoziny M C R je &islo

supM =min{y e R: Ve € M : « < y}.

Takto definované zobrazeni je skute¢né normou (rozmyslete!) a plati pro ni VA, B € R™" Vo € R™:

m ||E|| =1 (zde E je jednotkovd matice),
m ||Az| < ||A]l - ||z|| (konzistence normy),
m ||AB|| < ||A]l - ||B|| (submultiplikativita).

(Obecna maticovad norma je nékdy definova tak, aby spliiovala submultiplikativitu.)
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Maticova norma — priklady

Jaké maticové normy jsou pridruzené dfive uvedenym normam || - [[1, ]| - [[2 a || - ||o?
m Pro normu || - ||; dostavame:
n
|A|lL = max Z la; j|, tedy maximum souctu absolutnich hodnot ve sloupci.
<j<n“
=1
m Pro normu || - || dostdvame:
n
|A]|co = max Z la; |, tedy maximum soudtu absolutnich hodnot v fadku.
1§z§7z,j:1
m Pro normu || - ||2 dostavame:

| All2 = odmocnina z nejvétsiho vlastniho &isla matice AT A,

kde A = (a;;)};—; je matice z R™™.
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Podminénost tdlohy (1/3)

Uvazujme soustavu rovnic Ax = b # 0 s regularni matici A. Budeme zkoumat, co se stane, pokud
pravou stranu b lehce zmé&nime o perturbaci 6b. Zménu v fedeni z = A~'b pak oznadime dz, plati tedy

Az =b a A(x+ox)=Ax+ Adx = b+ db.

Tudiz Adx = 6b.
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Podminénost tdlohy (1/3)

Uvazujme soustavu rovnic Ax = b # 0 s regularni matici A. Budeme zkoumat, co se stane, pokud
pravou stranu b lehce zmé&nime o perturbaci 6b. Zménu v fedeni z = A~'b pak oznadime dz, plati tedy

Az =b a A(x+ox)=Ax+ Adx = b+ db.

Tudiz Adx = 6b.

Plati [[b]| = [|Az[| < [|A]| - ||«

, z &ehoz plyne i < T8

Dale [|0x|| = [|A~"ob]| < |AT*(| - [|ob]|.
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Podminénost tdlohy (1/3)

Uvazujme soustavu rovnic Ax = b # 0 s regularni matici A. Budeme zkoumat, co se stane, pokud
pravou stranu b lehce zmé&nime o perturbaci 6b. Zménu v fedeni z = A~'b pak oznadime dz, plati tedy

Az =b a A(x+ox)=Ax+ Adx = b+ db.

Tudiz Adx = 6b.

Plati [|b]| = [|Az]| < [|A] - ||z, z &eho% plyne 11, < L2l
Déle ||oz|| = [|[A= ob]| < A= - [|0]|.
Nakonec dostaneme 152 155]
M
= <Al AT
]| [0l
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Podminénost tdlohy (2/3)

Odvodili jsme nerovnost

19z]| 1. lovll
< [lAfl- A7) -
] el
Cislo s(A) := ||A|| - ||A~!|| se nazyvé &islo podminénosti matice A.

Nerovnost vyse mizeme Cist takto: relativni chyba v feSeni x soustavy Ax = b je mensi nez relativni

chyba pravé strany b vynasobena Cislem x(A).
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19z]| 1. lovll
< [lAfl- A7) -
] el
Cislo s(A) := ||A|| - ||A~!|| se nazyvé &islo podminénosti matice A.

Nerovnost vyse mizeme Cist takto: relativni chyba v feSeni x soustavy Ax = b je mensi nez relativni

chyba pravé strany b vynasobena Cislem x(A).

Cim je k(A) vétsi, tim je Gloha hi¥e podminéna a p¥i jejim numerickém FeSeni musime byt obezfetni,

zejména je-li velkd chyba pfi napoditavani Az nebo b (které miize byt feSenim néjaké jiné tlohy &i

vysledek méfeni).
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Podminénost tdlohy (2/3)

Odvodili jsme nerovnost

19z]| 1. lovll
< [lAfl- A7) -
] el
Cislo s(A) := ||A|| - ||A~!|| se nazyvé &islo podminénosti matice A.

Nerovnost vyse mizeme Cist takto: relativni chyba v feSeni x soustavy Ax = b je mensi nez relativni

chyba pravé strany b vynasobena Cislem x(A).

Cim je k(A) vétsi, tim je Gloha hi¥e podminéna a p¥i jejim numerickém FeSeni musime byt obezfetni,

zejména je-li velkd chyba pfi napoditavani Az nebo b (které miize byt feSenim néjaké jiné tlohy &i

vysledek méfeni).

Hodnota Cisla podminénosti zavisi na zvolené normé: zavéry jsou tedy vzdy vzhledem k této pouzité
norme.
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Podminénost tdlohy (3/3)

Vratme se ke dvou maticim z ukazkové tlohy uvedené dfive:

(1 1)2 (1 1/5
A_<1/2 1/3) B_(1/5 1)'

(4 6\ . i (0961538 0.192308
{26 12 o ~ 10192308 —0.961538 | -

Jejich inverze jsou
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Podminénost tdlohy (3/3)

Vratme se ke dvou maticim z ukazkové tlohy uvedené dfive:

A 1 1/2 5_ 1 1/5 .
1/2 1/3 1/5 -1
Jejich inverze jsou
. =4
A1 4 6 resp. B-lwm 0.961538  0.192308 .
-6 12 0.192308 —0.961538

Pro vypolet podminénosti k(A) = || A||||A~!|| pouzijeme napf. normu || A|s:

3

18
K(A) = | AllsolA™ oo = F18=27 a k(B) = 3~ 1.3846056.

Uloha s matici A je tedy vyrazné hiife podminéna, nez ta s matici B, coz koresponduje s nasimi

drivéjSimi vypocty.
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Schéma zakladni iteracni metody pro feseni Ax = b

Nejdfive si uvedeme obecny popis metody, kterd ,spadne z nebe”, a nasledné si vysvétlime, kdy a jak
funguje:
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Nejdfive si uvedeme obecny popis metody, kterd ,spadne z nebe”, a nasledné si vysvétlime, kdy a jak
funguje:

m Nasim cilem je algoritmus, ktery konstruuje posloupnost vektora xg, z1, s, ..., kterd se ,blizi" k
presnému feseni rovnice Ax = b.
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Schéma zakladni iteracni metody pro feseni Ax = b

Nejdfive si uvedeme obecny popis metody, kterd ,spadne z nebe”, a nasledné si vysvétlime, kdy a jak
funguje:

N Al

m Nasim cilem je algoritmus, ktery konstruuje posloupnost vektora xg, z1, s, ..., kterd se ,blizi" k
presnému feseni rovnice Ax = b.

m Startovaci vektor zy zvolime ndhodné, o feSeni nemame zadnou informaci, takze chceme, aby
algoritmus fungoval pro libovolnou volbu zg.
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Schéma zakladni iteracni metody pro feseni Ax = b

Nejdfive si uvedeme obecny popis metody, kterd ,spadne z nebe”, a nasledné si vysvétlime, kdy a jak

funguje:
m Nasim cilem je algoritmus, ktery konstruuje posloupnost vektora xg, z1, s, ..., kterd se ,blizi" k
presnému feseni rovnice Ax = b.

m Startovaci vektor zy zvolime ndhodné, o feSeni nemame zadnou informaci, takze chceme, aby
algoritmus fungoval pro libovolnou volbu zg.

m Zvolime si regularni matici @ (rizné volby této matice pak povedou na riizné metody).

m Cleny posloupnosti g, z1, 2, . .. budeme napoditavat podle nasledujiciho predpisu:
Qzp = (Q — A)xp_1 +b, pro vsechna k > 0.

resp.
zp = Q ' ((Q — A)zy_1 +1b), pro viechna k > 0.
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Zakladni iteracni metody pro feSeni Ax = b: myslenka

Kdyby byla posloupnost (z)72, konvergentni s limitou *, potom je toto * hledané Feseni!
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Zakladni iteracni metody pro feseni Ax = b: myslenka

Kdyby byla posloupnost (z)72, konvergentni s limitou *, potom je toto * hledané Feseni!

Posleme-li totiz v rovnici
Qzr = (Q — A)xp—1 + b,

k do nekonecna, dostaneme

a tedy Az*™ = 0.
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Kdyby byla posloupnost (z)72, konvergentni s limitou *, potom je toto * hledané Feseni!

Posleme-li totiz v rovnici
Qzr = (Q — A)xp—1 + b,

k do nekonecna, dostaneme

a tedy Az*™ = 0.

Poznamka: Skutecné. Ze zdkladnich vlastnosti normy plyne implikace: pokud limg_, o, xx = x*, potom
limg oo Maxp = Mx*.
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Zakladni iteracni metody pro feseni Ax = b: myslenka

Kdyby byla posloupnost (z)72, konvergentni s limitou *, potom je toto * hledané Feseni!

Posleme-li totiz v rovnici
Qzr = (Q — A)xp—1 + b,

k do nekonecna, dostaneme

a tedy Az*™ = 0.

Poznamka: Skutecné. Ze zdkladnich vlastnosti normy plyne implikace: pokud limg_, o, xx = x*, potom
limg oo Maxp = Mx*.

Myslenka: budeme volit @ tak, aby vy3e definovana posloupnost (z1)72, konvergovala k néjakému z*.
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Konvergence — volba @)

Rovnost 2, = Q7 ((Q — A)zy_1 + b) dosadime do

z,—2=0Q " ((Q—A)zp_1+b) —x
=(E-Q ' A)zp1 —z+ Q7'
=(E-Q 'A)z_1 —(E—Q A
= (E - Q' A)(zp-1 — ),

kde x je vektor splnujici Az = b a F jednotkovd matice.

NI-MPI prednaska 10 18 / 34



Konvergence — volba @)

Rovnost 2, = Q7 ((Q — A)zy_1 + b) dosadime do
Tk —x = Q_l((Q —A)zp_1+b) —x
=(E-Q 'A)zr1—z+Q7'b
=(E-Q 'A)zr1— (E-Q 'A)z
:(E—Q_lA( 1—1‘),

kde x je vektor splnujici Az = b a F jednotkovd matice.

)
)

Oznaéme W := E — Q' A. Déle oznaéme vektor chyby ¢ := x; — x, pak plati

e = Wep_1=W2ep_q =--- = Wre,.
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)
)

Oznaéme W := E — Q' A. Déle oznaéme vektor chyby ¢ := x; — x, pak plati

e = Wep_1=W2ep_q =--- = Wre,.

Nasim cilem je, aby se e pro rostouci & zmensovalo a blizilo se k nule, vagné Yeceno plati: e, bude

.mensi" nez e;_, pokud bude W ,malé".
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Konvergence — volba @)

Rovnost 2, = Q7 ((Q — A)zy_1 + b) dosadime do
Tk —x = Q_l((Q —A)zp_1+b) —x
=(E-Q 'A)zr1—z+Q7'b
=(E-Q 'A)zr1— (E-Q 'A)z
:(E—Q_lA( 1—1‘),

kde x je vektor splnujici Az = b a F jednotkovd matice.

)
)

Oznaéme W := E — Q' A. Déle oznaéme vektor chyby ¢ := x; — x, pak plati

e = Wep_1=W2ep_q =--- = Wre,.

Nasim cilem je, aby se e pro rostouci & zmensovalo a blizilo se k nule, vagné Yeceno plati: e, bude
.mensi" nez e;_, pokud bude W ,malé".

Tj. pottebujeme W pro které limy_,.. W* = 0.
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Konvergence — Spektralni polomér

Spektralni polomér matice M je &islo p(M) > 0 definované jako absolutni hodnota nejvétsiho (v
absolutni hodnoté) vlastniho ¢isla:

p(M) := max{|A|: A\ je vlastnim Cislem M }.
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Konvergence — Spektralni polomér
Spektralni polomér matice M je ¢islo p(M) > 0 definované jako absolutni hodnota nejvétsiho (v
absolutni hodnoté) vlastniho ¢isla:

p(M) := max{|A|: A\ je vlastnim Cislem M }.

Véta 22.1

Necht M € C™™. Potom plati
lim M*=0 < p(M)<1.

k— o0
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Konvergence — Spektralni polomér

Spektralni polomér matice M je ¢islo p(M) > 0 definované jako absolutni hodnota nejvétsiho (v
absolutni hodnoté) vlastniho ¢isla:

p(M) := max{|A|: A\ je vlastnim Cislem M }.

Véta 22.1

Necht M € C™™. Potom plati
lim M*=0 < p(M)<1.

k— o0
Tedy v nasem pripadé mame zajisténou konvergenci itera¢ni metody pravé tehdy, kdyz
p(W) <1,

s w7

neboli viechna vlastni &isla matice W = E — Q' A jsou v absolutni hodnoté mensi nez 1.
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Diikaz véty (1/3)

UkazZeme si implikaci
p(M) <1 = lim M*=0
k— o0

pro specialni pripad.
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Diikaz véty (1/3)

Ukazeme si implikaci
p(M) <1 = lim M*=0
k— o0

pro specialni pripad.

Predpokladejme, Ze matice M je diagonalizovatelna, neboli Zze existuje reguldrni matice P takova, ze
M = PDP~! kde

M O - 0
0 A -+ 0
D=1 . . .
0 0 - M\

aAi,..., A\, jsou vlastni Cisla M.
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Diikaz véty (1/3)

Ukazeme si implikaci
p(M) <1 = lim M*=0
k— o0

pro specialni pripad.

Predpokladejme, Ze matice M je diagonalizovatelna, neboli Zze existuje reguldrni matice P takova, ze
M = PDP~! kde

M O - 0
0 A -+ 0
D=| . . .
0 0 - M\
a A,..., A\, jsou vlastni Cisla M.
Plati M¥ = PDP-1PDk-1p-1 =... = pDkp-1,
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Diikaz véty (2/3)

Ztejmé plati

Neo o0
b 0 Mk 0
0 0 A\E

Protoze p(M) < 1 jisté pro vdechna i = 1,...,n plati |\;| < 1. Tudiz limj_, o, D* = 0.
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Diikaz véty (2/3)

Ztejmé plati

Neo o0
b 0 Mk 0
0 0 P

Protoze p(M) < 1 jisté pro vdechna i = 1,...,n plati |\;| < 1. Tudiz limj_, o, D* = 0.

Celkem tedy
lim M* = P( i Dk)P‘l —0.

k—o0 k—+o00
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Diikaz véty (2/3)

Ztejmé plati

Neo o0
b 0 Mk 0
0 0 P

Protoze p(M) < 1 jisté pro vdechna i = 1,...,n plati |\;| < 1. Tudiz limj_, o, D* = 0.

Celkem tedy
lim M* = P( lim Dk)P‘l —0.

k—o0 k—+o00

Pro nediagonalizovatelnou matici M se postupuje velice podobné, jen se pouzije Jordaniiv normalni tvar

matice.
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Duakaz véty (3/3)

Dokazme druhou implikaci
lim M =0 = p(M) <1

k— o0

sporem.
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Duakaz véty (3/3)

Dokazme druhou implikaci
lim M =0 = p(M) <1

k— o0

sporem.

Méjme vlastni &islo A matice M, |A| > 1, s vlastnim vektorem v # 0.
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Duakaz véty (3/3)

Dokazme druhou implikaci
lim M =0 = p(M) <1

k— o0

sporem.
Méjme vlastni &islo A matice M, |A| > 1, s vlastnim vektorem v # 0.

Potom
0= lim [|[M"*v| = lim |A*-|jv|| # 0.
k—o0 k— o0

Coz je spor.
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Rychlost konvergence

Jak rychle se vektor chyby ej blizi k nule?
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Rychlost konvergence
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Mame
er, = Wkeg.
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Rychlost konvergence

Jak rychle se vektor chyby e blizi k nule?

Mame
er = Wk’eo.

Odhadneme normu (vizte vlastnosti maticové normy!)

lexll = W *eoll < IW*]l - lleoll < IW* - lleoll
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Rychlost konvergence

Jak rychle se vektor chyby e blizi k nule?
Méame
er = Wk’eo.

Odhadneme normu (vizte vlastnosti maticové normy!)

lexll = W *eoll < IW*]l - lleoll < IW* - lleoll

Odhad vpravo bude ostte klesajici pokud ||[WW|| < 1.

Pro tento odhad tedy zaleZi na volbé normy. Jak jsme vidéli pro symetrické matice je chovani W
ovlivnéno hodnotou p(W). Obecné plati jen p(M) < || M|| (pro vSechny pfidruzené maticové normy).
Jelikoz pro symetrickou W plati ||W||2 = p(W), je volba normy || - ||2 pro tento Gel ta nejlepsi, ackoliv
v praxi se jednad o vypocetné narocnou normu a spiSe se nepouziva. Pro nesymetrickou W je situace
obdobnad, jen je nutné se opfit o pojem singuldrni hodnoty. Obecné Ize ucinit zavér, ze &im mensi

hodnota ||[W]| (a mensi nez 1), tim rychlejsi konvergenci mizeme océekavat.
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Kdy iterovani ukon¢it? (1/2)

Iteracni metodu ukoncéime v kroku k, dosédhne-li x;, pozadované presnosti.

Tady vznika chyba algoritmu.

Pozadovana presnost a podminka na ni vétSinou plyne z Glohy.
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Kdy iterovani ukon¢it? (1/2)

Iteracni metodu ukoncéime v kroku k, dosédhne-li x;, pozadované presnosti.

Tady vznika chyba algoritmu.
Pozadovana presnost a podminka na ni vétSinou plyne z Glohy.

Pro pfipad ||[W]| < 1 mame zajisténo, ze posloupnost (|lex||) je ostfe klesajici a iterace Ize zastavit, kdyz
nastane
lexll = llen — 2| <

kde konstanta € je uzivatelem zadany parametr. To je samoziejmé nepraktické, protoze nemame presné
feSeni x.
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Kdy iterovani ukon¢it? (1/2)

Iteracni metodu ukoncéime v kroku k, dosédhne-li x;, pozadované presnosti.

Tady vznika chyba algoritmu.
Pozadovana presnost a podminka na ni vétSinou plyne z Glohy.

Pro pfipad ||[W]| < 1 mame zajisténo, ze posloupnost (|lex||) je ostfe klesajici a iterace Ize zastavit, kdyz
nastane
lexll = llen — 2| <

kde konstanta € je uzivatelem zadany parametr. To je samoziejmé nepraktické, protoze nemame presné
feSeni x.

Napoditame v kroku k tzv. reziduum Axjy — b a tzv. kritérium konvergence bude

|Azy, — b|| < e.
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Kdy iterovani ukoncit? (2/2)
Nékdy se misto pocitani rezidua voli vypocetné méné naroc¢né kritérium

k41 — x| <e
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Kdy iterovani ukoncit? (2/2)

Nékdy se misto pocitani rezidua voli vypocetné méné narocné kritérium
||(Ek+1 — IEkH < G
Plati totiz

lex| = llzx — z|| = |ox — Tht1 + Tor1 — 2|
<log — gl + | Tegr — 2 ||
————
=€k+1

< e+ Wl - llexl,
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Kdy iterovani ukoncit? (2/2)

Nékdy se misto pocitani rezidua voli vypocetné méné narocné kritérium

k41 — x| <e

Plati totiz

llexll = llzx — || = |z — Trt1 + Te41 — ||
<ok — zpgall + | 241 — 2 ||
———
=€k+1

< e+ Wl - llexl,

kde za predpokladu ||WW]| < 1 z posledni nerovnosti plyne

€

llexll < ——7
L= Wi
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Kdy iterovani ukoncit? (2/2)

Nékdy se misto pocitani rezidua voli vypocetné méné narocné kritérium

k41 — x| <e

Plati totiz

llexll = llzx — 2|l = ll2x — Thg1r + Toy1 — ||
<2k — Tegr | + | zor — 2|
——
=€k+1

< e+ Wl - llexl,

kde za predpokladu ||WW]| < 1 z posledni nerovnosti plyne

lenll < 7=
e —_—
1— W

Tedy kritérium Ize vyhodné pouZit je-li ||[WW|| mensi nez 1, ale nepfili$ blizko 1.
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Poznamka: Vypocty v konecné presnosti

Vsechny dosud uvedené Gvahy byly v teoretické (absolutni) presnosti.

P¥i pocitani v nepresné aritmetice samozrejmé nemusi metoda konvergovat k presnému teseni, i kdyz

mame ||[W]| < 1.
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Poznamka: Vypocty v konecné presnosti

Vsechny dosud uvedené Gvahy byly v teoretické (absolutni) presnosti.

P¥i pocitani v nepresné aritmetice samozrejmé nemusi metoda konvergovat k presnému teseni, i kdyz
mame ||[W]| < 1.

Pokud ovsem v nepresné aritmetice posloupnost konverguje, pak maji iteracni metody tu vyhodu, Ze si
,nepamatuji* chyby z pfedchozich iteraci — v kazdém kroku se z aproximace vyrobi ,lepsi* feseni Glohy a

zacina se znovu.
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P¥i pocitani v nepresné aritmetice samozrejmé nemusi metoda konvergovat k presnému teseni, i kdyz

mame ||[W]| < 1.
Pokud ovsem v nepresné aritmetice posloupnost konverguje, pak maji iteracni metody tu vyhodu, Ze si
,nepamatuji* chyby z pfedchozich iteraci — v kazdém kroku se z aproximace vyrobi ,lepsi* feseni Glohy a

zacina se znovu.

V nepresné aritmetice metoda nemusi konvergovat i v ptipadé, kdy tloha neni Spatné podminéna.
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Poznamka: Vypocty v konecné presnosti

Vsechny dosud uvedené Gvahy byly v teoretické (absolutni) presnosti.

P¥i pocitani v nepresné aritmetice samozrejmé nemusi metoda konvergovat k presnému teseni, i kdyz
mame ||[W]| < 1.

Pokud ovsem v nepresné aritmetice posloupnost konverguje, pak maji iteracni metody tu vyhodu, Ze si
,nepamatuji* chyby z pfedchozich iteraci — v kazdém kroku se z aproximace vyrobi ,lepsi* feseni Glohy a
zacina se znovu.

V nepresné aritmetice metoda nemusi konvergovat i v ptipadé, kdy tloha neni Spatné podminéna.

V praxi je tedy jesté dalsim parametrem tohoto algoritmu maximalni pocet iteraci. P¥i jeho prekroceni
metoda selhala — po daném maximalnim poctu iteraci nebylo nalezeno priblizné feseni, které by spinilo
podminku konvergence dané konstantou e.
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Poznamka 2: iteracni zpresnéni

Zakladni metodu Ize dale riizné vylepSovat: napriklad pouzitim tzv. iteralniho zpfesnéni (iterative

refinement):

V kazdém kroku napocteme reziduum: rp, = Axy — b.
Vyfesime systém Ayy, = 11 (pfimou metodou).
Vypoctené feseni yi pouzijeme k vylepseni xy:

/
Ty, = Tk + Y-
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Konkrétni volby @)

Vratme se zpét k zadkladnimu algoritmu zj, :=

Oznacme a; ; prvky matice A a polozme

0 0
a271 0
L=
an,1 Gn,n—1

aU:=A—L— D, tj. plati

NI-MPI prednaska 10

Q'((Q—A)zp_1 +b).

0 ay,1 0 0
’ a D= Y “az
: 0
0 0 0 Gnn
A=L+D+U.
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Konkrétni volby @)

Vratme se zpét k zakladnimu algoritmu xy, := Qil((Q — A)xg_1 + b).

Oznacme a; ; prvky matice A a polozme

0 0 0 ay,1 0 0
a 0 0
I — 2,1 . . a Do— 0 ag 2
. : 0
an,1 Apon—1 0 0 0 An . n

aU:=A—L— D, tj. plati

Zminime nasledujici volby Q:

m Richardsonova metoda @Q = F (F je jednotkova matice),

m Jacobiho metoda Q = D,

m Gaussova-Seidlova metoda @ = D + L (obecné superrelaxalni (successive overrelaxation) metoda /
SOR metoda @ = 1D + L).

NI-MPI prednaska 10 28 / 34



Richardsonova metoda

Richardsonova metoda odpovida volbé Q = F.

Tedy iterace jsou jednoduse dany

2 =Q ' ((Q — A)zp—1+b) = (E— A)zp_1 +b.

NI-MPI prednaska 10 29 / 34



Richardsonova metoda

Richardsonova metoda odpovida volbé Q = F.

Tedy iterace jsou jednoduse dany

2 =Q ' ((Q — A)zp—1+b) = (E— A)zp_1 +b.

Konvergenci kontroluje matice W = E — QA =FE — A.
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Richardsonova metoda

Richardsonova metoda odpovida volbé Q = F.
Tedy iterace jsou jednoduse dany

2 =Q ' ((Q — A)zp—1+b) = (E— A)zp_1 +b.
Konvergenci kontroluje matice W = E — QA =FE — A.

Konvergenci proto mame zajisténou pro velmi Gzkou tfidu matic: A musi byt blizko E tak, aby napriklad

platilo
IE— Al < 1.
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Jacobiho metoda

Jacobiho metoda odpovida volbé @ = D.

Iterace se napocitavaji takto

zr = Q7 ((Q — A)zy—1 +b) = DY (~L — U)xj—1 + D710

Konvergence je kontrolovana matici W = E — Q~!A = E — D~'A. Déale mame nasledujici postalujici

podminku.
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Jacobiho metoda

Jacobiho metoda odpovida volbé @ = D.

Iterace se napocitavaji takto

zr = Q7 ((Q — A)zy—1 +b) = DY (~L — U)xj—1 + D710

Konvergence je kontrolovana matici W = E — Q~!A = E — D~'A. Déale mame nasledujici postalujici

podminku.

Tvrzeni 22.2
Pokud je matice A ostre diagonalné dominantni, pak Jacobiho metoda konverguje pro vsechny volby x.

Poznamka: Matice je ostfe diagonalné dominantni tehdy, pokud pro kazdy jeji radek plati, Zze soucet
absolutnich hodnot prvki vyjma diagonélniho je mensi nez absolutni hodnota diagonalniho prvku. Diikaz
vynechavame.
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SOR metoda

SOR metoda odpovida volb& Q = LD + L, kde w € R\ {0}.

Iterace se napocitavaji takto

1 1 1
<D+L>l‘k: (D—FL—A)l‘k_l—Fb: ((—1>D—U)l‘k—1+b.
w w w
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SOR metoda

SOR metoda odpovidé volbé Q = 2D + L, kde w € R \ {0}.

Iterace se napocitavaji takto

1 1 1
<D+L>l‘k: (D—FL—A)l‘k_l—Fb: ((—1>D—U>l‘k—1+b.
w w w

Tvrzeni 22.3
SOR metoda konverguje pokud 0 < w < 2 a A je symetricka a pozitivné definitni’ s kladnymi prvky na

diagonale.
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SOR metoda

SOR metoda odpovidé volbé Q = 2D + L, kde w € R \ {0}.

Iterace se napocitavaji takto
1 1 1
—D+L)axp=—-D+L—-—A)x_1+b= ——1)D—-U ) xp_1+5b.
w w w

Tvrzeni 22.3
SOR metoda konverguje pokud 0 < w < 2 a A je symetricka a pozitivné definitni’ s kladnymi prvky na

diagonale.

Parametr w se pouziva k urychleni konvergence.
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Zavér: Algoritmus

Vstup: matice A, ), vektor b, pozadovana presnost €, maximalni pocet iteraci K

zvol ndhodné x
pro k od 1 do K provadéj

o =Q ' (Q - Azk—1 + Qb

pokud [|Azr — b|| < €, vrat z) (nebo obecné je-li spInéno jiné kritérium konvergence)

vrat ,feseni nebylo nalezeno po K iteracich”

NI-MPI prednaska 10 32 /34



Ukazka — Jacobiho algoritmus (1/2)

Mame matici A = 21 .
1 4

Pouzijeme Jacobiho algoritmu pro vypocet feSeni pro pravou stranu rovnou b = (3,5)7". Ptesné feseni je

1
E-D Al ==.
|| =3
(1,1)".
Kritérium konvergence pouZijeme ¢ := || Az), — b|| < 1072.
[ | T [ JAz -0 ]
0 (0.5,1.5) 1.58113883008
1 (0.75,1.125) 0.450693909433
2 (0.9375,1.0625) 0.197642353761
3 (0.96875,1.015625) 0.0563367386791
4 (0.9921875,1.0078125) 0.0247052942201
5 | (0.99609375,1.001953125) | 0.00704209233489
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Ukazka — Jacobiho algoritmus (2/2)

..stejna udloha, jen zaéneme vektorem z(, ktery je dale od presného reseni.

| k| I | Az —b] |
0 (—10,10) 28.1780056072
1 (—3.5,3.75) 9.01734439844
2 (—0.375,2.125) 3.5222507009
3 (0.4375,1.34375) 1.1271680498
4 (0.828125, 1.140625) 0.440281337613
5 (0.9296875, 1.04296875) 0.140896006226
6 (0.978515625,1.017578125) 0.0550351672016
7 | (0.9912109375,1.00537109375) | 0.0176120007782
8 [ (0.997314453125,1.002197265625) | 0.0068793959002
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