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Odhady zaokrouhlovacich chyb - ukazky

18.1 Pomocna tvrzeni pro vyhodnoceni zaokrouhlovacich chyb
Pfipomenuti

Necht x,y € F a ® znadi operaci s¢itani, odec¢itani, nasobeni nebo déleni. Pokud nedojde k pfeteceni
nebo podteceni (zustali jsme v intervalu normalizovanych ¢isel), tak plati

fllx@y)=(xoy)(1+6), kde|d| <u.

Mez u je zaokrouhlovaci jednotka.

Nacitani chyb

Lemma 18.4. Pokud |0;| <u a |p;| =1 pro vdechna i € {1,...,n}, nu < 1, tak plati

n

[[a+6) =1+6,,
=1

nu

kde |©,] <

1—nu’

Dikaz. Dokézeme indukei.
u
n=1ap; =1, pak |@1|:|51’SU<i.

5 u
n=1ap = —1, pak ﬁ —1— 1?51 a tedy |©1] = |1‘+16|1| < T [ |

Nacitani chyb - pokracovani

pokracovdni. Predpokladejme, ze tvrzeni plati pron = j — 1.
Necht p; =1, pak ngl(l +0;)P =1+ @j_l)(l + 5j) =144 +06;_1+9,0,_1.
9
G-Du | G-Du? _ ju_ ju
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19;] <1051+ [©;-1] +16;0;-1] <u+

i _ 1+0, 4 -6+ 0, 1
Necht o, = —1 kTP (1+8)0i = J7% 14 4 = “J=°
et P  pak T (1400) 1+9; + 1+46;
—_————
©;
. . - _ . _ . _ 2 .
0] < 1951, 18] _u L _G-Yu _ ju-(-Huw _ ju -
1+6;] 146 " 1—-u 1—u 1—-(j—Lu 1—-ju+(G—-—1Hu®> " 1—ju
Znaceni
Budeme pouzivat vyhodné znaceni (n) = [T, (1 4 ;)" pro po¢itdni poc¢tu nakumulovanych relativnich
chyb.
Plati n
Gy -k =0+k) a  25={(+k).
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Pozor: toto znaceni ndm velmi zjednodusi zapis (pomuze jednoduchému poéitani nakumulovanych rela-
tivnich chyb), ale formalné neni korektni, protoze oba vyrazy [, (1 4 6;)” a [Ti, (1 + 0/)7i oznacime (n)
a pritom se obecné nerovnaji. Pri jejich pouzivani je tedy treba dévat pozor.

Skalarni soudin

Zakladni cviceni 24.2

Méjme pevné danou mnozinu strojovych ¢isel F' (napft. v jednoduché presnosti) a uvazujme standardni model
aritmetickych operaci.
Uvazujme algoritmus V' : F™ — F', ktery pocita skalarni soucin, tedy
V(xi,29,...,2,) = 01x1 + qoxa + -+ + app,

kde a; € F jsou pevné zvolené parametry.

1. Odhadnéte doprednou chybu.

2. Odhadnéte zpétnou chybu.

Predpoklddame, ze nedojde k podteceni, preteceni apod.

Oznatme s; = a1x1] + aoTg + - -+ + @ T;.

51 =fl(a1z1) = aqz1(1 + 01), kde |41] < u. Tedy §1 = a1 (1).

(§\2 =

&=

Sp=V(x1,m2,...,2,) = cnz1(n) + avxa(n) + asxs(n — 1) + -+ + apzy(2) pron > 1.
’V(:Ul,fcg,...,xn) - V($1,$2,...,$n)‘ <

V(x) =V(x1 +210p, 22 + 220,23 + 2301, ..., 2, + ,02) = V(x + Ax).
[Ax[; <

Funkéni hodnota polynomu

Zakladni cviceni 24.3

Méjme pevné danou mnozinu strojovych ¢isel F' (napft. v jednoduché presnosti) a uvazujme standardni model
aritmetickych operaci.
Uvazujme zobrazeni p : x +— (z — 2)? a 3 zpiisoby jeho vypoctu:

a) pa(z) = (v = 2)%
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b) pp(z) = 2% — 1828 + 14427 — 67225 + 201625 — 40322* + 537623 — 460822 + 2304z — 512;
c) pe(x) = =512 + 2 (2304 4 2 (—4608 4+ z (...))) (Hornerova metoda/pravidlo).

Uvazujme algoritmus V, : F' — F : x — p,(x) pro z € {a,b,c} (tedy pocita fukéni hodnotu p(x) 3 vyse
uvedenymi zpusoby). Pro vsechny 3 varianty

1. odhadnéte doprednou chybu, a
2. odhadnéte zpétnou chybu.
Predpoklddame, ze nedojde k podteceni, preteceni apod.

Metoda a

Pa(x) — pa(z)] <

Pa(x) = pa(x + Az), kde |Az| <
Metoda b

py(z) = 27 — 1828 + 14427 — 67225 + 20162° — 40322 + 537623 — 460822 + 23042 — 512
() =
[pp(x) — po(z)| <

py(z) = pp(x + Az), kde |Azx| <

18.2 Hornerova metoda - obecné
Hornernova metoda

Chceme vyhodnotit funkéni hodnotu polynomu

p(z) =ao+ a1z + -+ apz”.

Hornerova metoda spociva ve vyhodnoceni
p() = (- (@) + an1)z + an2)z + -+ az)z + a1 )+ a,

kde je potieba 2n operaci s plovouci ¢arkou! pro n > 0.

L flops
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Hornerova metoda - chyba
Spocitdme chybu vzniklou pouzitim operaci se strojovymi ¢isly.

(anx(l) + an—1)(1) = anx(2) + an—1(1).

((an2(2) + an—1(1))x(1) + an—2)(1)
(0n2(3) + an12(2) + an_2){1)
an®?(4) + an_12(3) + an_o(1).

Indukei dostaneme celkovou chybu napoéitané hodnoty polynomu p v bodé x oznacené p(z):
p(x) = ap(1) + arz(3) + - - an_12" 1 (2n — 1) + a,z"(2n).
Hornerova metoda - dopfedna chyba

u

Plati (l) =14 0;, kde ’@z’ < 1 —ia = ;.
—1
Odhadneme dopiednou chybu néasledovné

n

p(x) = ()| < 2 Y lail|z]"
i=0

Pro relativni chybu pak plati '
p(z) —p(x)| _ - Xiolaillz|
—= n
p(z)] p(z)]

Toto je apriorni teoreticky odhad dopfedné chyby, a v nékterych pripadech je odhad velice nadsazeny.

Lehce nahlédneme, Ze prava strana muze byt jakkoliv velka.

Misto tohoto horniho odhadu si spoéitame k jaké zaokrouhlovaci chybé doslo presnéji (tzv. Running

error analysis).

Hornernova metoda - aposteriorni odhad dopfedné chyby (1/2)

Pro dané z definujme posloupnost (¢;) takto: ¢, = an a ¢; = ¢i+12 + a; pro vSechna i € {0,...,n — 1}.

Tedy qo = p(z).
V i-tém kroku Hornerovy metody plati
(14 €)G = Git12(1 + ;) + a;,  kde |6, |e;] < u.
Oznacme ¢; = q; + f;, dostaneme
(1+€)Gi = (qiv1 + fir1)r + 2Gir10; + a;.
Vyjadiime f;:

fi = Giy1® — q; + a; +fip1x + 2Gip10; + €G-
—_—
=0

Plat{ f, = 0.
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Hornernova metoda - aposteriorni odhad dopfedné chyby (2/2)

Odhadneme f;:
|fil < [fiallz] + alla||gsa | + [@l)-
Oznac¢me posloupnost (7;) tak, aby |f;| < um;, tedy
m™=0 a m=z|mig+ |zl + |Gl
Aposteriorni doprednou chybu 7y tedy muzeme vyhodné napocitat béhem vypocétu gy = p(x) a bude

platit
p(z) — p(z)| < mou.

Hornerova metoda - zpétna chyba

p(x) = ag(l) + a1z(3) + - an_12" 1 (2n — 1) + a,z"(2n).

Tedy zpétna chyba je:
p(z) = p(z + A(z)), kde [A(z)] < yan|z]

Vypocet funkéni hodnoty polynomu - relativni podminénost
Predpokladejme p(z) # 0.
Podle véty o stredni hodnoté plati

Ip(z + 02) — p(z)| = [p'(€)dz]

pro né&jaké € € (z,z 4 dx) nebo € € (z + dz, x).

Plati .
p(z + ) —p(x)| _ [p'(e)ox]
p(z)] p(z)]
a tedy
o = P +38z) —p(@)|/lp(@)] _ |zp'()]
r = =
0| /|| [p(z)]
Changelog
Verze Datum Autor Log
1.01 14.12.2019 SS Doplnéni slova zaokrouhlovaci.
1.0 16.12.2019 SS Vychozi verze.
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