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14. P¥imé a iteracni metody obecné
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Pfimé metody

P¥ima metoda pocita feseni néjakého problému v kone¢ném poctu kroki tak, ze v teoretické absolutni
presnosti dava (presné) feseni.
Ptiklady z linearni algebry:

m Gaussova eliminaéni metoda (GEM),
m metoda hledani inverze matice pomoci GEM,

m ..pomoci rozkladii matic (Choleského, LU, QR, ..),
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Obecna myslenka iteracnich metod

Iteracni metody hledaji priblizna feSeni matematickych problémi tak, ze konstruuji posloupnost
pribliznych feseni*:

Lo, L1, L2, ..

1y néjaké normé
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Obecna myslenka iteracnich metod

Iteraéni metody hledaji pfiblizna feseni matematickych problémi tak, ze konstruuji posloupnost
pribliznych feseni*:

o, T1, T2,...
Kazdé dalsi priblizné ,feseni* je odvozeno z predchoziho:

vy = T(vk-1),

pro k > 0 a zatim blize neurcené zobrazeni T

1y néjaké normé
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Obecna myslenka iteracnich metod

Iteraéni metody hledaji pfiblizna feseni matematickych problémi tak, ze konstruuji posloupnost
pribliznych feseni*:

o, T1, T2,...
Kazdé dalsi priblizné ,feseni* je odvozeno z predchoziho:

vy = T(vk-1),

pro k > 0 a zatim blize neurcené zobrazeni T

Zobrazeni T je voleno tak, aby posloupnost (zj)72, méla limitu®, ktera je skuteénym FeSenim dané
dlohy.
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Obecna myslenka iteracnich metod

Iteraéni metody hledaji pfiblizna feseni matematickych problémi tak, ze konstruuji posloupnost
pribliznych feseni*:

o, T1, T2,...
Kazdé dalsi priblizné ,feseni* je odvozeno z predchoziho:

vy = T(vk-1),

pro k > 0 a zatim blize neurcené zobrazeni T

Zobrazeni T je voleno tak, aby posloupnost (zj)72, méla limitu®, ktera je skuteénym FeSenim dané
dlohy.

Poznamka: Pokud je T' neménné pro vSechny iterace k, metoda se nazyva stacionarni.

1y néjaké normé
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s vs

15. Vlastni Cisla a vektory: pripomenuti
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Vlastni Cisla a vektory

m Komplexni ¢islo A nazyvame vlastnim Cislem matice M € C™™, pravé kdyz existuje nenulovy vektor
u € C” spliujici rovnici
Mu = Au.

Takovyto vektor u pak nazyvame vlastnim vektorem matice M prislusejicim k vlastnimu Cislu A.
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m Komplexni ¢islo A nazyvame vlastnim Cislem matice M € C™™, pravé kdyz existuje nenulovy vektor
u € C” spliujici rovnici
Mu = Au.

Takovyto vektor u pak nazyvame vlastnim vektorem matice M prislusejicim k vlastnimu Cislu A.

m VSechny vlastni vektory matice M prislusejici vlastnimu Cislu A spolu s nulovym vektorem tvori
podprostor ker(M — \E).
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Vlastni Cisla a vektory

m Komplexni ¢islo A nazyvame vlastnim Cislem matice M € C™™, pravé kdyz existuje nenulovy vektor
u € C” spliujici rovnici
Mu = Au.

Takovyto vektor u pak nazyvame vlastnim vektorem matice M prislusejicim k vlastnimu Cislu A.

m VSechny vlastni vektory matice M prislusejici vlastnimu Cislu A spolu s nulovym vektorem tvori
podprostor ker(M — \E).

m Vlastni Cisla matice M jsou pravé koreny charakteristického polynomu matice M, tj. polynomu
pm(A) :=det(M — \E).
Kazda takovato matice M ma proto nejvyse n rliznych komplexnich vlastnich Cisel.
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Vlastni Cisla a vektory

m Hledat koreny charakteristického polynomu ,velkého" stupné neni snadné. Postup pro hledani
vlastnich Cisel znamy z linedrni algebry neni pouzitelny.
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Vlastni Cisla a vektory

m Hledat koreny charakteristického polynomu ,velkého" stupné neni snadné. Postup pro hledani
vlastnich Cisel znamy z linedrni algebry neni pouzitelny.

m Dokonce plati nasledujici pozorovani: umime-li hledat vlastni ¢isla matice, pak umime hledat koreny
polynomi. Skutecné, pro monicky polynom

gx) =z" 4+ 12" 4tz + o

jsou vlastni &isla matice (tzv. matice spoleénice (companion matrix) monického polynomu q)

00 -+ 0 —c

1 0 --- 0 =&
C(q) := 01 -+ 0 —c

00 -+ 1 —cp_1

presné kofeny polynomu ¢. Polynom ¢ je totiz (pfipadné az na multiplikativni znaménko)
charakteristickym polynomem matice C(q).
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Diagonalizovatelnost matice

m Matice M € C™™ je diagonalizovatelna, pravé kdyz existuji diagonalni matice D € C™"™ a regularni
matice P € C™" spliujici
M = PDP™!.
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Diagonalizovatelnost matice

m Matice M € C™" je diagonalizovatelna, pravé kdyz existuji diagonalni matice D € C™" a regularn{
matice P € C™" spliujici
M = PDP™!.

m P¥ipomenuti: V predchozi prednasce jsme zkoumali mocniny matice M, plati M* = PD*pP—1,
Vlastni ¢isla kontroluji asymptotické chovani téchto mocnin pro k — +o0.
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Diagonalizovatelnost matice

m Matice M € C™™ je diagonalizovatelna, pravé kdyz existuji diagonalni matice D € C™"™ a regularni
matice P € C™" spliujici
M = PDP™!.

m P¥ipomenuti: V predchozi prednasce jsme zkoumali mocniny matice M, plati M* = PD*pP—1,
Vlastni ¢isla kontroluji asymptotické chovani téchto mocnin pro k — +o0.

m Poznamka: Matice P obsahuje ve sloupcich vlastni vektory matice M (Lze ovéfit. Tyto vlastni
vektory tvori bazi C™. Prvky na diagonale matice D jsou pravé vlastni ¢isla matice M (véetné
nasobnostf).
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Vyuziti vlastnich cisel

Vlastni Cisla hraji dilezitou roli v fadé aplikaci, namatkou

m Klasifikace kuzeloseek a kvadrik (geometrie).

m Kvantové pocitani, kvantovd mechanika, asymptotické chovani riznych systémi (fyzika).

m Analyza hlavnich komponent: PCA neboli principal component analysis (big data).

m Rozpoznavani 2D i 3D objektd pomoci spektralnich metod (Al).
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Vyuziti vlastnich cisel

Vlastni Cisla hraji dilezitou roli v fadé aplikaci, namatkou

m Klasifikace kuzeloseek a kvadrik (geometrie).

m Kvantové pocitani, kvantovd mechanika, asymptotické chovani riznych systémi (fyzika).

Analyza hlavnich komponent: PCA neboli principal component analysis (big data).

m Rozpoznavani 2D i 3D objektd pomoci spektralnich metod (Al).

Konkrétnéjsi priklad: PageRank méri relativni didlezitost WWW stranek zkoumanim odkaz(i mezi
nimi.
m Jeho vypocet spociva ve vypoctu vlastniho vektoru k dominantnimu ¢&islu modifikované matice

sousednosti grafu téchto odkazi.

m K vypoétu PageRanku se pouziva se tzv. mocninna metoda (power method), kterou si probereme
dale.
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16. Norma — pfipomenuti
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Norma — dpfipomenuti

Definice 17.1 (Norma (norm))

Norma na vektorovém prostoru V' (nad R nebo C) je zobrazenf || - || : V — R{ splfiujici:

lz]| =0=2 =0,
laz|| = | - [,

llz + yll < llz| + |ly|| (trojdhelnikové nerovnost),

pro vsechna z,y € V a vSechny skaléry a.
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Norma — dpfipomenuti

Definice 17.1 (Norma (norm))

Norma na vektorovém prostoru V' (nad R nebo C) je zobrazenf || - || : V — R{ splfiujici:

lz]| =0=2 =0,
laz|| = | - [,

llz + yll < llz| + |ly|| (trojdhelnikové nerovnost),

pro vSechna x,y € V a vSechny skalary a.

Na R™ (C™) je nejzndméjsi pravdépodobné eukleidovska norma:

piy

n 2

|zl]2 := (ZT¢2> :
1=1

kde x = (21,...,2,) € R™ (C™). (Ovéfeni trojahelnikové nerovnosti neni trivialni!)
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Norma — dalsi priklady znovu

DalSimi ¢asto uzivanymi normami jsou:

@)oo :=max {|z;] | i € {1,...,n}} (tzv. maximovéa norma)
n

21 := Z || (tzv. souctova norma)
i=1
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Norma — dalsi priklady znovu

DalSimi ¢asto uzivanymi normami jsou:

@)oo :=max {|z;] | i € {1,...,n}} (tzv. maximovéa norma)
n

21 := Z || (tzv. souctova norma)
i=1

Obecné, pro libovolné p > 1 je

normou na R™ (resp. C™). (Ovéfenf trojihelnikové nerovnosti nenf trivialni!)
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Ekvivalence norem

Rekneme, 7e dv& normy || - ||, a || - ||y na prostoru V' jsou ekvivalentni, pokud existuji konstanty C; a Cy
takové, ze
Ve eV, Cifzlls < lzlla < Callzlls.

Véta 17.2

Necht V' je vektorovy prostor kone¢né dimenze nad R nebo C a necht || - ||, a || - ||» jsou dvé normy na
V. Plati, Ze || - || @ || - ||» Jsou ekvivalentn.
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17. Mocninnd metoda
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Mocninna metoda: uvod a predpoklady (1/3)

m Ve své zakladni varianté slouzi mocninna metoda k nalezeni v absolutni hodnoté nejvétsiho
vlastniho ¢isla (takovému se fika dominantni vlastni éislo) a pFislusného vlastniho vektoru.
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Mocninna metoda: uvod a predpoklady (1/3)

m Ve své zakladni varianté slouzi mocninna metoda k nalezeni v absolutni hodnoté nejvétsiho
vlastniho &isla (takovému se Fikd dominantni vlastni &islo) a pFislusného vlastniho vektoru.

m Mé&jme matici M € C™". Predpokladejme, Ze je diagonalizovatelnd, tj. existuje regularni matice
P e C™" spliujicf
M = PDP~ 1,

kde D = diag(A1,...,\,) a dale navic ptedpokladejme, ze mizeme jeji vlastni ¢isla oznadit takto:

Al > Ao 2 -+ = [Anl-
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Mocninna metoda: uvod a predpoklady (1/3)

m Ve své zakladni varianté slouzi mocninna metoda k nalezeni v absolutni hodnoté nejvétsiho
vlastniho &isla (takovému se Fikd dominantni vlastni &islo) a pFislusného vlastniho vektoru.

m Mé&jme matici M € C™". Predpokladejme, Ze je diagonalizovatelnd, tj. existuje regularni matice
P e C™" spliujicf
M = PDP~ 1,

kde D = diag(A1,...,\,) a dale navic ptedpokladejme, ze mizeme jeji vlastni ¢isla oznadit takto:
Al > Ao 2 -+ = [Anl-
Poznamky:

m Z vySe uvedeného plyne, Ze dominantni vlastni &islo A; neni degenerované (pfislusny vlastni
podprostor matice M mé dimenzi 1).

m Predpoklad diagonalizovatelnosti Ize odstranit, v zdjmu jednoduchosti vykladu ho ale pfijmeme.
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Mocninna metoda: uvod a predpoklady (2/3)

Jak moc je predpoklad o vlastnich &islech restriktivni?

2definice v handoutu
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Mocninna metoda: uvod a predpoklady (2/3)

Jak moc je predpoklad o vlastnich &islech restriktivni?

Spliuji jej velké t¥idy matic: kladné matice a obecnéji primitivni?

matice (tzv. Perronova-Frobeniova véta).

2definice v handoutu
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Mocninna metoda: uvod a predpoklady (2/3)

Jak moc je predpoklad o vlastnich &islech restriktivni?

Spliuji jej velké t¥idy matic: kladné matice a obecnéji primitivni?

matice (tzv. Perronova-Frobeniova véta).

Jak moc je predpoklad o diagonalizovatelnosti restriktivni?

Neni, ten mame pouze pro zjednoduseni. V obecnéjsi varianté Ize opét pouzit Jordaniiv normalni tvar

(bez zmény principu).

2definice v handoutu
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Mocninna metoda: uvod a predpoklady (3/3)

m Hleddme vlastni vektor pridruzeny k vlastnimu Cislu A1, tedy nenulovy vektor u; spliujici

]qul = )\1111.
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Mocninna metoda: uvod a predpoklady (3/3)

m Hleddme vlastni vektor pridruzeny k vlastnimu Cislu A1, tedy nenulovy vektor u; spliujici

]M/ul = )\1111.

m Mocninnd metoda je iterativni metoda. Zvolme x, € C™ a sestrojme posloupnost (x;)7°

zadanou rekurentné vztahem
X1 = Mxyg, k € N.

Ekvivalentné mame explicitni vyjadreni

x; = M*xy, keN.
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Mocninna metoda: uvod a predpoklady (3/3)

m Hleddme vlastni vektor pridruzeny k vlastnimu Cislu A1, tedy nenulovy vektor u; spliujici

JWul = )\1111.

m Mocninnd metoda je iterativni metoda. Zvolme x, € C™ a sestrojme posloupnost (x;)7°

zadanou rekurentné vztahem
Xk4+1 = Mx;, keN.

Ekvivalentné mame explicitni vyjadreni

x; = M*xy, keN.

m Tento vzorec je plivodem vzitého ndzvu mocninnd metoda (téz power iteration).
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Mocninna metoda: vlastni vektor (1/3)

m Vektor x( Ize napsat jako linedrni kombinaci vlastnich vektorli matice M, tj.
Xp = Pa,

kde a = (a1, ..., )T € C" je vektor obsahujici koeficienty p¥islu$né linarni kombinace.
Predpokladejme, ze «; # 0. (PYi ndhodné volbé vektoru xq je rovnost cr; = 0 nepravdépodobnad.)
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Mocninna metoda: vlastni vektor (1/3)

m Vektor x( Ize napsat jako linedrni kombinaci vlastnich vektorli matice M, tj.
Xp = Pa,

kde a = (a1, ..., )T € C" je vektor obsahujici koeficienty p¥islu$né linarni kombinace.
Predpokladejme, ze «; # 0. (PYi ndhodné volbé vektoru xq je rovnost cr; = 0 nepravdépodobnad.)

m Pro nasi posloupnost (x;)2, potom plati

X, = M"xq = (PDP ') xy = PD*a = Pdiag(\},...,\)a =

A\ " An )
=\Pdiag|1,(22) ,... (22
Al Pdiag| 1, N , % «,
kde D = diag(A1, ..., \n).
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Mocninna metoda: vlastni vektor (2/3)

m Nyni vektor x; normalizujme tak, aby jeho prvni slozka byla rovna 1 (vizte poznamku déle), tedy

k k
: As An
- Pdlag<1,(/\f> ,...,(/\1) >a

k= G (Pdiag<1,(§j>k’--"(§?)k> a)l B

Pdiag(1,0,...,0)c
(P diag(L,0, ...,0)a);

=Yoo € ker(M — A\ E),

kdyz k — +o00. Skutec¢né, dle naseho predpokladu totiz
("
) =

Pdiag(1,0,...,0)a = ajuy € ker(M — A\ E).

pro kazdé ¢+ =2,3,...,n a
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Mocninna metoda: vlastni vektor (3/3)

Hned na tomto misté je vhodné ucinit nékolik poznamek:
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Mocninna metoda: vlastni vektor (3/3)

Hned na tomto misté je vhodné ucinit nékolik poznamek:

m P¥i normalizaci mizeme/musime zvolit i jinou slozku nez prvni, ktera je nenulova. Vlastni vektor
je nenulovy a jedna z jeho slozek proto nutné musi byt nenulova.
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Mocninna metoda: vlastni vektor (3/3)

Hned na tomto misté je vhodné ucinit nékolik poznamek:

m P¥i normalizaci mizeme/musime zvolit i jinou slozku nez prvni, ktera je nenulova. Vlastni vektor
je nenulovy a jedna z jeho slozek proto nutné musi byt nenulova.

m Kdybychom védéli, ze A1 > 0, pak Ize vektory x; skutecné normalizovat a tim se také zbavit
mocnin A¥. Ve vypoctu vyse bychom kladli (stru¢ny zapis)

Coxp AP NP MEPL) (P
YR Tl T IEE- T @I M@ 1@l

a posloupnost (yy);>5 by opét byla konvergentni.
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Mocninna metoda: vlastni vektor (3/3)

Hned na tomto misté je vhodné ucinit nékolik poznamek:

m P¥i normalizaci mizeme/musime zvolit i jinou slozku nez prvni, ktera je nenulova. Vlastni vektor
je nenulovy a jedna z jeho slozek proto nutné musi byt nenulova.

m Kdybychom védéli, ze A1 > 0, pak Ize vektory x; skutecné normalizovat a tim se také zbavit
mocnin A¥. Ve vypoctu vyse bychom kladli (stru¢ny zapis)

Coxp AP NP MEPL) (P
YR Tl T IEE- T @I M@ 1@l

a posloupnost (yy);>5 by opét byla konvergentni.

m Pro kladné a nezdporné ireducibilni matice plati A; > 0 a sloZky u; jsou také kladné (opét
Perronova-Frobeniova véta).
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Mocninna metoda: vlastni cislo

m Vlastni Cislo, resp. jeho aproximaci, nyni snadno zjistime nasledovné

<yka]VIYk> <y:>07]\/[y00> _ <YOO;/\1Y<><)> =\

lyxl? [yooll? [¥soll?

zde (z,y) znad&i standardni skalarni sou¢in® na C™ a ||z|| je euklidovska norma.

3Tedy (z,y) leyz
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Mocninna metoda: vlastni cislo

m Vlastni Cislo, resp. jeho aproximaci, nyni snadno zjistime nasledovné

<ykaNIYk> <y:>07]\/[y00> _ <YO<>;/\1Y<>O> =\

lyxl? [yooll? [¥soll?

zde (z,y) znad&i standardni skalarni sou¢in® na C™ a ||z|| je euklidovska norma.

m Alternativné bychom mohli vzit libovolné (nenulové na ker(M — A\ E)) linedrni zobrazeni
@ : C" — C a poditat podily

o(My) PMyow) _ P(MYoo)
oK) o) | oy

= A1

Napfiklad ¢(v) = (v); pro zvolené i € {1,2,...,n}.

3Tedy (z,y) leyz
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Mocninna metoda: konvergence

m Kritérium zastaveni (|| - || je jistd norma na C™): mame-li posledni iteraci aproximace vlastniho
o T k . .
vektoru yj a vlastniho &isla )\g ), pak otestujeme reziduum

My, — APyl <e.
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Mocninna metoda: konvergence

m Kritérium zastaveni (|| - || je jistd norma na C™): mame-li posledni iteraci aproximace vlastniho
o T k . .
vektoru yj a vlastniho &isla )\g ), pak otestujeme reziduum

k
My = APyl <e.

m Pro rychlost konvergence posloupnosti plati (odhad explicitné neprovadime)
k)
2k->
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Mocninna metoda: konvergence

m Kritérium zastaveni (|| - || je jistd norma na C™): mame-li posledni iteraci aproximace vlastniho
o T k . .
vektoru yj a vlastniho &isla )\g ), pak otestujeme reziduum

k
My = APyl <e.

m Pro rychlost konvergence posloupnosti plati (odhad explicitné neprovadime)
k)
2k->

m Obecné pozorovani: Jsou-li vlastni Cisla ,blizko u sebe”, pak muze byt vypocet velmi pomaly.

A2
||Yk- *yooH =0 ( )\*1

a vlastnich ¢isel plati

b= =o (|5
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Mocninna metoda: poznamky

m Dejme tomu, Ze jsme mocninnou metodou nalezli dominantni vlastni ¢islo A1 a jemu pFislusejici
normalizovany (Euklidovou normou) vlastni vektor uy. Jak hledat dalsi vlastni &isla?

4a vektor je stéle sloupec
NI-MPI prednaska 8 24 / 29
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Mocninna metoda: poznamky

m Dejme tomu, Ze jsme mocninnou metodou nalezli dominantni vlastni ¢islo A1 a jemu pFislusejici
normalizovany (Euklidovou normou) vlastni vektor uy. Jak hledat dalsi vlastni &isla?

m Predpokladejme, ze matice M je normalni (M MT = MT M, dyka oznaluje transpozici a komplexni
sdruzenfi), pak ma ortogonalni vlastni vektory.

m MiZeme matici upravit nasledovné (te¢ka oznaluje maticové nasobeni*; pruh komplexni sdruzeni

slozek)
M’ := M — \u; - ul.

m Matice M’ ma nyni vektor u; také jako vlastni vektor, ale s vlastnim &islem 0! Skutecné,

ZV[’ul = MU1 — )\1111 . ||111||§ = /\1u1 — )\1111 =0.

m Nyni aplikujeme mocninnou metodu (jsou-li splnény jeji predpoklady) na M’ a ziskdme druhé v

s vs

absolutni hodnoté nejvétsi vlastni Cislo matice M.

4a vektor je stéle sloupec
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Mocninna metoda: ukazka (1/2)

Uvazme matici
36408 + 16769¢ —5412 — 2481: 107256 + 493974
—10656 — 51644 1584 + 76214 —31392 — 152104
—12876 — 59544 1914 4 8813 —37932 — 17539
4329 — 2621 —643 + 39 12753 — 7714

M =

Je zkonstruovéna tak, ze jeji vlastni &isla jsou —2i, —i, 3i/2, 3/2.
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Mocninna metoda: ukazka (1/2)

Uvazme matici
36408 + 167697 —5412 — 24817 107256 + 493977 —492 — 2144
—10656 — 51644 1584 + 76214 —31392 — 152104 144 + 662
—12876 — 59544 1914 + 8811 —37932 — 17539 174 + 76¢
4329 — 2621 —643 + 39 12753 — 7714 —58 + 67

M =

Je zkonstruovéna tak, ze jeji vlastni &isla jsou —2i, —i, 3i/2, 3/2.

Pozadujeme pFesnost (mez pro reziduum) & = 106, Aproximace \; z poslednich 7 iteraci:

0.0000477588150960872 — 1.999914245412417
—0.0000479821875446196 — 1.99998019901599:
—0.0000272650944159076 — 2.00002375338328¢

0.0000271520045767515 — 2.00002973125038:

0.0000154506695115737 — 1.999972725323141
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Mocninna metoda: ukazka (2/2)

3
o
T
[ 3
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18. QR algoritmus
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QR faktorizace a QR algoritmus (1/2)

m Mocninnd metoda se nehodi na hledani véech vlastnich ¢isel matice M.

m Navic maticové nasobeni je obecné narocné a vyplati se az pro velké fidké matice.
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QR faktorizace a QR algoritmus (1/2)

m Mocninnd metoda se nehodi na hledani véech vlastnich ¢isel matice M.

m Navic maticové nasobeni je obecné narocné a vyplati se az pro velké fidké matice.

m Existuji dalsi algoritmy zaloZené na sérii podobnostnich transformaci: cilem je sestrojit posloupnost
matic (M), Mo = M tak, ze

M, =P,M,_P;', keN,

kde kazda Py je regularni, My — M., a pro limitni matici umime snadno spocitat vlastni Cisla
(napfiklad je horni trojahelnikova).
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QR faktorizace a QR algoritmus (2/2)

m QR faktorizace matice spociva ve vyjadreni redlné (resp. komplexni) matice M ve tvaru soucinu
M=Q-R,

kde @ je ortogonalni (resp. unitarni) a R je horni trojihelnikova.
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QR faktorizace a QR algoritmus (2/2)

m QR faktorizace matice spociva ve vyjadreni redlné (resp. komplexni) matice M ve tvaru soucinu
M=Q-R,

kde @ je ortogonalni (resp. unitarni) a R je horni trojihelnikova.
m Existuje nékolik algoritm@ poditajicich tuto faktorizaci (Gram-Schmidt, Hauseholderova
transformace, Givensova rotace).
m QR algoritmus tuto faktorizaci provadi v kazdém kroku. Zhruba ¥eceno, pro M), spocteme jeji QR
faktorizaci
My, = Qi Ry,

a polozime
Myt = RiQr, = Q' Qe Ri Q1 = Q; " My Qy,

Iterace zacind s My = M. VSechny matice M}, jsou podobné nasi M a maji tedy stejna vlastn{
Cisla. Za jistych predpokladlii M} konverguje k trojihelnikové matici.
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