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Motivace

Vypocet derivace (a derivace samotna) je zdkladnim analytickym matematickym
nastrojem.

Umét poditat derivaci v nepresné aritmetice je dilezité pro mnoho dalSich
algoritm.
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Motivace

Vypocet derivace (a derivace samotna) je zdkladnim analytickym matematickym
nastrojem.

Umét poditat derivaci v nepresné aritmetice je dilezité pro mnoho dalSich
algoritm.

Jedna z (dalsich) komplikaci, se kterou se pfi vypoltu
derivace miizeme potkat, je ze hodnoty derivované
funkce zname jen v nékolika izolovanych bodech.
Naptiklad méfime pozici auta kazdou minutu (napf.
pomoci GPS) a chceme zjistit jeho rychlost.

Pokud znédme pozici jen v izolovanych bodech, tak neni mozné pouzit klasickou
derivaci.

Jednim z YeSeni je pouziti pfibliznych (numerickych) metod pro derivovani.
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Hlavni myslenka

Hlavni myslenkou metod pro priblizny vypocet derivace je vyhodnoceni funkce v

n&kolika bodech, najit polynom?, ktery tyto body dostaten& dobre interpoluje, a
spocitat derivaci tohoto polynomu.

Ihebo obecné néjakou funkci
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Hlavni myslenkou metod pro priblizny vypocet derivace je vyhodnoceni funkce v
n&kolika bodech, najit polynom?, ktery tyto body dostaten& dobre interpoluje, a
spocitat derivaci tohoto polynomu.

U této metody je dillezité mit prehled o chybé, kterou napachame, kdyz
derivujeme jinou funkci (interpolujici polynom) nez tu pivodni funkci. Tuto chybu
budeme nazyvat chybou zanedbanim (truncation error).

Ihebo obecné néjakou funkci
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Hlavni myslenka

Hlavni myslenkou metod pro priblizny vypocet derivace je vyhodnoceni funkce v
n&kolika bodech, najit polynom?, ktery tyto body dostaten& dobre interpoluje, a
spocitat derivaci tohoto polynomu.

U této metody je dillezité mit prehled o chybé, kterou napachame, kdyz
derivujeme jinou funkci (interpolujici polynom) nez tu pivodni funkci. Tuto chybu
budeme nazyvat chybou zanedbanim (truncation error).

Jedna se tedy o dalsi zdroj chyby (spolu s chybami, které jsou zapfi¢inény
nepfesnou aritmetikou — zaokrouhlovacimi chybami).

Jak uvidime, numericka derivace je velice citlivd na chyby spojené s nepresnou
aritmetikou.

Ihebo obecné néjakou funkci
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Problém

Méjme funkci f, jejiz hodnoty zname pouze v nékolika izolovanych bodech.

Problém numerické derivace (numerical differentiation) spo&iva ve vypoétu
priblizné hodnoty derivace [’ funkce / vhodnymi kombinacemi znamych hodnot f.
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Hlavni my3lenka (1/2)

Definice derivace f/(a) je pomoci limity:

f/(a):}l%f(a—’_h}i_f(a)

P¥edpokladejme déle, Ze tato limita existuje (tedy ze | je diferencovatelna v bodé

a).
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Hlavni myslenka (1/2)

Definice derivace f’(a) je pomoci limity:

oy — i L@t ) = fla)
f(a)fhm*.

h—0

Predpokladejme dale, Ze tato limita existuje (tedy Ze f je diferencovatelnd v bodé

a).

Pfirozenou aproximaci hodnoty [’(a) je vyraz

oy L)~ f(@)
h
kde % je (malé) kladné &islo.
Tato hodnota se nazyvd Newtoniv diferenéni kvocient (Newton's (difference)
quotient) nebo prvni diference vp¥ed. |[~"#7883
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Hlavni myslenka (2/2)

Pfimka (chéapéna jako funkce x) p; interpolujici [ v a a a + I je ddna rovnici

fla+h)—f(a)

p1(x) = f(a) + h

(x —a).

Derivace funkce pi(z) je pravé diferenéni kvocient funkce [ v a.
Jinymi slovy, smérnice pfimky p; je pfibliznou hodnotou tecny funkce [ v bodé a.
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Levostranna varianta

Alternativni moZznosti je pouzit prvni diference vzad:

f'(a) ~ fla) = fla=h)
h

Tato aproximace se chova podobné, a jeji analyza je zcela analogicka dopredné
verzi, kterou budeme uvaZovat.
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Piklad

Méjme f(z) = sin(x) v a = 0.5 a pouzijme dvojitou presnost.

Vime, ze derivace spliiuje [/(x) = cos(x), tedy ['(a) ~ 0.8775825619 s 10

spravnymi ciframi.

Aproximace se zlepSuje se zménsujicim se /1 — olekavané chovani!
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h

1071
1072
1073
1074
105
106

fla+h)—f(a)
h

0.8521693479
0.8751708279
0.8773427029
0.8775585892
0.8775801647
0.8775823222

f'(a)

_ flat+h)—f(a)

2.5 -
24.
24
24-
24-
24

h

1072
1073
1074
107°
10—
1077
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Chyba zanedbanim

K analyze chyb v numerické derivaci pouzijeme Tayloriiv polynom se zbytkem.
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K analyze chyb v numerické derivaci pouzijeme Tayloriiv polynom se zbytkem.

2
Flath) = Fa) +hf'(a) + 5 ().
kde &, € (a,a+ h).
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Chyba zanedbanim

K analyze chyb v numerické derivaci pouzijeme Taylorliv polynom se zbytkem.

2
Flath) = Fa) +hf'(a) + 5 (6.
kde &, € (a,a+ h). Tedy

flay - LA ZT@) B,
[

Toto je chyba zanedbanim této aproximace.
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Piklad

Mé&jme znovu f(z) = sin(x) v bodé a = 0.5. Plati /() = — sin(x), takze chyba
zanedbanim je

fla+h) = f(a)

h
; = 3sin(6)  kde& € (05,05 +h).

f'(a) -
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Pfiklad

Mé&jme znovu f(z) = sin(x) v bodé a = 0.5. Plati f”(x) = —sin(z), takze chyba
zanedbanim je

f'(a) — w = gsm(gh) kde &, € (0.5,0.5 + h).

Pro i = 0.1 je tedy chyba zanedbanim v intervalu

[0.05 sin(0.5), 0.05 sin(0.6)] ~ [2.397 - 1072, 2.823 - 10 2.
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Pfiklad

Méjme znovu f(z) = sin(x) v bodé a = 0.5. Plati f”(x) = —sin(z), takZe chyba
zanedbanim je
h) — h
f'(a) — M =3 sin(&p,) kde &, € (0.5,0.5 + h).
Pro h = 0.1 je tedy chyba zanedbanim v intervalu
[0.05 sin(0.5), 0.05 sin(0.6)] ~ [2.397 - 1072, 2.823 - 10~2].

S mensim / se bude &islo &, blizit 0.5 a sin(¢),) se bude bliZit
sin(0.5) ~ 0.479426. Tedy, pro h = 10~", bude chyba sméfovat k

10" . . .
sin(0.5) ~ 0.2397 - 10~ ™.
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Aproximace chyby zanedbanim

Pokud je [”(x) spojita, pak se obecné &;, bude bliZit « pokud /. pajde k nule.
Mizeme tedy aproximovat (" (&) ~ [ (a).

Chyba zanedbanim p¥i pouziti prvni diference vpred k aproximaci ['(«a) je p¥iblizné

dana }

fla+h)— fla)| _h
h )

f(a) — |/ (a)] .

NI-MPI prednaska 13  sli.do: #7883 13 /26


https://www.sli.do/

Horni mez chyby zanedbanim

Skute¢na hodnota chyby zanedninim je déana

o)~ LD ION B g e € (ot
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Horni mez chyby zanedbanim

Skute¢na hodnota chyby zanedninim je déana

pa) - LD ZION 2 g e e (@at)

Véta 10.1

Necht [ ma spojité druhé derivace na okoli bodu .
Chyba zanedbani je omezena

fla+h)—f(a)

(@) - B

h
< - max |f"(2)].
~ 2 z€la,ath] ‘/ ( )‘

VSimnéte si, ze je tfeba zahrnout i hranici intervalu [a,a + 7).
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Zaokrouhlovaci chyba - priklad

Pocitame-li aproximace pomoci malych hodnot /2 musime provadét kritickou
operaci f(a + h) — f(a), tedy odé&itani dvou téméF stejnych Cisel, coz miize byt
zdrojem nezadoucich chyb (kraceni).
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Zaokrouhlovaci chyba - priklad

Pocitame-li aproximace pomoci malych hodnot A musime provadét kritickou
operaci f(a+ h) — f(a), tedy odéitani dvou téméF stejnych &isel, coz mize byt
zdrojem nezadoucich chyb (kraceni).

Méjme znovu f(x) = sin(z) v bodé a

0.5a f/(0.5) ~ 0.8775825619 s 10

spravnymi ciframi. Prov&fmé& hodnoty /» men&i nez 10~ °:

h

1077
1078
107°
10711
10~
1071
1071
10717

NI-MPI prednaska 13  sli.do: #7883

h

0.85775825372
0.8775825622
0.8775825622
0.8775813409
0.8770761895
0.8881784197

1.110223025
0.0000000000

f/(([) - fla+h)—f(a)

h

2.5-1078
—2.9.10710
—2.9.1010

1.2.10°9

5.1-107%
—-1.1-1072
—-2.3-107!

8.8-101
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Zaokrouhlavaci chyby vypoétu funkéni hodnoty

Oznaéme ¢“ maximalni relativni chybu, kterd je napachana p¥i vypoctu funkce f
(mazZe téz zaviset na bodé, ve kterém hodnotu poclitdme) za predpokladu, Ze
nedojde k pretecCeni ani podteceni:

~

f(a)

f1(f(a)) = fla)(1+e) a  flath) = f1(f(a+h)) = f(a+h)(1+es).

kde |¢;| < ¢ proi = 1,2.
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Zaokrouhlovaci chyby v aproximaci derivace (1/2)

Hlavnim zdrojem chyb v diferen¢im kvocientu je odecitani v Citateli. Dovolime si
proto zanedbad déleni, a vypocitanou aproximaci budeme brat dle vzorce

Fla+h) - f(a)
h ’
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Zaokrouhlovaci chyby v aproximaci derivace (1/2)

Hlavnim zdrojem chyb v diferen¢im kvocientu je odecitani v Citateli. Dovolime si
proto zanedbad déleni, a vypocitanou aproximaci budeme brat dle vzorce

fla+h) - f(a)
h

Tedy
'/‘/(”) N M - ./'/<(l) _ fla+ /’]:j v/'(('\) - :/j((f Fh)ea—f(a)e
—h (&) 7%

kde &, € (a,a+ h).
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Zaokrouhlovaci chyby v aproximaci derivace (1/2)

Hlavnim zdrojem chyb v diferen¢im kvocientu je odecitani v Citateli. Dovolime si
proto zanedbad déleni, a vypocitanou aproximaci budeme brat dle vzorce

fla+h) - fla)
W .
Tedy
f'(a) — (a+h) Fla) = f'(a)— f(a+h}z—f(a) _ f(a+h)€’2;—f(a)61
—h (&)

kde &, € (a,a + h).

Chyba zanedbani je Gmérna h, kdezto je umérna 1/h.
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Je-li h malé, plati f(a+h)~ f(a). Tedy

flath)—fl@) o e-a
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Zaokrouhlovaci chyby v aproximaci derivace (2/2)

Je-li h malé, plati f(a+ h) ~ f(a). Tedy

oy - LA T gy 2 )

Clen ¢, — ¢, je zdrojem nejvice nejistoty, protoze nezname znaménka obou hodnot.
Pokud jsou znaménka opacna, musime odhadout ¢5 — ¢; hodnotou 2¢, kde

|E(h)| < €*. (Je vyzdvihnuta zavislost na ©, jelikoZ bereme /1 jako parametr.
Obecné € zavisi i na a.)

flath) = fla) _ h 2¢(h)

VIR
h h 2'/ (@) h

f'(a)
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Zaokrouhlovaci chyby v aproximaci derivace (2/2)

Je-li h malé, plati f(a+ h) ~ f(a). Tedy

oy - LA T gy 2 )

Clen €3 — €; je zdrojem nejvice nejistoty, protoze nezname znaménka obou hodnot.
Pokud jsou znaménka opacna, musime odhadout e — ¢; hodnotou 2¢, kde

|€(R)| < €*. (Je vyzdvihnuta zavislost na h, jelikoz bereme h jako parametr.
Obecné € zavisi i na a.)

flay - LA I gy 2 g,

Tedy
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Zaokrouhlovaci chyba v aproximaci derivace - ptiklad (1/2)

Méjme opét f(x)

17(0.5) = 0.8775825619.

fla+h)—f(a)
h

0.85775825372
0.8775825622
0.8775825622
0.8775813409
0.8770761895
0.8881784197

1.110223025
0.0000000000
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sin(z) v bodé a

' fla+h)—f(a)
f'(a) — N —

2.5-1078
—2.9.10710
—2.9.10710

1.2-1076 1

5.1-107%
—1.1-1072
—-2.3-1071
—-9.2.107!

0.5 a spravnou hodnotu s 10 ciframi

¢

—7.6 x 10717
2.8 x 1017
5.5 x 10719
~1.3x 10717}
5.3 x 10718
1.1 x 10717
2.4 x 10~17
—9.2 x 10718

19 /26
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Zaokrouhlovaci chyba v aproximaci derivace - ptiklad (2/2)

Vykresleme absolutni hodnotu celkové chyby numerické aproximace derivace
funkce f(x) = sin(x) v bodé = = 0.5 v zavislosti na /. Graf je typu log,, — log,,.

=20
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Celkovéa chyba je déna:

Flat+h)—F(a)
f/(a) — Llet=lte)

L (a) - %55 (o)

()] + 22 (o))
"(a)] + 12bHal| £ (a))
"(a)] + 2mexdlablold p(q))

Q

q_

ININ N
NI

=
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Aproximace celkové chyby

Celkova chyba je déana:

Flath)—Fla)
fl(a) — ===

~51"(@) - 55 £(a)]

£ (@)] + 275l | £ (a)
77(@)]+ el ()
L7 (o) + 2ettaliall )

Q

VANVANRPAN
INISANTISA N

Celkova chyba pti pouziti prvni diference vpred je k vypocltu pfiblizné hodnoty
/"(a) je zhruba omezena

fla+h) - f(a)
h

2max{|e1], |e2]}

h,.
S 31" (@) +

f'a) - |f(a)l.
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Mez pro celkovou chybu

Véta 10.2

Necht [ ma spojité druhé derivace na okoli a.
Pro celkovou chybu pri pouZiti prvni diference vpred je k vypoctu priblizné hodnoty
f'(a) plati:

f — fla 2¢*
f'(a) — M < g:\[l + ]LA\/Q.
) 2 D

kde My = max,ciq,atn) |f"(2)| @ My = max,c(q,atn) | f(2)]-
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Optimalni vybér hodnoty h

Nastavme /. tak, aby byla minimalizovana celkova chyba.

Je jednodussi pouzit hruby odhad, protoze M; a My zaviseji na h. Odhadneme-li
(opét) ¢, &islem €, dostaneme odhad

o hyL, o 2
E(a,h) = é‘f (a)| + %\f(u)\.
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Optimalni vybér hodnoty h

Nastavme h tak, aby byla minimalizovana celkova chyba.
Je jednodussi pouzit hruby odhad, protoze M; a My zaviseji na h. Odhadneme-li
(opét) €, Eislem €*, dostaneme odhad
h 2¢*
E(a.h) = 311" (@)] + —If(@)l.

Najdeme extrém tohoto odhadu:

E(a,h)’ : 5 T 73 |f(a)l.
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Optimalni vybér hodnoty h

Nastavme h tak, aby byla minimalizovana celkova chyba.
Je jednodussi pouzit hruby odhad, protoze M; a My zaviseji na h. Odhadneme-li
(opét) €, Eislem €*, dostaneme odhad

h 2¢*
E(a,h) = Z|f"(a)] + —=1f(a)l.
2 h
Najdeme extrém tohoto odhadu:
,_ f"a)]  2e
Bo.h) = 2 - S 1),

a feSime F(a.h) = 0.
Véta 10.3

Necht | ma spojité druhé derivace na okoli bodu a. Hodnota h minimalizujici
horni odhad na celkovou chybu je priblizné

v
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Jiné varianty

Pouziti vzorce w pro aproximaci derivace neni jedinou moznosti, jiné
Casté volby jsou:

f(‘Hh);hf(a*h) (symetricka verze nebo prvni centralni diference);

f(a—2h)—8f(a—h%-2i-}§f(a+h)—f(a+2h) (

4-bodova verze).
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Jiné varianty

Pouziti vzorce w pro aproximaci derivace neni jedinou moznosti, jiné
Casté volby jsou:

f(‘Hh);hf(a*h) (symetricka verze nebo prvni centralni diference);

f(a—2h)—8f(a—h%-2i-}§f(a+h)—f(a+2h) (

4-bodova verze).

Dalsi vylepseni jsou mozna pomoci interpolaci jinymi funkcemi.
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Aproximujeme [’(a) pomoci hodnot f(a —h) a f(a+ h).
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1. prvni centrélni diference (symetricky Newtoniiv diferenéni kvocient)
Aproximujeme f’(a) pomoci hodnot f(a — h) a f(a + h).

R (L (]

Odhad chyby: | [/(a) — M <y

W((l ‘+ € \f a)

(Vyznam os je stejny jako u grafu pro prvni diferenci.)
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Aproximujeme pomoci hodnot f(a — 2h), f(a —h), f(a+ h) and f(a+ 2h).

Fa—2h) —8f(a—h)+8f(a+h) — f(a+2h)
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Numericka derivace
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2. 4-bodova diference

Aproximujeme pomoci hodnot f(a — 2h), f(a —h), f(a+ h) and f(a + 2h).

s fla—2h) —8f(a—h) +8f(a+h) — f(a+2h)
fi(a) = on :

. Fla—2h)—8F(a— 7 —Fla+2 L (5 3¢ | p
Odhad chyby 4//((1)7 f(a—2h)—8f(a /1)]);'?5)‘Lu+/7) f(a+2h) i %U(’)(”)‘JF .%h ‘/(”H

(Vyznam os je stejny jako u grafu pro prvni diferenci.)
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