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Cast I
Vicerozmeérné volné a vazané extrémy

1 Vicerozmérny prostor a funkce

1.1 Norma
Norma a vzdalenost — pFipomenuti

Definice 1.1 — Norma norm. Norma na vektorovém prostoru V (nad R nebo C) je zobrazeni || - || : V — R{
splnujici:

1. x| =0=x=0,
2. [lox|[ = fed - 1[I,
3. x4+ yll < |Ix|| + llyll (trojihelnikové nerovnost),

pro vSechna x,y € V a vSechny skalary a.

Mdame-li normu || - || na V, definujeme vzdalenost vektori x,y € V jako d(x,y) = [|x — y||. Zfejmé plati
c dx,y)=0&x=Yy;
o d(x,y) = d(y,x) (symetrie);
o d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) (trojihelnikova nerovnost).
Ptiklady norem
Pro x = (z1,22,...,2,) € R"( nebo C")
o |xll2 == />, [#]? (eukleidovska norma)
o |Ix]l1:=30 |#i| (souctovd norma)

e Obecné, pro libovolné p > 1

[[5]|p :=

o |[x|loc :=max {|z;||i € {1,...,n}} (maximov norma)

(Ovéfeni trojihelnikové nerovnosti neni vzdy trividlni!)

Okoli bodu
Zvolme né&jakou normu || - || na R™.
Bud x € R" a § € R", §-okoli bodu x je mnoZina

Hs(x) = {b €R": ||x — b|| < 6}

(Takovd mnozina se také nazyva oteviend koule o stfedu x a poloméru 4.)
Obecné pro okoli: pokud nenfi tfeba specifikovat parametr § budeme psét jednoduse H (x).



1.2

1.3

Hromadny bod

Méjme mnozinu M C R”.

Rekneme, ze x € R je hromadnym bodem M (limit/cluster/accumulation point of M), pokud pro viechna

r > 0 plati (H,.(x)\ {x}) N M # 0.
Bod x € M, ktery neni hromadny, se nazyva izolovany.
Limita posloupnosti
Meéjme posloupnost bodu z R", tedy
(%)%
kde x; € R"™.
Rekneme, ze posloupnost (xi);;og ma limitu L € R", pokud

Ye>0 IN Vn>N x,¢€ H/(L).

Znaceni:

lim x, =L
n—oo

Funkce vice proménnych
Funkce vice proménnych

Realnou funkci vice realnych proménnych rozumime zobrazeni
f:Dy =R,
kde Dy C R™ (pro n kladné celé).
Tedy funkce, kterd ma n redlnych parametrti a vraci taktéz redlnou hodnotu.

Dy je definiéni obor (domain).
f(Dy) je obor hodnot (range).

Graf funkce

Graf funkce f je mnozina

Ty = {(b1,ba, ..., by, f(b1,ba,...,bn)): (b1,ba,...,b,) € Dy} C R

Limita funkce vice proménnych
Limita funkce vice proménnych

Rekneme, 7e funkce f : Dy = R, Dy CR", ma limitu L € R v hromadném bodé b mnozZiny D¢ pokud

VH(L) 3H(b) x€ (D;nH(b))\{b} = f(x) € H(L)

Znaceni:

Limity pomoci posloupnosti

Véta 1.2 Méjme funkei f : Dy =+ R, Dy C R". Funkce f méa v hromadném bodé b mnoziny D, limitu L, tedy



1.4

1.5

limyp f(x) = L, pravé tehdy, kdyz pro vSechny posloupnosti (xi):;og C Dy, x; # b, plati

lim x,=b = lim f(x,)=1L

n—-+o0o n—-+o0o

Spojitost
Spojita funkce

Rekneme, 7e funkce f : Dy — R, Dy CR", je spojita v bodé x, € Dy pokud
Ve>0 36>0: ze€(DfNHs(xo)) = f(z) € H(f(x0)).
Funkce f je spojita pokud je spojitd ve vSech bodech z Dy.
Lze formulovat i pomoci limity: funkce f je spojitd, pokud pro vSechny neizolované body xo € Dy plati

lim f(x) = f(xo).

X—X0

Lokalni extrémy
Lokalni extrémy

Definice 1.3 Rekneme, Ze redlnd funkce f méa v bodé b € D I
1. lokalni minimum, pokud 36 > 0, Vx € (Dy N Hs(b)), f(x) > f(b);
2. ostré lokdlni minimum, pokud 3¢ > 0, Vx € (D; N Hs(b)) \ {b}, f(x) > f(b);
3. globalni minimum, pokud Vx € Dy, f(x) > f(b).

Bod b se nazyva postupné bodem lokalniho minima, bodem ostrého lokalniho minima a bodem globalntho minima
funkce f.

Pro globalni minimum (na mnoziné D C Dy) se téz pouzivd argument minima s timto (zneuzitym) znacenim:

b = argmin f(x).
xeD

(Obecné by argmin mél byt vzor minima, tj. mnozina bodi.)
(Ostré) lokdlni maximum a globalni maximum se definuje analogicky.

Extrémy na omezenych a uzavienych mnozinach

Definice 1.4 Mnozina D C R" se nazyva
e omezend, pokud je podmnozinou néjaké oteviené koule;
e otevrena, pokud s kazdym svym bodem obsahuje i néjaké jeho okoli;

o uzaviend, pokud R™ \ D je oteviend (obsahuje i svou hranici, tedy body, v jejichz kazdém okoli lezi bod z
D a bod mimo D).

(Uzavienou mnozinu lze také charakterizovat tim, ze obsahuje vSechny své hromadné body.)

Véta 1.5 Je-li Dy C R™ omezena a uzaviend, pak mé spojitd funkce f : Dy — R v Dy globdlni minimum a
globalni maximum.

Parcialni derivace a gradient

Parcialni derivace
Definice parcialni derivace

Oznacme jednotlivé proménné jako x1, T2, T3, ..., Ty.



Definice 2.1 Parcidlni derivace funkce f ve sméru z; (nebo podle z;) v bodé b = (b1,b2,...,b,) € Dy
takovém, ze 3H (b) C Dy, je

bibos. o bi+ B by) — F(bribgs .. bive . by
f(h 2 3 + ) f(l 2 ):LGR,

Jimy h

pokud tato limita existuje.

Znadeni: %(b) = L. (Jind ¢astd znaceni: 0, f(b) a fz,(b).)

Jedna se o smérnici tecny ke grafu funkce f ve sméru osy x;.

Parcialni derivace - ilustrace

2.2 Gradient
Gradient

Definice 2.2 Gradient funkce f v bodé b € Dy je (fadkovy) vektor

Vi(b) = (gjl(b), ggi(b),...,ggi(b)) .

Poznamka: jelikoz se gradient opird o pojem parc. derivace, bod b je nutné vnitinim bodem Dy (v Dy lezi i néjaké
jeho okoli).

Poznamka 2: uvedena definice je zjednodusena: lze ji pouzit pokud jsou vSechny parcialni derivace funkce f spojité
na néjakém okoli bodu b.

Nezjednodusend definice vypada takto: Méjme vnitini bod b def. oboru Dy. Gradient funkce f v bodé b € Dy je
radkovy vektor v, pro ktery plati

Ve>0 36>0 : xe€(Hs(b)\b)=|f(x)— f(b)—v-(x—Db)| <e¢||x—Dbl.
£ —f(b)—v-(x=b)|| _
b Bl =0
soufadnice vektoru v = V f(b) plati rovnost v definici vyse. Obrécené to neplati.
Toto zjednoduseni uvazujeme, protoze s funkcemi, pro které to neplati, vesmés pracovat nebudeme.

(Coz lze i zapsat limy, ) Ma-li f spojité parcidlni derivace na néjakém okoli b, pak pro

Geometricky vyznam: gradient ukazuje smér (v Dy) nejvyssiho ristu funkee f.

Gradient - ilustrace
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2.3 Derivace ve sméru
Derivace ve sméru

Parcialni derivace je vzdy ve sméru nékteré ze soufadnicovych os x;. Co smérnice v jinych smérech (v Dy)?

Definice 2.3 Necht v € R™! = R", ||v| = 1. Derivace funkce f ve sméru v v bod& b € D; takovém, Ze n

EH(b) C Dy, je
Vo f(b) = lim f(b+h‘};) — f(b)

h—0

Véta 2.4 Jsou-li vSechny parcidlni derivace funkce f na néjakém okoli bodu b spojité, pak plati

Poznamka: nékdy se nevyzaduje, aby smér v byl jednotkovy, tj. ||v]| = 1. (Potom se o v nemluvi jako o sméru, ale

o obecném vektoru.)
2.4 Tedna rovina
Tecna nadrovina

Obdobné jako tecna pro n = 1, tak te¢nou nadrovinou rozumime objekt sidlici ve stejném prostoru jako graf funkce
(tedy v R"1), ktery je linedrn{ varietou kodimenze 1 a ktery, v néjakém smyslu, nejlépe postihuje chovani pifrustku

funkce f v daném bodé b € Dy.

Toto chovani umime popsat pro jednotlivé sméry v € R™: pro kazdy smér umime v tomto sméru najit tecnu funkce
f zGzZené na tento smér, tj. zizené na Dy N{x: x = b+tv,t € R}. Toto zizeni lze chipat jako funkei jedné proménné,

tedy R — R, a u té umime najit te¢nu.

Sjednotime-li tecny ve vSech smérech (v bodé b € Dy), dostaneme te¢nou nadrovinu funkce f v bodé b.

(Podminkou pro existenci je existence gradientu f v bodé b.)

Rovnice této nadroviny je

of of of
2= 5a, PV (@ =b1) 4 5 (D) (22 = bo) 4 -+ 5= (D) (2 = ba) + f(b).

Jeji normélovy vektor je (24 (b), 2L(b), ..., 2L (b), -1).



Tecna nadrovina - ukazka

3 Lokalni extrémy a nutna podminka existence

3.1 Nutna podminka existence lok. extrému

Véta 3.1 — Nutna podminka lokalniho extrému. Necht m4 funkce f: Dy — R, Dy C R", v bodé b parcidlni derivaci
podle i-té proménné.
Pokud f ma v bodé b lokdlni extrém, potom

of
8:131'

(b) = 0.

Drikaz Veéty 3.1. Zavedeme funkci jedné proménné:
g(ml) = f(blbe) cee bi—laxia bi—l—la LR} bn)

Funkce ¢ je v bodé b; diferencovatelna a pro jeji derivaci plati

g0 = 5 ).

Protoze f ma v b lokdln{ extrém, md g v b; lokdln{ extrém, a tedy ¢'(b;) = 0. ]

Dusledek: pokud existuje gradient funkce f v bodé b, pak existence lokdlniho extrému implikuje

V£(b) = 0.

Body b € Dy splaujici V f(b) = 0 se nazjvaji stacionarni.

Stacionarni body



Kritické body
Méjme funkci f: Dy — R, kde Dy C R™.

V tloze hledani (lokdlnich) extrémi funkce f jsou body podezielé z extrému bud

¢ body stacionarni

anebo

e body, ve kterych gradient f neexistuje.

Takové body se souhrné nazyvaji kritické body.



Lokalni extrémy a postacujici podminka existence

Parcialni derivace druhého fadu
Parcialni derivace druhého fadu

Prvni parcidlni derivace (néjaké funkce f : Dy — R, Dy C R") je zobrazenim z mnoziny vSech bodu, kde parcidlni
derivace existuje.

Pro jednoduchost predpokladejme, ze tomu tak je pro vsechny body z Dy (obecné je to pro néjakou podmnozinu
Dy) a vSechny proménné z;.

Takova zobrazeni budou opét zobrazeni typu Dy — R, tedy % Dy =R

MuZeme je tedy opét zkusit (parcidlni derivace nemusi existovat) parcidlné derivovat. Dostaneme parcidlni derivaci
druhého fadu (parcidlné derivujeme podle x; parcidlni derivaci podle z;) v bodé b:

Pf 0 (of
Oz ;0x; (b) = d; <3$z) ().

o Pokud i # j, hovotfime také o smiSené (druhé) parcidlni derivaci.

2
e Pokud i = j, zapisuje se téz zkracené: ngfc (b).

o Opét lze chdpat jako zobrazeni z néjaké podmnoziny Dy.

Jind znaceni (jako zobrazeni): Ogy f, fay-

Hessova matice

Definice 4.1 Méjme funkei f: Dy = R, Dy C R".
Existuji-li vSechny druhé parcidlni derivace funkce f v bodé b, pak se zaznamenavaji do matice takto:

62 82
a;f;‘c (b) o Bwlaj;n (b)
V2f(b) = :
2 2

Matici V2 f(b) nazyvime Hessovou matici funkce f v bodé b (t67 Hessién).

Lze chapat jako zobrazeni z podmnoziny Dy do R™".

Zameénitelnost druhych parcialnich derivaci

Véta 4.2 Necht f: Dy - R, Dy CR*> ab € Dy.

Pokud existuje aa:gy (b) a funkce ;:gy je v b spojitd, potom (,;fgm (b) existuje a plati
>’f >’f
b) = b).
8m8y( ) ayax( )

Tedy pokud néjaka smisend druhé parcidlni derivace existuje a je spojitd, pak nezavisi na potradi parcialniho
derivovani (vSe v bodé b).

Dasledky:
o Hessova matice je ,, Casto” symetricka.

e Je-li néjaka n-t4 parcidlni derivace dané funkce v daném bodé spojita, pak zalezi pouze na tom, kolikrat podle
které proménné derivujeme, nikoli na potradi derivovani.



Druha derivace ve sméru

Definice 4.3 Necht v € R™! = R", ||v|| = 1. Druh4 parcialni derivace funkce f ve sméru v v bodé b € D;
takovém, ze 3H (b) C Dy, je
Vv (Vv f) (b).

Véta 4.4 Necht v € R™!, |lv| = 1. M&me funkci f : Dy — R, Dy C R™ a bod b € Dy. Necht existuje okoli
H(b) C Dy takové, ze f méd na H(b) spojité vsechny druhé parcidlni derivace, potom

Ve (Vof) () =vT - V2f(b) - v.

4.2 Definitnost matic

Definitnost matic

Definice 4.5 — Definitnost matic. Mé&jme A € R™". Rekneme, Ze matice A je

1. pozitivné semidefinitni, pokud x” Ax > 0 pro Vx € R™!;

o

pozitivné definitni, pokud x” Ax > 0 pro ¥x € R™!, x # 0;

negativné semidefinitni, pokud x”Ax < 0 pro ¥x € R™!;

> W

negativné definitni, pokud x” Ax < 0 pro Vx € R™! x # 0;

o

indefinitni, pokud neni pozitivné ani negativné semidefinitni.

Matice A je indefinitni pravé tehdy, kdyz 3x,y € R®, xTAx > 0 a yT Ay < 0.

Charakterizace (semi)definitnosti

Véta 4.6 Bud A € R™" symetricka matice. Potom plati nasledujici:
o Matice A je pozitivne semidefinitni pravé tehdy, kdyz vSechna jeji vlastni ¢isla jsou nezdpornd.
o Matice A je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz vsechna jeji vlastni ¢isla jsou kladnd.
o Matice A je negativné semidefinitni pravé tehdy, kdyz vsechna jeji vlastni ¢isla jsou nekladnd.
o Matice A je negativne definitni pravé tehdy, kdyz vSechna jeji vlastni ¢isla jsou zdpornd.

o Matice A je indefinitni pravé tehdy, kdyz ma alespon jedno kladné a alespon jedno zdporné vlastni ¢islo.

Néznak diikazu: Jelikoz je matice A symetrickd, plati A = P"'DP, kde D je redlna diagonélni a sloupce realné
regularni matice P sestévaji z jednotkovych vlastnich vektort. Jelikoz plati P~1 = PT| tak zbytek plyne pifmo z
definice (semi)definitnosti a indefinitnosti.

Sylvestrovo kritérium

Véta 4.7 — Sylvestrovo kritérium. Bud A € R™" symetrickd matice. Pro matici A € R™" definujeme matice
Ay, Ay, ... A, takto: A;, € R¥F je ¢tvercova matice v levém hornim rohu matice A. Plati:

e Matice A je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz je determinant vSech matic Ay, Ao, ..., A, kladny.

e Matice A je negativné definitni pravé tehdy, kdyz je determinant matic Ay zaporny pro k liché a kladny pro
k sudé.

Jak poznat indefinitnost

=

=)



4.3

Véta 4.8 Pokud md matice A € R™™ na diagonéle dva prvky s riznym znaménkem (jeden kladny a druhy zdporny),
pak je indefinitni.

Diikaz. Méjme (A); ;> 0a (A); ; <0. Pak jisté platf
elAe; >0 a e]TAej <0
(e; je i-ty vektor standardni baze R™) a tedy matice A je indefinitni (pfimo z definice). |

Postacujici podminka existence lokalniho extrému
Postacujici podminka existence extrému a sedlového bodu

Stacionarni bod, ktery neni minimem ani maximem a na jehoz néjakém okoli mé funkce f spojité vSechny parcidlni
derivace, se nazyva sedlovym bodem.

Véta 4.9 — Postacujici podminka existence extrému a sedlového bodu. Necht b € Dy je staciondrni bod funkce
f:Dy — R,Dy C R". Necht existuje okoli H(b) C Dy takové, ze f ma na H(b) spojité vSechny druhé parcidlni
derivace, potom

o je-li V2f(b) pozitivné definitni, pak b je ostré lokalni minimum;
o je-li V2f(b) negativné definitni, pak b je ostré lokélni maximum;

o je-li V2f(b) indefinitni, pak b je sedlovy bod.

Minimum, maximum, sedlovy bod

Co semidefinitnost?

Véta 4.10 — Nutna podminka existence lokalniho extrému. Necht b € Dy je stacionarni bod funkce f : Dy — R, Dy C
R™. Necht existuje okoli H(b) C Dy takové, ze f méd na H(b) spojité vSechny druhé parcidlni derivace, potom

o je-li b lokdln{ minimum, pak V2f(b) je pozitivné semidefinitn{;

o je-li b lokdln{ maximum, pak V2 f(b) je negativné semidefinitni.

I Toto tvrzeni nelze obratit.

10



5 Shrnuti: postup analytického hledani extrému

Postup analytického hledani extrémi

1. Najit kritické body, tj. stacionarni body a body, kde alespon jedna parcidlni derivace neexistuje.

2. Pokud jsou vSechny 2. parcidlni derivace v okoli staciondrniho bodu b spojité, nalézt Hessovu matici. Pokud je
tato matice

a) pozitivné definitni, pak je bod b bodem ostrého lokélniho minima;
b) negativné definitni, pak je bod b bodem ostrého lokdlniho maxima;

¢) indefinitni, pak je bod b sedlovym bodem (tj. nen{ extrémem).

V ostatnich piipadech je tfeba rozhodnout jinym zpusobem (nelze pomoci Hessovy matice rozhodnout, napi.
protoZe neexistuje nebo je semidefinitni).

Konvexni funkce

Definice konvexni funkce

Definice 6.1 Funkce f: Dy — R, D¢ C R" je konvexni pokud je D¢ konvexni mnozina a
Vbi,by € Dy YVt € [0,1] 1 f(tby + (1 —t)by) < tf(b1) + (1 —t)f(ba).
Funkce f je konkavni, pokud —f je konvexni.
Extrémy konvexni funkce
Funkce f, ktera ma spojité vSechny druhé parcialni derivace, je konvexni pravé tehdy, kdyz je jeji Hessova matice
pozitivné semidefinitni ve vSech bodech vnitiku D (vnitfek mnoziny jsou vSechny jeji body, které v nf lezi s néjakym

okolim, jinak Feceno je to mnozina bez své hranice).

Lokalni minimum konvexni funkce je globalnim minimem.
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Resené priklady: Extrémy a definitnost

Zakladni cvicéeni 17.1
Uvazme funkce

flzy) =" + ¢
g(z,y) = 2* —y?
hz,y) = 2* +y°
u(z,y) = zy

w(z,y) = (x +y)?
2(z,y) = ot + ¢

Pro vSechny funkce naleznéte vSechny kritické body a zjistéte, zda se jedna o lokalni minimum, lokalni maximum nebo
sedlovy bod. Prof funkce f a g spoc¢téte prvni a druhou derivaci ve sméru pfimky y = = v bodé (1, 1).

flay) =2 +¢°

flz,y) = 2 + 4>

500

h(z,y) =2 +¢°

12



h(z,y) = z* + 3>

flz,y, 2) =2 +y? + 22 4+ 120y + 22

Zakladni cviceni 17.2
Méjme
f(z,y,2) = 2 + oy + 2% + 120y + 22.
Naleznéte vSechny kritické body a zjistéte, zda se jednd o lokalni minimum, lokalni maximum nebo sedlovy bod.
Dy =
Vi(@,y, 2) =

Vf(z,y,z) = (322 + 12y, 2y + 123,22 + 2)

Vi(r,y,2) =0«

13



Vi(x,yz) = (31‘2 + 12y, 2y + 12z, 22 + 2)

k. body = {(0,0,—1), (24, —144, —1)}
V2f(x,y,2) =
k. body = {(0,0,—1), (24, —144, —1)}
6z 12 0
V2f(z,y,2)=(12 2 0
0 0 2
V2£(0,0,-1) =
k. body = {(0,0,—1), (24, —144, —1)}
6z 12 0
Vif(z,y,2) =12 2 0
0 0 2

V2f(24, 144, —1) =

14



7
7.1

7.2

Vazané extrémy

Implicitni funkce

:flta Z.l — Véta o implicitni funkci. Necht f: R? - R a %, % jsou spojité v okoli bodu (a,b). Pfedpokladejme
ale, ze

of
b) =0 9 a,b) £ 0.
f(a.b) o L
(a) Pak existuji € > 0, & > 0 a obdélnikové okoli R := {(z,y) : |z — a| < &,|y — b] < §} bodu (a,b) takové, ze pro
kazdé x € (a — €,a + €) existuje pravé jedno y € (b — 8,b + 0), které splituje rovnici f(z,y) = 0. Tedy y je
funke{ proménné z a lze psit y = p(x). Definiéni obor ¢ je interval (a —,a + ¢€).

(b) Funkce ¢ uréend v bodé (a) a jeji derivace ¢’ jsou spojité na intervalu (a — e,a + €) a plati

ﬂﬂ? xr
o (a) = — os()

pro z € (a —e&,a +¢).
a5 (@, oz

Definice problému
Ukazka - Obrazek 1

Naleznéte maximum a minimum, kdyZ se ,, pohybujeme* na grafu pouze po ¢erné kiivee (= nad modrou kiivkou):

Ukazka - Obrazek 2

Naleznéte maximum a minimum, kdyZ se ,,pohybujeme* na grafu pouze po ¢erné kiivee (= nad modrou kiivkou):

15
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Ukazka - Obrazek 3

Naleznéte maximum a minimum, kdyZ se ,, pohybujeme* na grafu pouze po ¢erné kiivee (= nad modrou kiivkou):

Ukazka - Obrazek 4

Naleznéte maximum a minimum, kdyz se ,, pohybujeme* na grafu pouze po ¢erné kiivee (= nad modrou kiivkou):

16



Ukazka - Obrazek 5

Naleznéte maximum a minimum, kdyZ se ,,pohybujeme* na grafu pouze nad modrou mnozinou:

Formulace problému

Oznacme m = {1,...,m} a p={1,.

..,p} (m,p €N).

Uloha vazaného extrému (minima) (constrained optimization/minimization) je obecné nasledujici tloha:
hk(x) < 07 k
kde f, g;, hy jsou funkce D — R, kde D C R".
Terminologie

f: objektivni/tacelova/minimalizovand/optimalizovand funkce
g;: rovnostni podminka/vazba | podminky/vazby

hy: nerovnostni podminka/vazba | podminky /vazby

17



Jsou-li vSechny funkce linedrni (a je-li alesporl jedna nerovnostni podminka): iloha linedrniho programovani

Jsou-li vSechny vazby linearni (a je-li alespon jedna nerovnostni podminka) a f kvadratickd: iloha kvadratického
programovani

Jinak obecné: iloha nelinearniho programovani

Pripustna feseni a jina formulace
Ozna¢me mnozinu pripustnych FeSeni:

M ={xeD: (Vjem)(g;(x) =0) A (Vk € p)(hr(x) < 0)}

Definice 7.2 Mé&jme mnoziny D C R™ a M C D. Rekneme, Ze funkce f : D — R ma v bodé x* € M lokalni 2
minimum vzhledem k mnoZiné M, pokud existuje okoli H(x*) takové, ze plati
Vx e (Hx")NM) [f(x*) < f(x).
Bod x* se zove bodem lokalniho minima funkce f vzhledem k mnoziné M.
Analogicky se definuje maximum a ostré extrémy vzhledem k mnoziné, a body téchto extrémi.
7.3 Metody feseni
7.3.1 Obecné
Obecné
Obecnd metoda zavisi na funkcich f, g; a hg:
o substituce,
e linearni programovani,
e kvadratické programovani,
e konvexni optimalizace,
Mame-li k dispozici (druhé) parcidlni derivace vSech funkci, 1ze je zkusit (pro nelinedrni problémy) pouzit. Tyto
analytické metody se opét opiraji o geometricky vyznam prvni a druhé parcidlni derivace.
7.3.2 Metoda feSeni pfi rovnostni vazbach
A4 v L d Ve Ld I
Metoda reseni pri rovnostnich vazbach
Lagrangeova funkce
Méjme tlohu nalézt lokalni extrémy funkce f: D — R, kde D C R", vzhledem k mnoziné
M={xeD:yg(x)=0,i=1,2,...,m},kde g; : R" = R.

Definice 7.3 Funkci L : M x R™ — R definovanou jako
L(x;A) = f(x) + D Ajg;(x)
j=1

nazyvame Lagrangeovou funkci pro danou tlohu.
Koeficienty
A=A, Am)

18



I nazyvame Lagrangeovy multiplikatory (Lagrange multipliers).

K ¢emu Lagrangeova funkce?

Uvazujme jednu rovnostn{ vazbu (tedy m = 1). Pokud v bodé x* plati, Ze gradient vazby i nasi funkce majf stejny
smér, tedy Vf(z*) = —A\jVgi(x*), pak ,vazba v daném bodé neprotind vrstevnici®.

y
A

’ gxy) =c

____________

_________

»
»

X

Zdroj: https://en.wikipedia.org/wiki/File:LagrangeMultipliers2D.svg

Véta 7.4 — Postatujici podminka existence ostrého lokalniho minima pro rovnostni vazby. Necht f,g;,7 € {1,...,m}
maji spojité vSechny druhé parcidlni derivace na néjaké oteviené nadmnoziné M O M. Pokud dvojice (z*; \*) €
R™ x R™ splnuje podminky:

(0) (0. derivace) z* € M;

(1) (1. derivace) Vi, g—fi (x*; %) =0;

(2) (2. derivace) pro kazdy (sloupcovy) vektor 0 # v € R™ spliiujici
Vgi(z*)-v=0, proVje{l,...,m},

plati
vT - VEL(z*;\*) v > 0;

kde V2L je Hessova matice funkce L vzhledem k proménnym z = (21, xa, ..., T,),

potom je x* bodem ostrého lokdlniho minima.

Vsimnéme si, ze body (0) a (1) jsou ekvivalentni rovnosti VL(z*; A\*) = 0.

7.3.3 Metoda feSeni pfi rovnostnich i nerovnostnich vazbach

Metoda resSeni pri rovnostnich vazbach i
nerovnostnich vazbach

Lagrangeova funkce

Méjme tlohu nalézt lokalni extrémy funkce f : D — R, kde D C R™, vzhledem k mnoziné

M={xeD:g(x)=0hj(x)<0,i=1,2,....,m,j=1,...,p} kde g;, h; : R" = R.

Definice 7.5 — Lagrangeova funkce. Funkci L : M x R™ x RP — R definovanou

L(z; A p) = f(z) + Z Ajgi(z) + Zﬂkhk(ﬂc)
j=1 k=1

19
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https://en.wikipedia.org/wiki/File:LagrangeMultipliers2D.svg

nazyvame Lagrangeovou funkci pro danou tlohu (1). Koeficienty

A=A, Am) a = (g1, pp)
nazyvame Lagrangeovy multiplikatory (Lagrange multipliers).

Technické predpoklady diferencovatelnosti

Necht M je oteviend nadmnozina M, na niz pro vSechny funkce f, g; pro j € M, hy pro k € p existuji druhé
parcialni derivace.

Funkci L pak chédpeme jako funkci L : M xR™ x RP — R.
Pro jednoduchost 1ze uvazovat M C M =R".

( Mnozina M je uzaviena (diky spojitosti g; a hg). )

Aktivni omezeni

Pokud méame nerovnostni vazby hg, je treba védét, kdy je splnéna rovnost:

Definice 7.6 — MnoZina aktivnich omezeni. Pro bod z € M definujeme mnozinu aktivnich omezeni

B(z) = {k € p: hy(z) = 0}.

Tedy B(z) jsou indexy nerovnostnich vazeb takovych, Ze z je na hranici mnoziny {z: hy(z) < 0}.

Véta 7.7 — Postatujici podminka existence ostrého lokalniho minima. Necht f,g;, hy pro j € M,k € p maji spojité
vSechny druhé parcidlni derivace na néjaké oteviené nadmnoziné M O M. Pokud trojice (z*; A*; u*) € R™ x R™ xRP
splnuje podminky:

—_

. (0. derivace) z* € M,
. (1. derivace) Vi, g—i (x*; A5 %) =0;
3. (aktivni a neaktivni vazby) Pro kazdé k € p, uj = 0 nebo hy(z*) = 0;
. (2. derivace) pro kazdy (sloupcovy) vektor 0 # v € R™ spliujici
Vgj(z*)-v=0, pro vsechna j € 1,
Vhi(x*)-v =0, pro viechna k € p, uj # 0, plati
vl - V2L(z*; X% p*) v > 0,
kde V2L je Hessova matice funkce L vzhledem k proménnym z = (21, 22, ..., T,);
5. (sprévny ,,smér od hranice M) uf > 0, pro kazdé k € p.

Potom je z* bodem ostrého lokalniho minima tlohy (1).

Znaménko multiplikatoru

20



h(z,y) =2* +17 -1 )
f(m.g/):z.r3+y2;+1

Véta 7.8 — Postacujici podminka existence ostrého lokalniho maxima. Necht f, g;, hy pro j € 7, k € p maji spojité
vSechny druhé parcidlni derivace na néjaké oteviené nadmnoziné M O M. Pokud trojice (z*; A*; u*) € R™ x R™ X RP
splnuje podminky:

1. (0. derivace) z* € M,

2. (1. derivace) Vi, g—mLi (x*; A5 ™) =05

-
3. (aktivni a neaktivni vazby) Pro kazdé k € p, uj = 0 nebo hi(z*) = 0;
- (

W~

2. derivace) pro kazdy (sloupcovy) vektor 0 # v € R™ spliujici
Vgj(z*)-v=0, pro viechna j € 7,
Vhi(z*)-v =0, provSechna k € p, uj # 0, plati
v - V2L(x*; N5 u*) v <0,
kde V2L je Hessova matice funkce L vzhledem k proménnym x = (21,2, ..., Ty);
5. (spréavny ,,smér od hranice M) ui < 0, pro kazdé k € p.

Potom je z* bodem ostrého lokdlniho maxima tlohy (1).
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Resené priklady: Vazané extrémy

Z3ikladni cviceni 10.3 s
Najdéte lokélni extrémy funkce f(z,y) = % —x + y? za podminky

a) g(z,y) =y —1=0;
b) g(z,y) =y =0;
c) g(z,y) =2° + 2z +y> =0.

3
f@y) =% —z+y*aglz,y)=y—1=0
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f(z,y) =% — 2 +y? za podminky g(z,y) =y —1=0

L(z,y,\) =

VL(z*,y*,\*) =0&
flz,y) = — 2+ y? za podminky g(z,y) =y — 1 =0

ViL(z,y,\) = (172 — 1,2y + )\)
V?cL(xayv)\) =
rr=1Ly" =1, =-=-2

VZL(1,1,-2) =
flz,y) = & — 2+ y? za podminky g(z,y) =y —1 =0

VsL(z,y,\) = (22 — 1,2y + A)

2¢ 0
2 —
vxL(‘r7y7>‘)* <0 2)
ot =—1,y* =1\ =—2

V2L (-1,1,-2) =

3
f@y) =% —z+y>aglzy)=y=0
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VL(z*,y*,\*) =0&

flz,y) = w—; — x + 42 za podminky g(z,y) =y =0
ViL(z,y,A) = (22 — 1,2y + A)

it = (5 )

*=1y"=0,A"=0

V2iL(1,0,0) =

flz,y) = x—; — o+ y? za podminky g(z,y) =y =0
VxL(z,y,\) = (2% — 1,2y + \)

Vit = ()

o= 1,y =0,\* =0

V2L (~1,0,0) =

Fy) =% —z+y’ agle,y) =22 +2+y’ =0
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VL(z*,y*,\*) =0«

f(x7y) = L; _$+y2 zZa podminky g(l"y) :x2—|—2gj+y2 =0

ViL(z,y,\) = (;r,2 — 1+ 2 x+ 2\, 2y + 2)\y)

Kritické body: (0,0,1),(-2,0,2), (-1
ViL(z,y,\) =

VZL(0,0,3) =

-1),(-1,-1,-1)

flzy) = % — x + y? za podminky g(z,y) =22 +2x +y> =0

Kritické body: (0,0,1),(-2,0,2), (-1

2z + 2 0
2 —

V2L(-2,0,3) =

-1),(-1,-1,-1)

flx,y) = %3 — 2+ y? za podminky g(z,y) = 22 +22 + 3> =0

Kritické body: (0,0,3),(-2,0,3),(-1,1,-1),(-1,-1,-1)

2z + 2\ 0
2 —

VZL(-1,1,—-1) =

f(z,y) = “—; — x + y? za podminky g(z,y) =22 +2x +y> =0

Kritické body: (0,0,1),(-2,0,3),(-1

2z + 2 0
ViL(I,y,A) = < 0 2+2)\>

V2L(~1,-1,-1) =

Zakladni cviceni 11.1

-1),(-1,-1,-1)

Najdéte lokéln{ extrémy funkce f(z,y) = 222 + y za podminky

flay)=22"+yah(zy =2>+y* <1

h(z,y) =2* +y* < 1.

28









Je tfeba rozlisit, zda je vazba aktivni ¢i ne.

1) necht h(z,y) = 0 — vazba je aktivni — jiz mdme kritické body pro tlohu s rovnostni vazbou
(x*7y*a:u/*) € {(0707 %) ) (_2a 0) %) ’ (_17 1a _1) ) (_17 _17 _1)}

f(z,y) = %3 — x + y? za podminky h(z,y) = 2% +2r + 9% <0

2) vazba nenf aktivni — Fesime bez ni a kontrolujeme ndleZitost do zbytku mnoziny p¥ipustnych feseni M, tj. zde
h(z,y) < 0, a nastavime p = 0, abychom splnili podminku 3. Véty ?7?:

VaL(,,0) = (2(2,9,0), 3(,,0)) = Vf(ry) =

VxL(z,y,0) =0«
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Cast II
Vicerozmérny intergral

8 Pripomenuti: integrace funkce 1 proménné

8.1
(Ur¢ity) integral

Integral je nastroj pro vypocet obsahu ,,pod grafem“! néjaké funkce. Tuto tlohu Ize najit v mnoha dalsich tlohéch:

Vv

dépodobnosti (integrace hustoty pravdépodobnosti), ...

Y

8.2 Darbouxiv/Riemanniv integral funkce jedné proménné
Konstrukce integralu — postup

Ukol: spoditejte obsah funkce pod grafem funkce f(z) na uzavieném intervalu [a, b]
o Hlavni myslenka konstrukce je aproximace plochy pod kiivkou pomoci obdélnikii:

— interval rozdélime na malé kousky (tzv. rozdéleni intervalu),

— na téchto kouscich aproximujeme funkei f(z) vhodné zvolenymi konstantnimi funkcemi (dostaneme takzvané
stupriovité funkce),

— obsah pod grafem stupnovité funkce je soucet obsahu obdélniki, a tedy snadno spocitatelnd veli¢ina.

e Zjemnujeme rozdéleni a tim ziskdvame presnéjsi a presnéjsi aproximace hledaného obsahu.

e Prfesnou hodnotu ziskdme tak, Ze v limité ,, posleme“ sitku vyse uvedenych malych kouskt k nule.

Rozdéleni intervalu [a, b]

Definice 8.1 Bud dén interval [a, b]. Kone¢nou mnozinu
o={xo,x1,...,%n}

takovou, Ze
a=xg<x1<--<xTp=">b

nazyvame rozdélenim intervalu [a, b]. Bodim zy, k = 1,2,...,n — 1, fikdme délici body intervalu [a, b]. Cislo
v(ioc) =max{Ar: k=1,2,...,n}, kde Ay =z, —axp_1, k=1,2,...,n,

nazyvame normou rozdéleni o.

1Pfesnéji mezi grafem, osou parametru a kolmicemi na osu parametrii, které prochazeji okraji intervalu, pies ktery integral poé&itdme.
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Ekvidistantni rozdéleni

m P¥iklad 8.2 — Ekvidistantni rozdéleni. Pro interval [a, ] a kladné celé n polozme A = b’Ta a )

ri=a+i-A, i=0,1,... n.

Tedy
o= {a, a+ A a+2A,...,a+ (n—1)A, a+nA:b}.
n
__ b—a
A=
a b
ZCIO X1 To 1;3 1:4 JL‘I5 €
Definice 8.3 Necht funkce f je definovana na intervalu [a,b] a ¢ = {zg,1,...,z,} je rozdéleni tohoto intervalu. 2
Oznac¢me
M;= sup f(z) a m;= inf f(z).
z€[wi_ 1,2 TE€[wi—1,7]
pro kazdé i = 1,2,...,n. Potom

S¢(o) = iMiAi a s¢(o) = imiAi
=1 i=1

nazyvame hornim, resp. dolnim, (Darbouxovym) souc¢tem funkce f pfi rozdéleni o.

Dolni, resp. horni, soucty predstavuji obsah plochy tvorené obdélniky pod, resp. nad, grafem funkce. Nasledujici
obrazky jsou ilustrativni.

5
Dolni soucet: Z m;A\;
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5
Horni soudet: Z M; A\

=1

Definice Darbouxova intergralu
Horni Darbouxtv integral (funkce f na [a,b]) je
Dy = inf {Sf(a); o je rozdélent [a, b}}
a dolni Darbouxiiv integral (funkce f na [a,b]) je

dy = sup {sf(a): o je rozdéleni [a,b]}.

Pokud Dy = dy, nazveme tuto hodnotu Darbouxovym integralem funkce f na intervalu [a,b] a zna¢ime ji

b
/ f(x)dx = Df = df.
Rikame, 7e f je (Darbouxovsky) integrabilni na [a, b].

. . . b
Jiné znadeni: fa f.
Posloupnost rozdéleni o,, nazveme normalni, pokud pro jeji normy plati

g, Vom) =0

Véta 8.4 Bud f spojitd na [a,b]. Potom existuje f: f(x)dz. Je-li o,, normélni posloupnost rozdéleni, potom

lim s¢(o,) a lim Sy¢(oy)

n—oo n—o0

existuji a jsou rovny f; f(z)dz.

Riemanntuv integral je definovany velice podobné, jen se pouzije jind stupnovitd funkce. Ve vysledku je to
ale jedno, Riemannova a Darbouxova definice je ekvivalentni. Darbouxova je o néco malo nizornéjsi, proto ji
pouzivame.

m P¥iklad 8.5 Vypoctéte integrdl funkce f(z) = z na intervalu J = [0, 1].

Zvolme normdaln{ posloupnost (o,,) ekvidistantnich rozdéleni intervalu J.

n n n . 1 .
an:{O:xé),zg ),...,9:%”):1}, IE ):z~5, 1=0,1,...,n.
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Pro dolni soucet pri rozdéleni o,, dostavame
1 1 nn-1)
splon) = o™ n_ n? '

Protoze f je spojitd, plati

n—-+oo
y = f(z)
I i >
y=f(z)
%
y=f(z)
/
%
y=f(z)
A
e

Vlastnosti Darbouxova/Riemannova integralu

1
Véta 8.6 — Aditivita integralu. Necht f a g jsou spojité funkce na intervalu [a,b]. Potom pro integrél funkce f +g¢g | *
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(kterd je také automaticky spojitd na [a, b]) plati

/ (f + 6) @)z = /  fle)de + / e

Véta 8.7 — Multiplikativita integralu. Necht f je spojitd na intervalu [a,b] a ¢ € R je konstanta. Potom pro integral
funkce cf plati

/a () @)z = ¢ / " fa)d.

Primitivni funkce

Pokud si nepamatujete, co je primitivni funkce, projdéte si relevantni prednisku predmétu BI-MA2. Zde si
zopakujeme pouze definici.

Primitivni funkce (resp. neurdity integral) k funkeci f je takovd funkce F, pro kterou plati ze f = F’. Hledan{
primitivni funkce je tedy néco jako inverzni proces k derivovani.

Definice 8.8 Necht funkce f je definovana v intervalu (a,b), kde —o0o < a < b < +00. Funkei F' spliujici podminku
F'(z) = f(z) pro kazdé = € (a,b)
nazyvame primitivni funkci k funkci f v intervalu (a,b).

Primitivni funkce elementarnich funkci

Ze znalosti derivaci muzeme ihned sestavit tabulku primitivnich funkeci:

vzorec interval, parametry
fx"dmzf;:—l—(}' reR,neN
fa:"dxz“;’::—FC zeR~N{0},neZ,n< -2
fxo‘dx:f:ll—I—C z € (0,+0), a ¢ Z
[idz=Inlz|+C re R~ {0}

[a*dz =& +C reER a>0aa#1
[sin(z)dx = — cos(z) + C r€R

vzorec interval, parametry

[ cos(z)dx = sin(z) + C z€eR
fﬁmdx:tg(I)JrC ve(—Z+km, Z+kn), keZ
fﬁdmz—cotg(m)—i—(? zve (km, T+kn), kEZ

J ﬁdz = arcsin(z) + C z € (=1,1)

[ 5z da = arctg(x) + C zeR

Newtonova formule

Nasledujici véta odhaluje vztah mezi uréitym a neurcitym integralem. UmozZnuje nam pocitat integral bez expli-
citniho pouziti definice s limitou.
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Véta 8.9 — Newtonova formule. Necht f je funkce spojitd na intervalu [a,b] s primitivni funkei F' na (a,b). Pak
plati rovnost

b
/ f(z)de = lim F(z) — lim F(x).

z—b_ T—a4

b
Rozdil na pravé strané ma zabéhlé znaceni: {F (x)} .
a

Per partes pro uréity integral

Véta 8.10 Necht f a g jsou funkce spojité na [a, b], f ma spojitou derivaci na intervalu [a, b] a necht G je primitivni
funkce k funkci g na intervalu [a, b]. Potom

b b b
/f@M@m=U@W@L—/f@WwM-

m P¥iklad 8.11 Vypoctéte
1
/ In(1 + z)dz.
0

Derivujeme In(1 + z) a integrujeme 1,

1 1 R
In(1 dz = |zIn(1 — dz =
/0 n(l+ z)dz [ac n( +x)]0 /0 T

= In(2) - [m—ln|1 +x\]; = 21n(2) — 1.

Substituce v uréitém integralu

Zavadime nasledujici znaceni

. [1-0

e pro a > b klademe f;f =—[

Véta 8.12 — O substituci. Necht pro funkce f a ¢ plati
1. ¢ a jeji derivace ¢’ jsou spojité na [«, 5],
2. f je spojitd na ([, B]).

Potom

m P¥iklad 8.13 Vypoctéte integral
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Pouzijeme substituci y = ¢(z) = 3 + e~*. Potom

1H(2) —xT 1 1
/ 167dx:—/ ~dy = [ln|y|}2 :ln§.
0 5t+e’® 3y 1 2

I

9 Vicerozmérny integral
9.1 Funkce 2 proménnych
Funkce 2 proménnych

Mgjme f: D — R, kde D = [a,b] X [¢,d].

Graf této funkce si lze predstavit jako ¢ast povrchu néjakého predmétu.
Integralem této funkce budeme pocitat objem pod timto grafem.

x

9.1.1 Obdélnikova oblast
Definice

Necht o, = ()i je rozdéleni [a,b] a o, = (y;)7L, rozdéleni [c, d].
0 = 04 X 0y je rozdélenim D = [a,b] X [c, d].

Ozmacme M = sup { f(2,9): (@,) € [pim1, i) X [gj-1,95] } a miy = inf { F@,9): (@) € i, X ;1,95 }-

Horni Darbouxova suma f vzhledem k rozdéleni o je

Sy(o) = ZZMi,j(Ii —xi—1)(Y; — Yj-1)

i=1 j=1

a dolni Darbouxova suma f vzhledem k rozdéleni o je

sp(o) =Y mij(zi — xioa)(y; — yj-1)

i=1 j=1
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9.1.2

Definice ...
Horni Darbouxtv integral (funkce f na D) je
Dy = inf {8(e): & je rozdéleni D}
a dolni Darbouxiiv integral (funkce f na D) je

d; = sup {sf(a): o je rozdélen{ D}.

Pokud Dy = dy, tak tuto hodnotu nazyvame (dvojitgm) Darbouxovym integrilem funkce f na D a znacime

//D f(x,y)dedy = Dy = dy.

Zkrécené znacent: [[p f, [, f, [ f(z,y)dzdy.
Rekneme, Ze f je (Darbouxovsky) integrabilni na D.

ji

[J) Definice je ekvivalentni s Riemannovou definici.

Spojité funkce
Rekneme, ze posloupnost rozdéleni o, = Og.n X Oy mnoziny D je normdlni, jsou-li 0y, i 0y, normalni.
Analogicky k jednorozmérnému pripadu:

je-li f spojitd na D, pak integral ffD [ existuje a je roven lim, o sf(0y) a limy, o Sf(0y) pro libovolnou normalni
posloupnost rozdéleni o, mnoziny D.

Vypocet dvojného integralu nad obdélnikovou oblasti

Nasledujici véta nam fika, jak prevést problém vypoc¢tu dvojného integralu na dva jednodimenzionalni podpro-
blémy.

Véta 9.1 Bud f(z,y) integrabilni funkce na D = [a, ] X [c,d]. Pokud existuje jeden z integralt

/ab (/Cd f(m,y)dy) dx nebo /cd (/ab f(x,y)dx) dy

potom je roven dvojnému integralu
// f(z,y)dady.
D

Vypocet dvojného integralu tedy muzeme provést tak, ze funkci nejdrive zintegrujeme vzhledem k jedné proménné a
druhou povazujeme za konstantu. Vysledek této integrace (ziskany pomoci Newtonovy formule) potom jiz zavisi pouze
na jedné proménné, vzhledem ke které provedeme druhou integraci.

Obecna oblast
Obecna oblast

Je-li D omezend podmnozina R?, pak definujeme Darbouxiiv integral na D nésledovné:

Definice 9.2 M&jme f: D — R, kde D C D = [a,b] x [¢, d]. =
Definujeme dvojity Darbouxuv integrdl funkce f na D jako hodnotu

//Df::/gf’

kde
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x f(z) proxeD
0 prox € D\ D,

pokud existuje.

Uvedend definice nezavisi na volbé obdélnika D.

Mnozina miry nula

Definice 9.3 Rekneme, Ze mnozina Z C R? ma méru nula pokud pro kazdé e > 0 existuji obdélniky R; = [a;, b;] x 2

[ci,d;] proi=1,...,n tak, Ze

n

Z C LnJRZ a Z\bi—ai||di—ci|<€.
i=1

i=1

e Mnoziny miry nula maji tu vlastnost, ze jsou pro hodnotu integralu , zanedbatelné®.
o Graf spojité funkce ¢ : [a,b] — R md miru nula.
« Mluvime-li o n&jaké vlastnosti bodft mnoziny M C R?, fekneme, Ze plati skoro viude (almost everywhere),

pokud mnozina, kde neplati, m4 miru nula. Rikdme tak napf., Ze funkce f a g jsou rovny skoro vsude,
pokud mnozina {z € R?: f(z) # g(x)} m4 miru nula.

e V pravdépodobnosti (napf. v predmétu NI-VSM) se v obdobném kontextu pouzivd termin skoro jisté.

e Mnozinu miry nula lze zavést analogicky i v obecném R™. Jak?

Véta 9.4 Omezend funkce f : D — R, kde D = [a, b] X [c, d], je integrabilni, pokud mnozina {x € D : f neni spojitd v z
mé miru nula. (Jinymi slovy, pokud f je spojité skoro vsude na D.)

Pfipometime, Ze hranice mnoziny D C R™ je mnoZina vSech bodu z € R™ takovych, ze kazdé okoli H(z) mé
neprézdny prunik jak s D tak s R™ \ D.

I Dusledek 9.5 Omezend spojita funkce f : D — R na omezené mnoziné D majici hranici miry nula, je integrabilni.
Vlastnosti dvojného integralu

e Pokud D = Dy U Dy, kde D; i D5 jsou uzaviené omezené mnoziny, D1 N Dy mé miru nula a f je integrabilni na

D, pak plati
= I I

o Plati-li pro (skoro) vSechna (z,y) € D a pro integrabiln{ funkce f1 a fa, ze fi(z,y) < fa(z,y), potom

// i< // f2.
D D
e Pro c € R a integrabilni funkci f plati

//Dc~f(x,y)d:cdy:c~//Df(:1:,y)d:cdy.

Oblasti s hranici danou spojitymi funkcemi
Jak integral nad obecnou oblasti spocitat? (Jinak nez z definice...)

Zatim jsme si ukézali, jak spocitat integral funkce pres obdélnikovou oblast. Ted si ukdzeme, jak integrovat i pres
oblasti, které jsou vymezené spojitymi funkcemi. Budeme uvazovat dva typy oblasti D:
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e (typ 1) z je z intervalu [a, b] a y je omezené spoj. funkcemi 1 (x) a @2(x) splitujicimi ¢ (z) < pa(x),

o (typ 2) y je z intervalu [c,d] a x je omezené spoj. funkcemi ¥ (y) a 2 (y) spliujicimi 11 (y) < ¥a(y).

(typ 1)
Ly =p2(x)

(typ 2)

Vypocet dvojného integralu nad obecnou oblasti — myslenka

Myslenka:

o Pro oblast typu 1 zafixujme hodnotu = na z¢, nad vzniklym Fezem oblasti D ndm vznikne funkce f(zg,y) jedné

proménné y.

 Plocha nad timto fezem zavisi na g a je rovna p(zg) = fff((;o)) f(zo,y)dy.

e Nyni , posCitame* takto ziskané jednorozmérné plochy pres vsechna x od a do b a dostaneme

J[ swnasas= | b L @(()) F,y)dy | do.
Jow

=p(z)

Vypocet dvojného integralu nad obecnou oblasti

Véta 9.6 Pokud integrily (ve vzorcich nize) existuji, plati pro oblast D, ze

J[ f@ sty = [ b ( /@ W(()) f(x,y>dy> .
J[ f@ sty = [ ' ( /w w:) f(z,wdx) dy.

e je-li D typu 1, mame

e je-li D typu 2, mame

Vypocet dvojného integralu nad obecnou oblasti ptiklad
m Priklad 9.7 Vypoditejte integral f(x,y) = ry nad oblasti D typu 1, kde x € [0, 1] a y je seviené funkcemi 22 a a3

2

s () (1)

1 4 6
xx® —xx
|
0 2
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9.1.3 Aplikace
Aplikace (dvojného) integralu

Pomoci dvojného integralu mizeme spocitat nékolik uzitecnych ¢isel charakterizujicich dany objem pod grafem
funkce f nad oblasti D:

o prumér (jako objem lomeno povrch oblasti D):

() (o).

x—(// a:pxydxdy) (// p(@,7) dxdy)
j= ( / /D yp(m,y)dxdy) /( / /D o(2,7) dxdy) .

e Povrch grafu f(z,y) nad D je
2 2
// \/1 —|— 8716 )) + (%(x,y)) dzdy.

Yvev

9.2 Funkce vice proménnych
Trojny integral

Konstrukce trojného integralu je naprosto analogicka konstrukci integralu dvojného, pouze obdélnicky A;; jsou
nahrazeny , kvadficky“ A;;x a integrujeme funkei t¥f proménnych f(z,y, 2):

// A f(z,y, z)dzdydz

Vypocet lze opét prevést na tii vypocty jednorozmérného integralu, napt.

/ef/cd/abf(x,y,z)dxdydz:/ef </Cd (/abf(a:,y,z)dx> dy> ds .

Existuje ovsem 3! moznych poradi integrovani.

Konstrukce pro obecné funkce nad R™ probih4 zcela analogicky a plat{ analogickd tvrzeni. (Nicméné se pro definici
v naprosté vétsiné pripadu nepouzivd Darbouxova/Riemannova definice, ale jind, napt. Lebesgueova.)

Definice 9.8 Mé&jme ¥ : R” — R", U(v) = (¥4(v),...,¥,(v)). Jacobiho matice zobrazeni ¥ je nésledujici =
zobrazen{ R” — R™" (pro v = (v1,v2,...,0,))

ovy, .. oW

ovy vy,

OV, oWy

ovy e v,

pokud vsechny parcialni derivace existuji.

Jacobiho matice zobrzeni ¥ m4 na radcich slozky gradientu jednotlivych slozek W. Toto se (s drobnym zneuzitim
znadenim) zapiSe takto:
AV
Jy =
vy,

Véta 9.9 — Véta o substituci. Necht D je omezena uzaviend mnozina na R™. Necht ¥ : R" — R"™ m4 spojité vSechny
parcidlni derivace (vSech slozek) na néjaké oteviené nadmnoziné mnoziny D a skoro vsude na D plati, Ze

1. ¥ je bijekce a

2. det Jg je nenulovy.
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Potom pro kazdou spojitou funkci f : D — R plati

/ww) Joadx=

kde x = (21, Z2,...,Ty).

/D F(U(v)) |det Jo (v)] dv
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Resené priklady: Integraly
P¥iklad 1: obdélnikova oblast

Zakladni cvicéeni 12.1

Bud f(z,y) = % a D =[2,3] x [0, 3]. Spocitejte

/ f(z,y)dzdy.
D

Priklad 2: obecnéjsi oblast

Zakladni cviceni 13.1
Bud f(z,y) = xy. Spocitejte

/ [z, y)dady,
D
kde D je omezena mnozina ohrani¢end kiivkami > =z ay =z — 2.

[y =2 (f;” xyda:) dy

Priklad 3: obecnéjsi oblast

Zakladni cviceni 14.1
Bud f(z,y) = 3z + 2y — 1. Spoditejte

/~ f(z,y)dzdy,

D

kdeﬁz{(x,y):1§x2+y2§4ax§y}.

15 ~
U(D)=D
\I/:{wz
Y=
()= )

Jp Bz +2y — 1)dady =
J58z 42y — 1)dady = f; (f12(3r cos p + 2rsing — 1)|r\dr> dp =
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Doplnéni k vété o postupném integrovani

Méjme D = [0, 1] x [0, 1].
Uvazme funkci
1 pokud x = % ay= % pro vsechna kladnéa celd £, ;
flz,y) = i
0 jinak.

f(z,y)dzdy existuje (a je roven 0), ale ! f (%,y) dy neexistuje.
D o/ \2
Méjme D = [0, 1] x [0, 1].
1 te[0,1];
Méjme 7(t) = prot € [1’ 2
0 prot € (5, 1},
a
7(x) pokud y = 2£ pro vSechna kladné celd £, 1;

1—7(z) jinak.

[/ 9(x, y)dzdy neexistuje, ale fol g(z,y)dz existuje a navic je roven 1, a tedy fol (fol g(x, y)dx) dy existuje.
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Cast III
Strojova cisla a numericka matematika

10 Numericka matematika
10.1 Co to je?

Numerickd matematika

Numerickd matematika se vénuje matematickym metodam hledajicim pfibliznd feSeni matematickych tloh a
jejich spolehlivosti.

Zahrnuje napiiklad metody pro...

1. TeSeni soustav linedrnich rovnic,

2. TeSeni (obyCejnych i parcidlnich) diferencidlnich rovnic,

3. vypocet integrala,

4. vyhodnocovani funkénich hodnot,

5. odhadovani chyb pri vypoctech,

hledéni lokalnich a globdlnich extrému (optimaliza¢ni tlohy),
vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich vektori,

faktorizace matic,

e »® N e

Typicky k feseni tloh vyuziva pocitaci.

Z déjin nedspéchu...

o Chyba v raketé Patriot (28 mrtvych)

(0.1)10 = (0.000110011001100110011001100110011 ... )5

o Exploze rakety Ariane 5 konverze z 64-bitového &isla s plovouci ¢arkou na 16-bitové celé se znaménkem. (37
miliard na vyvoj, raketa a ndklad za pul miliardy.)

[http://ta.twi.tudelft.nl/users/vuik/wi211/disasters.html]

Neznamend to, ze by metody nefungovaly: naopak v naprosté vétsiné pripada funguji dobre.
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10.2 Chyby podile jejich piivodu
Kategorizace chyb

Pii ndvrhu algoritmu pro hledéni chyb budeme pouzivat riuzné aproximace. Budeme se tedy dopoustét ruznych

chyb,

1.

které 1ze rozdélit podle jejich puvodu:

chyba modelu: matematicky model fesené tilohy je néjakym zpiisobem zjednoduseny, napt. je zanedbano tieni,
nebo se pouzivaji prumérné misto aktualnich hodnot.

chyba dat: data Casto pochdzeji z méfeni, kterd nemaji absolutni presnost (vesmés vSechna méfeni fyzikalnich
velicin).
chyba algoritmu: nemusime mit k dispozici algoritmus, ktery v koneéném poctu krokt najde presné reseni.

zaokrouhlovaci chyba: pfi samotném vypoctu (v ramci algoritmu) dochézi k chybdm (napr. pii aritmetickych
operacich).

Zacéneme od zaokrouhlovacich chyb.

11 Pocditacéova aritmetika

11.1 Reprezentace s pohyblivou fadovou carkou
Reprezentace s pohyblivou ¥adovou carkou

K ukladéni ¢isel v pocitaci se vétsinou pouziva binarni baze, napriklad

(6)10 = (110)2, (0.1)19 = (0.000110011001100110011001100110011...),.

Pro necela cisla x se pouziva tzv. védecky zapis Cisel, v binarni bazi vypada takto

kde

r = =£q-2°

q je signifikant? (significand) majici pevny pocet cifer / pevnou délku, témto cifrdm se také k4 platné cifry.

e je exponent majici pevny pocet cifer / pevnou délku.

Standard IEEE-754 (1985)

Strojové Cislo lze reprezentovat znaménkem s a celymi kladnymi ¢&isly e a m. Oznaéme (ms)s = m. Standard
IEEE-754 klade na e a m nésledujici podminky a omezuje tak mnozinu reprezentovatelnych redlnych ¢isel:

presnost délka m | d = délka e | parametr b
polovi¢ni (binaryl6, half precision) 10 5 15
jednoduché (binary32, single precision) 23 8 127
dvojitd (binary64, double precision) 52 11 1023
¢tytndsobnd (binary128, quadruple prec.) 112 15 16383

Reprezentovana hodnota x se pak urc¢i nasledujicim zptisobem:

pokud e =29 — 1 am # 0, tak x = NaN (Not a Number)

pokud e =29 —1am =0, tak x = (—1)° - Inf

pokud 0 < e < 2¢ — 1, pak # = (1) - (1.m3)s - 2°7" (tzv. normalizovana é&isla)
pokud e =0 a m # 0, pak z = (—1)" - (0.m2)2 - 2!7" (tzv. subnormaélni éisla)

pokud e =0am =0, pak = (—1)*-0

2Casto téz ,mantisa“. Dalsi &teni k této terminologii na Wikipedii.
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Skryta jednicka

Vsimnéme si, Ze pro normalizované &fslo x = (—1)° - (1.mg)q - 2°7" jsme vlastné ulozili o 1 platnou cifru vice, nez
kolik je délka m. (Tedy napf. v jednoduché pfesnosti ulozime 24 platnych cifer.)

Této konvenci se rika rizné: skrytd jednicka, skryty bit, vedouci bit, implicitni bit.

Strojova ¢isla (1/3)
Redlna cisla, kterd lze reprezentovat popsanym zpisobem, se nazyvaji strojova cisla.
Priklad: Vezméme dvoubitové m, exponent e s tfemi bity (tj. d =3) a b = 3.

Dostaneme nésledujici mnozinu strojovych éisel (vypisujeme jen nezdpornd):

1131537 1537.537_.5_717
S N ) Bl N 10,12, 14
{ ’](5’8)il(i’471678716727874’87 )47274’272’3727 75’6’7787 07 27 }

Subnormalni strojova ¢isla jsou zvyraznéna zelene.

1357

16161616
000900000 0000 O O o0 o9 0 0 0 0

0r1315371 5 3 7 2 3 4
8 4 2 1

oot
CIEN]

Mnozina vSech strojovych ¢isel s danou presnosti (tj. specifikaci m, e a b) nemé nic moc spoletného s redlnymi
¢isly. Jde o koneénou podmnozinu racionalnich éisel.

Strojova c&isla (2/3)

OznaCme mnozinu strojovych ¢éisel symbolem F = F(|m/, |e],b). Timto zépisem zduraziiujeme, ze F zdvisi na
zvoleném poctu bitd pro m, e a parametru b.

Mnozina F, jakozto koneénd podmnozina R mé samoziejmé nejvétsi a nejmensi prvek (min ' a max F'). Déle jsou
zajimavé nasledujici hodnoty:

presnost max. C. min. kladné norm. ¢. | min. kladné subnorm. ¢.
single (2 _ 2—23)2127 2—126 2—126—23 — 2—149
in
& ~3.4-10% ~ 1210738 ~ 141074
(2 — 275%)21023 9—1022 9—1022-52 _ 91074
double ~ 1.8 10308 ~2.2.107308 ~ 4.9 107324

Skutecné, pro jednoduchou presnost mame pro m 23 bitt, e 8 biti a b = 127. Proto

1—(1/2)*
max F' = (1.1...1)y - 22547127 = 1£{/Q Q12T — (2 — 2728 . 2127
miniméln{ kladné normalizované = (1.0...0)q - 217127 = 27126,

miniméln{ kladné subnormalni = (0.0...1)y - 217127 = 27237126 _ 9149,

Strojova cisla (3/3)
F je charakterizovano pomoci strojové presnosti ex (machine epsilon), coz je vzdalenost ésla 1 = +1 - 2% od
nejblizsiho vétsiho cisla v F, tj.
erp = (1.0...01)3-2° — (1.0...00), - 2°.
2752,

Pro jednoduchou piesnost proto plati e = 2723 a pro dvojitou ez =
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Tvrzeni 11.1. Vzddlenost libovolného normalizovaného cisla x € F' od jeho nejbliZsich sousedii z F' je nejméné ep 5
a nejvice ep|x|.

Reprezentace realnych ¢&isel (1/3)

Necht fl : R — F je zobrazeni, které pritad{ kazdému x € R ,nejblizsi strojové ¢islo. (Zkratka fl je od slova
,»foat“.)

,» Nejblizs* je uréeno podle vybrané strategie zaokrouhlovan{ (k nejblizsfmu, k 4 nekoneénu, ndhodné)? ¢i usekdvan{
(zaokrouhlovan{ smérem k nule)?.

Pfi pokusu o reprezentaci ¢isel mimo rozsah dochézi k preteceni (overflow) respektive podteceni (underflow).

Definice 11.2 Necht ¢islo o € F' je pribliznou hodnotou ¢isla a € R.
¢ Absolutni chybou reprezentace a pomoci « rozumime hodnotu | — a.
e Pro a # 0 je relativni chyba reprezentace a pomoci a rovna

o —al
lal

Reprezentace realnych ¢&isel (2/3)
Uvazujme redlné ¢islo x takové, ze lze psat
r=¢q-2", kdel<qg<2 a —126</¢<126.
Hrubé teceno, = je v rozsahu normalizovanych ¢isel v jednoduché presnosti.

Jaka je chyba vzniknuvsi pri zaokrouhleni na nejblizsi strojové ¢islo?
Pro jednoduchost budeme zaokrouhlovat smérem k nule, tedy usekneme bity presahujici délku signifikandu (x je
kladné). Necht
x = (l.mymamsmy .. .)2 - 2t

pak
fl(],‘) = (1.7’7’),1777,2 ve m23)2 . 25,

Pro absolutni chybu plati |z — fl(z)| < 27237 a pro relativni chybu

o = fl()] _ 2728+
lz| T q-2°

<272,

Reprezentace realnych ¢&isel (3/3)
Této mezi pro relativni chybu se ¥ké zaokrouhlovaci jednotka (unit roundoff error) a znaéf se u = 2723,
Pozor, tato definice neni ustdlend a je zaménovdna s vyse uvedenou strojovou presnosti (s riznymi variantami

detaila).

Pokud bychom pouzili zaokrouhlovdni smérem k nejblizsimu®, dostaneme u = 2724,

Tvrzeni 11.3. Necht x € R lezi mezi nejuétsim a nejmensim normalizovangm kladngm cislem mnoziny F. Pak plati

fli{z) =x(1+9), kdeld| <u.

Poznamka: § zde zdvisi na z, tj. 6 = §(z). Napiiklad pro strojové ¢éislo x je 6 = 0.

3 Round to nearest, ties to even; Round to nearest, ties away from zero; Round towards +infinity; Round towards -infinity; Stochastic
rounding

4 Round towards zero

5nezélezi, jak si poradime s nerozhodnutelnymi pravé mezi 2 nejblizsimi
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11.2 Aritmetické operace
Aritmetické operace a chyba pfi jejich provadéni

Se strojovymi ¢isly muzeme provadét obvyklé zakladni éiselné operace, napt.: + : (z,y) — fl(x + y).

Z predchoziho tvrzeni o zaokrouhlovani ihned plyne:

Tvrzeni 11.4. Necht x,y € F' a ©® znaci operaci sc¢itani, odecitini, ndsobeni nebo déleni. Pokud nedojde k preteceni
nebo podtecent (zistali jsme v intervalu normalizovangch &isel), tak plati

fllzoy) =(x0y)(1+6), kdeld <u.

o Uvédomme si, ze séitdnim/odecitdnim/ndsobenim/délenim dvou strojovych ¢isel nemusime nutné dostat opét
strojové ¢islo! Obecné jde o redlné ¢islo, které je potfeba zaokrouhlit. (Tedy nemusi platit § = 0.)

e Model je prilis jednoduchy pro dnes$ni procesory, nékteré napt. umi FMA: Fused Multiply Add, které pocitd
(z,y,2) — x £ yz s jednim zaokrouhlenim.

Aritmetické operace — katastroficka ukazka 1/2
Méjme funkci f : R? — R definovanou takto:

fla,y) = 333.75y° + 22 (112%y° — ¢® — 121y* — 2) +5.5° + 2%

Vyhodnotime f(77617,33096) v riznych pfesnostech

Aritmetické operace — katastroficka ukazka 2/2

presnost | £(77617,33096)
SageMath (pfesnost 23 biti) 1.17260
SageMath (pfesnost 24 bitl) | —6.33825- 10729
SageMath (pfesnost 53 biti) | —1.18059162071741 - 102!
SageMath (pfesnost 54 biti) 1.18059162071741 - 10%!
(
(
(

SageMath (pfesnost 100 bitt) 1.1726039400531786318588349045
SageMath (pfesnost 121 bit1) 1.17260394005317863185883490452018371
SageMath (pfesnost 122 bit) | —0.827396059946821368141165095479816292

Piesny vysledek je f(77617,33096) = — 33707 ~ —0.827396.

[S. M. Rump: Algorithms for verified inclusions — theory and practice, 1988]
Ztrata platnych cifer (1/3)

Doslo ke kumulaci chyb pri provadéni aritmetickych operaci.
Velké problémy muze zpusobit tzv. kraceni (cancellation), které ovsem na prvni pohled nemusi byt patrné.

Predvedeme si jej na ilustrativnim prikladé. Predstavme si, Ze pocita¢ pocitd v desitkové soustavé a zaokrouhluje
na 10 platnych cifer.

Chceme vyhodnotit vyraz x — sin(x) pro x = %
x <+ 6.6666 66667 - 102

sin(z) < 6.6617 29492 - 102
x —sin(z) < 0.0049 37175 - 1072
r —sin(z) < 4.9371 75000 - 1075
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Posledni 3 nuly nejsou sprdvné platné cifry. Béhem vypoctu jsme o né prisli.
Spocitejme relativni chybu naseho vypoctu...
Ztrata platnych cifer (2/3)
Relativni chyba vypoctu je
[ = sin (&) = 11 (£1(55) — sin (71 (55)) )|
|75 = sin (55)]

~14-1077.

To je hodné v porovnani se zaokrouhlovaci jednotkou v této aritmetice
|z — f1(z)]

<5-10719 =y,
||

kde x je v rozsahu normalizovanych cisel.

Tvrzeni 11.5. Nechl x a y jsou normalizovand strojovd cisla a plati x >y > 0. Pokud 277 <1 —% <279 pro néjakd
kladnd celd p a q, tak plati, Ze nejvice p a nejméné q platnych bindrnich biti je ztraceno pri provedeni odecitdni x —y.

Ztrata platnych cifer (3/3)
Kraceni se lze vyhnout nékolika technikami:
o preformulovanim problému tak, aby nedochézelo k odecitani,
 pouzitim rozvoju funkei do fad (napt. do Taylorovy fady),
e pouzitim jinych rovnosti ..

o (pouzitim presné aritmetiky)

Dalsi ¢teni
Zakladni potize pti praci s ¢isly s plovouci ¢arkou I
Zéakladni potize pri praci s ¢isly s plovouci ¢arkou 11
Implementace funkce sinus v libm

11.3 Zavér

Zaokrouhlovaci chyby — shrnuti

Pivod zaokrouhlovacich chyb:

o zaokrouhlovaci chyby jednotlivych operaci a jejich kumulace,

e kraceni.
Nékolik pozndmek k zaokrouhlovacim chybam:

e zvyseni presnosti nemusi dat presnéjsi vysledek,
e kraceni muze byt nékdy vyhodné — lze tak vyrusit zaokrouhlovaci ¢i jiné chyby,

o malo operaci s malymi ¢isly neznamenad, ze chyba bude mala.
Nebereme v uvahu hardware (napr x87 vs SSE2, FMA...).
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https://marast.fit.cvut.cz/cs/blog_posts/21
https://marast.fit.cvut.cz/cs/blog_posts/11
https://marast.fit.cvut.cz/cs/blog_posts/25

Zaokrouhlovaci chyby — alternativni pFistupy
Jeden z problémi strojovych éisel (IEEE-754 apod.) spoéiva v ignoraci vzniknuvs{ chyby pfi vypodtu.

MozZné alternativy (strucné):
o Pouzit exaktni aritmetiku Z, Q ¢i GF(p) (neni vzdy mozné a vhodné).

o Intervalova aritmetika (misto jednoho strojového ¢isla pracujeme s dvéma reprezentujicimi krajni body intervalu,
jehoz délka predstavuje neurcitost ve znalosti piislusného , éisla®). (IEEE 1788-2015)

e Unum.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Interval_arithmetic
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Resené priklady: Integraly
Priklad 1

Zakladni cviceni 24.2
Jak pfesné bude vypadat 32 biti reprezentujicich nésledujici ¢isla (uvazujeme jednoduchou pfesnost, pouze norma-

lizovana c¢isla a zaokrouhlovani k nejblizsimu, nerozhodné smérem od nuly — prvni bit je znaménko, pak exponent a

pak signifikant):
a) _1/57
b) 2/3,

¢) soucet téchto (reprezentovanych) Cisel.

N—— W DN —— U1

—1.1001 1001 1001 1001 1001 1001...-273

= —1.1001 1001 1001 1001 1001 101 -273

M
-
/|\
ot =

=1.010101010101010101010101 ...-27!

=1.01 01 01 01 01 01 01 01 01 01 01 1-27*

—n
—
7N
Wl o

fl <§) = 1.01 01 01 01 01 01 01 01 01 01 01 100 -2~*

fl <—;) = —0.01 10 01 10 01 10 01 10 01 10 01 101 -27*
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12 PFimé a iteracni metody obecné

P¥imé metody

Prima metoda pocitd reseni néjakého problému v koneéném poctu kroku tak, Ze v teoretické absolutni presnosti
dévé (presné) FeSeni.

Priklady z linearni algebry:
o Gaussova elimina¢ni metoda (GEM),
« metoda hledani inverze matice pomoci GEM,

e ..pomoci rozkladi matic (Choleského, LU, QR, ...),

Obecna myslenka iteracnich metod
Itera¢ni metody hledaji pribliznd feseni matematickych problému tak, ze konstruuji posloupnost pribliznych

,Teseni*:
o, L1, T2y.--

Kazdé dalsi priblizné ,, feseni je odvozeno z predchoziho:
o =T (K1),
pro k > 0 a zatim blize neurcené zobrazeni T'.
Zobrazeni T je voleno tak, aby posloupnost (zj)72, méla limitu®, ktera je skuteénym FeSenim dané tlohy.

Poznamka: Pokud je T neménné pro vsechny iterace k, metoda se nazyva stacionarni.

13 Vlastni cCisla a vektory: pfipomenuti

Vlastni Cisla a vektory

o Komplexni ¢islo A nazyvame vlastnim ¢islem matice M € C™", pravé kdyz existuje nenulovy vektor u € C”
splnujici rovnici
Mu = \u.

Takovyto vektor u pak nazyvame vlastnim vektorem matice M prislusejicim k vlastnimu ¢islu A.

e Vsechny vlastni vektory matice M prislusejici vlastnimu ¢islu A spolu s nulovym vektorem tvofi podprostor
ker(M — A\E).

e Vlastni ¢isla matice M jsou praveé kotfeny charakteristického polynomu matice M, tj. polynomu
p]u()\) = det(M — )\E)

Kazda takovato matice M ma proto nejvyse n ruznych komplexnich vlastnich ¢isel.

6y néjaké normé
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Vlastni cisla a vektory

o Hledat kofeny charakteristického polynomu ,,velkého“ stupné neni snadné. Postup pro hledani vlastnich cisel
znamy z linedrni algebry neni pouzitelny.

e Dokonce plati nasledujici pozorovani: umime-li hledat vlastni ¢isla matice, pak umime hledat kofeny polynomi.
Skutec¢né, pro monicky polynom
q(x) = 2" + cp12" a4 o

jsou vlastni ¢isla matice (tzv. matice spoleénice (companion matriz) monického polynomu ¢)

00 -+ 0 —co

10 -+ 0 -
Clq) = 01 -+ 0 —co

00 -+ 1 —cp

pfesné kofeny polynomu g¢. Polynom ¢ je totiz (pfipadné az na multiplikativni znaménko) charakteristickym
polynomem matice C(q).

Diagonalizovatelnost matice

e Matice M € C™" je diagonalizovatelnd, pravé kdyz existuji diagonalni matice D € C™" a regularni matice
P e C™" splnujici
M =PDpP .

« Pfipomenuti: V pfedchozi piednédsce jsme zkoumali mocniny matice M, plati M* = PD*P~!. Vlastni é&isla
kontroluji asymptotické chovani téchto mocnin pro k — 4oc.
o Poznamka: Matice P obsahuje ve sloupcich vlastni vektory matice M (Lze ovéfit. Tyto vlastni vektory tvori

bazi C™. Prvky na diagondle matice D jsou pravé vlastni ¢isla matice M (véetné ndsobnosti).

Vyuziti vlastnich cisel

Vlastni ¢isla hraji dilezitou roli v fadé aplikaci, namétkou

o Kilasifikace kuzelosedek a kvadrik (geometrie).

o Kvantové poéitdni, kvantovd mechanika, asymptotické chovani ruznych systémi (fyzika).
o Analyza hlavnich komponent: PCA neboli principal component analysis (big data).

o Rozpoznavani 2D i 3D objektt pomoci spektralnich metod (AI).

o Konkrétnéjsi priklad: PageRank méri relativni dilezitost WWW stranek zkoumanim odkazi mezi nimi.

— Jeho vypocet spociva ve vypoctu vlastniho vektoru k dominantnimu ¢islu modifikované matice sousednosti
grafu téchto odkaz.

— K vypoctu PageRanku se pouzivé se tzv. mocninnd metoda (power method), kterou si probereme déle.
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14 Norma — pripomenuti

Norma — dpfipomenuti

Definice 14.1 — Norma (norm). Norma na vektorovém prostoru V (nad R nebo C) je zobrazeni || - || : V — R
splnujici:

1. ||zl =0= 2 =0,
2. |zl = laf - [l
3. lz+ 9yl < |l=|| + |lyll (trojihelnikova nerovnost),

pro vSechna x,y € V' a vSechny skalary a.

Na R™ (C") je nejznaméjsi pravdépodobné eukleidovska norma:

1
n 2
ol = (zw) |

i=1
kde z = (z1,...,2,) € R™ (C™). (Ovéfeni trojuhelnikové nerovnosti neni trivialni!)

Norma — dalsi priklady znovu

Dalsimi ¢asto uzivanymi normami jsou:

[#]|oe := max {|z;| |i € {1,...,n}} (tzv. maximova norma)
n

[zl == Z |z (tzv. souctova norma)
i=1

Obecné, pro libovolné p > 1 je

2l :=

normou na R™ (resp. C™). (Ovéfeni trojihelnikové nerovnosti neni trividlni!)

Ekvivalence norem

Rekneme, ze dvé normy || - ||, a || - || na prostoru V jsou ekvivalentnd, pokud existuji konstanty C; a Cy takové, Ze

Ve eV, Cilzly < |lzlla < Coflx|ls.

Véta 14.2 Necht V' je vektorovy prostor koneéné dimenze nad R nebo C a necht || - || a || - ||p jsou dvé normy na V.
Plati, Ze || - ||o a || - ||p jsou ekvivalentni.

15 Mocninnd metoda

Mocninna metoda: dvod a predpoklady (1/3)

e Ve své zakladni varianté slouzi mocninnd metoda k nalezeni v absolutni hodnoté nejvétsitho vlastniho ¢isla
(takovému se k4 dominantni vlastni ¢slo) a pfislusného vlastniho vektoru.
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e Mgjme matici M € C™". Predpokladejme, Ze je diagonalizovatelnd, tj. existuje regularni matice P € C™"

splnujici
M = PDP~ 1,
kde D = diag(Aq, ..., \,) a dile navic pfedpokladejme, ze miZeme jeji vlastni ¢isla oznadit takto:
Al > Ao Z -0 = [Aal.
Poznamky:

e Z vyse uvedeného plyne, Ze dominantn{ vlastni ¢islo A; neni degenerované (piislusny vlastni podprostor matice
M m4 dimenzi 1).

e Predpoklad diagonalizovatelnosti lze odstranit, v zdjmu jednoduchosti vykladu ho ale prijmeme.

Mocninna metoda: tvod a predpoklady (2/3)
Jak moc je predpoklad o vlastnich ¢islech restriktivni?

Splnuji jej velké tridy matic: kladné matice a obecnéji primitivni
matice (tzv. Perronova-Frobeniova véta).

I Definice 15.1 Ctvercova matice M je primitivni, pokud ma nezdporné (realné) prvky a existuje kladné k takové,

ze M* ma kladné prvky.

Jak moc je predpoklad o diagonalizovatelnosti restriktivni?

Neni, ten médme pouze pro zjednoduseni. V obecnéjsi varianté lze opét pouzit Jordantv norméalni tvar (bez zmény
principu).

Mocninna metoda: uvod a pfedpoklady (3/3)

e Hledame vlastni vektor pridruzeny k vlastnimu ¢islu A1, tedy nenulovy vektor u; spliujici

MU.1 = )\1111.

o Mocninnd metoda je iterativni metoda. Zvolme xo, € C™ a sestrojme posloupnost (xx)72, zadanou rekurentné
vztahem
X1 = Mxy, ke N.

Ekvivalentné mame explicitni vyjadieni
x = MPxy, keN.

o Tento vzorec je ptivodem vzitého ndzvu mocninnd metoda (téz power iteration).

Mocninna metoda: vlastni vektor (1/3)

o Vektor xq lze napsat jako linearni kombinaci vlastnich vektort matice M, tj.
xg = Pa,

kde a = (a1, ...,a,)T € C" je vektor obsahujici koeficienty pfislusné lindrni kombinace. P¥edpokladejme, 7e
ay # 0. (Pfi ndhodné volbé vektoru xg je rovnost a; = 0 nepravdépodobnd.)
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o Pro nasi posloupnost (xx)52, potom plati

X, = M*xq = (PDP~")fxy = PD"ae = Pdiag(\f, ..., Ak

k k
A A
k . 2 n
= )\1Pd1ag<17 (/\1> ,...,(Al) )a,

kde D = diag(A1, ..., An).

o=

Mocninna metoda: vlastni vektor (2/3)

o Nyni vektor x; normalizujme tak, aby jeho prvni slozka byla rovna 1 (vizte pozndmku dale), tedy

o rans(n(3) () )

Y= n <Pdiag(1, (%)k»» (il)k) a)l B

Pdiag(1,0,...,0)«
(P diag(1,0,...,0)a);

=Yoo € ker(M — A\ E),

kdyz k — 4o00. Skutecné, dle naseho predpokladu totiz
k
I
a ()\) =0

P diag(1,0,...,0)aa = aquy € ker(M — A\ E).

pro kazdé 1 =2,3,...,n a

Mocninna metoda: vlastni vektor (3/3)

Hned na tomto misté je vhodné ucinit nékolik poznamek:

« Pfi normalizaci miizeme/musime zvolit i jinou slozku nez prvni, kterd je nenulova. Vlastni vektor je nenulovy
a jedna z jeho slozek proto nutné musi byt nenulova.

o Kdybychom védéli, ze A\; > 0, pak lze vektory x; skuteéné normalizovat a tim se také zbavit mocnin A¥. Ve
vypoctu vyse bychom kladli (strucny zdpis)
— X _ AP _ AP _ (P _ (P...)
el IAFP- 1 TP AP P

a posloupnost (yy);/ 2 by opét byla konvergentni.
e Pro kladné a nezédporné ireducibilni matice plati A; > 0 a slozky u; jsou také kladné (opét Perronova-Frobeniova
véta).

Mocninna metoda: vlastni Cislo

e Vlastni ¢islo, resp. jeho aproximaci, nyni snadno zjistime nasledovné

M oo,M (e} 007)\ o0
i Myr) (Yoo, Myeo) _ (Yoo, M1y >:A1’

lyx? [Yooll? [y ooll®

zde (x,y) znadf standardn{ skalarn{ sou¢in” na C" a ||z|| je euklidovsk4 norma.

o Alternativné bychom mohli vzit libovolné (nenulové na ker(M — A1 E)) linedrni zobrazeni ¢ : C™ — C a pocitat
podily
p(Myr)  ¢(Mye) _ p(Myee) _
o(yr) P(Yoo) P(Yoo)

Napiiklad ¢(v) = (v); pro zvolené i € {1,2,...,n}.
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Mocninnad metoda: konvergence

o Kritérium zastaveni (]| - || je jistd norma na C™): mame-li posledni iteraci aproximace vlastniho vektoru yj a
Py k . .
vlastniho cisla )\g ), pak otestujeme reziduum

k
My, — APyl <e.

e Pro rychlost konvergence posloupnosti plati (odhad explicitné neprovadime)
k)
2k>

e Obecné pozorovani: Jsou-li vlastni ¢isla ,, blizko u sebe, pak mize byt vypocet velmi pomaly.

A2

Iy = vl :0< =

a vlastnich c¢isel plati

-] -o |3

Mocninnad metoda: poznamky

e Dejme tomu, Ze jsme mocninnou metodou nalezli dominantni vlastni ¢islo A\; a jemu prislusejici normalizovany
(Euklidovou normou) vlastn{ vektor u;. Jak hledat dalsi vlastnf ¢isla?

« Piedpoklidejme, ze matice M je normalni (MMT = MTM, dyka oznacuje transpozici a komplexni sdruzent),
pak ma ortogonalni vlastni vektory.

o MiZeme matici upravit nasledovné (tecka oznacuje maticové ndsoben{®; pruh komplexn{ sdruZeni slozek)

M’ :=M — A\uy -ul.

o Matice M’ mé nyni vektor u; také jako vlastni vektor, ale s vlastnim ¢islem 0! Skutecné,

Mllll = MU1 — /\1u1 . ||111H§ = )\1111 — )\1111 =0.

e Nyni aplikujeme mocninnou metodu (jsou-li splnény jeji predpoklady) na M’ a ziskdme druhé v absolutni
hodnoté nejvétsi vlastni ¢islo matice M.

Mocninna metoda: ukazka (1/2)

Uvazme matici

36408 +16769: —5412 — 2481% 107256 4+ 493977 —492 — 2143

—10656 — 51647 1584 +762¢  —31392 — 15210¢ 144 + 66¢

—12876 — 59547 1914 +881¢  —37932 — 17539¢ 174 + 76¢
4329 — 2621 —643 + 3% 12753 — 7714 —58 + 61

M =

Je zkonstruovéna tak, Ze jeji vlastn{ éisla jsou —2i, —i, 3i/2, 3/2. Pozadujeme presnost (mez pro reziduum)

e = 1075, Aproximace \; z poslednich 7 iteraci:

8a vektor je stale sloupec
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16

0.0000477588150960872 — 1.999914245412411
—0.0000479821875446196 — 1.99998019901599:
—0.0000272650944159076 — 2.00002375338328¢

0.0000271520045767515 — 2.00002973125038:

0.0000154506695115737 — 1.999972725323141
—0.0000152424622193764 — 1.99999349337182:

Mocninna metoda: ukazka (2/2)

1ET T o T =
oy 2 - - .
3H 1 | [ I
1 0.5 0 0.5 1
R

QR algoritmus
QR faktorizace a QR algoritmus (1/2)

e« Mocninnéd metoda se nehodi na hledani vSech vlastnich ¢isel matice M.

e Navic maticové nasobeni je obecné narocné a vyplati se az pro velké ridké matice.

o Existuji dalsi algoritmy zaloZené na sérii podobnostnich transformaci: cilem je sestrojit posloupnost matic
(My)R2g, Mo = M tak, ze
My = P,M,_P;"', k€N,

kde kazd4 Py je regularni, M — My a pro limitni matici umime snadno spocitat vlastni ¢isla (napiiklad je
horn{ trojihelnikovd).

QR faktorizace a QR algoritmus (2/2)

e QR faktorizace matice spoc¢iva ve vyjddieni redlné (resp. komplexn{) matice M ve tvaru souinu
M=Q-R,

kde @ je ortogonélni (resp. unitdrni) a R je horni trojuhelnikova.

« Existuje nékolik algoritmu poéitajicich tuto faktorizaci (Gram-Schmidt, Hauseholderova transformace, Givensova
rotace).

¢ QR algoritmus tuto faktorizaci provadi v kazdém kroku. Zhruba feceno, pro M} spocteme jeji QR faktorizaci
My = Qr Ry,

a polozime

M1 = RiQr, = Q1 'QuRiQr = Q; ' My Qy,
Tterace zacind s My = M. Vsechny matice M} jsou podobné nasi M a maji tedy stejnd vlastni cisla. Za jistych
predpoklada M) konverguje k trojihelnikové matici.
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17 Podminénost ulohy a stabilita algoritmi

Dopiedna a zpétna chyba

Necht V' je néjaky numericky algoritmus, jehoZ teoreticky (pfesny) vystup oznadime V*(d), kde d jsou vstupni
data.

Vysledek vypoctu v koneéné (strojové) aritmetice oznacime V(d).
Ozna¢me Av = V*(d) — V(d). Tato hodnota je tzv. dopfednd/prima chyba (forward error). Je to odchylka

spocitaného feseni od presného Teseni.

Nejmensi (v normé) ¢islo Ad takové, ze V*(d+Ad) = V (d) je zpétna chyba (backward error). Jednd se promitnuti
chyby algoritmu V' do jeho vstupu — jaky problém byl ve skutecnosti vyfesen.

*

d+ Ad V(d)
Ad Av
///V
d- V*(d
S V()

Pokud je pro vSechny vstupy d zpétnd chyba relativné mald, fekneme, Ze algoritmus je zpétné stabilni (backward
stable). ,Mald“ zavisi na kontextu.

Podminénost tlohy
Podminénost ulohy vyjadiuje zavislost zmény vystupu na zméné vstupnich dat - jejich malé perturbaci dd.

Relativni ¢islo podminénosti (relative condition number) tlohy je

[V*(d+dd) — V*(d)]|

C, = lim  sup [V*(d)] 7
€—=0% g45deD [od]|
llod|I<e d||

kde D je zkoumany defini¢ni obor V potazmo V*.

Je-li C, =~ 1, fekneme, Ze tloha je dobfe podminéna (well-conditioned).
Je-li velké, fekneme, Ze tiloha je Spatné podminéna (ill-conditioned).

18 Soustavy linearnich rovnic
18.1 Znaceni

Soustavy linearnich rovnic
V této prednésce se budeme soustfedit na zndmy problém z linearni algebry:

Chceme Tesit soustavu n € N linedrnich rovnic pro n neznamych. Zapiseme ji v maticovém tvaru
Ax = b,
kde A € R™" je regularni matice soustavy, b € R™! je vektor pravych stran a x € R™! je hledané feseni.

Reseni takovéhoto problému je velmi casto diléim tkolem v néjaké vétsi tiloze. V linedrni algebte tuto tilohu fesime
pomoci Gaussovy eliminace (GEM).
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18.2

GEM a numerické chyby

e Typickym problémem piimych metod je to, ze vznikne-li v jednom kroku numerické chyba, tak se projevuje i pri
dalsich vypoctech: primé metody obecné nejsou ,,samoopravujici se, ale spise nahravaji ke kumulovani chyb.

e Pro nékteré tlohy se drobné chyby béhem vypoctu projevi pouze jako drobné odchylka ve vysledku, ovsem pro
nékteré mohou znamenat fadovou zmeénu.

o Pii feseni soustavy linearnich rovnic miize nastat oboji. Cim to je?

Soustavy linearnich rovnic: pfiklad (1/2)

Uvazujme dvé soustavy dvou rovnic o dvou neznamych:
1 1/2\  [3/2 1 1/5\  [(3/2
12 1/3)7 = 1 15 1)~ \1 )"

x = (0,3)T resp. x = (85/52, —35/52)" ~ (1.6346, —0.67308)"".

Resenim téchto rovnic je

Zkusme simulovat chybu na vstupu ¢ chybu vzniklou béhem vypoctu zdménou 1 na pravé strané rovnice za 5/6:
1 1/2 i 3/2 1 1/5 - 3/2
1/2 1/3)7  \5/6 1/5 -1 - \5/6)°
x = (1,1)Tresp. x = (125/78,-20/39)" ~ (1.6026, —0.51282)"".

Reseni se zméni na

Soustavy linearnich rovnic: ptiklad (1/2)

Pravou stranu jsme zménili o
3/2\ _(3/2\ _ (O
1 5/6)  \1/6)’

vektor euklidovské délky % (norma relativni chyby je 0.09).

0y (1) _ (-1
3 1)\ 2
(norma relativni chyby je 0.75) a druhé

(_83?5//5522) - (?250//;89) - (—2/51/51%6>

Zména v Teseni prvni rovnice byla

(norma relativni chyby je 0.09).

V prvnim pripadé je relativni chyba radové vétsi nez relativni chyba pravé strany. U druhé rovnice
jsou relativni chyby radové stejné.

Maticova norma
Maticova norma

Pro néjakou vektorovou normu || - || na R"® = R™! definujeme pFfidruZenou maticovou normu matice A € R™"

nasledujicim zptisobem
Al :=sup {||Az|: z € R™1 a ||z|| = 1}.
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Pfipomenuti: supremum neprazdné omezené mnoziny M C R je cislo

supM =min{y e R: Ve e M : = < y}.

Takto definované zobrazeni je skute¢né normou (rozmyslete!) a plati pro ni VA, B € R™" Vx € R™:
e ||E|| =1 (zde E je jednotkovd matice),
o ||Az|| < ||A]l - ||lz]] (konzistence normy),
o ||AB|| < ||A|l - | B|| (submultiplikativita).
(Obecné maticovd norma je nékdy definovd tak, aby spliiovala submultiplikativitu.)

Maticova norma — priklady

Jaké maticové normy jsou pridruzené diive uvedenym norméam || - ||1, || llz & || - [|oo?
e Pro normu || - ||; dostédvame:
n
|AlL = max Z la; ;|, tedy maximum souctu absolutnich hodnot ve sloupci.
<j<n“
=1
e Pro normu || - ||o dostdvame:
n
|Allcc = max Z |a; ;|, tedy maximum sou¢tu absolutnich hodnot v fadku.
1<i<n =
e Pro normu || - ||2 dostédvame:

|All2 = odmocnina z nejvétsiho vlastniho &sla matice AT A,

kde A = (a; ;)7 ;- je matice z R™".

18.3 Podminénost ulohy
Podminénost alohy (1/3)

Uvazujme soustavu rovnic Az = b # 0 s reguldrni matici A. Budeme zkoumat, co se stane, pokud pravou stranu b
lehce zménime o perturbaci 6b. Zménu v feseni = A~'b pak oznaéime dz, plati tedy

Az =b a A(x+dx)= Ax+ Adx =b+ 0b.

Tudiz Adx = 6b.

Plati [|b]| = [[Az|| < [|A] - [|#], z Gehoz plyne 1 < L2l

Déle ||dx]| = [[A=*0b]| < [|A7*]| - [|db]].

Nakonec dostaneme 152] 155]
T _
= <[] AT Bl
||l (o]l
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18.4

Podminénost alohy (2/3)

Odvodili jsme nerovnost

[0 —1yp . 190l
< [l AlF- AT S
] el
Cislo k(A) := || A|| - ||A~!|| se nazjva &islo podminénosti matice A.

Nerovnost vyse muzeme Cist takto: relativni chyba v feSeni z soustavy Ax = b je mensi nez relativni chyba pravé
strany b vyndsobend ¢islem r(A).

Cim je k(A) vétsi, tim je tloha hiife podminéna a pfi jejim numerickém Feseni musime byt obezfetni, zejména je-li
velkd chyba pfi napocitavani Az nebo b (které mize byt fesenim néjaké jiné tlohy ¢i vysledek méfeni).

Hodnota ¢isla podminénosti zavisi na zvolené normé: zavéry jsou tedy vzdy vzhledem k této pouzité norme.

Podminénost alohy (3/3)

Vratme se ke dvou maticim z ukazkové tlohy uvedené diive:
(1 1)2 (1 15
A= (1/2 1/3) v B= (1/5 —1>'

-1 (4 —6) resp. Bl (0.961538 0.192308 )

Jejich inverze jsou

—6 12 0.192308 —0.961538
Pro vypocet podminénosti k(A) = ||A||[|A~!|| pouzZijeme napf. normu || Al|s:
. 3 18
K(A) = |Allcol| A7 oo = 518 =27 a k(B)= &~ 1.3846056.

VVVVVV

Popis iteracni metody
Schéma zakladni iteracni metody pro feseni Ax =b

Nejdrive si uvedeme obecny popis metody, ktera ,,spadne z nebe, a nasledné si vysvétlime, kdy a jak funguje:

e Nasim cilem je algoritmus, ktery konstruuje posloupnost vektora xg,z1,zs,..., kterd se ,,blizi“ k presnému
reSeni rovnice Az = b.

o Startovaci vektor xg zvolime ndhodné, o feSeni nemame zadnou informaci, takze chceme, aby algoritmus fungoval
pro libovolnou volbu xg.

e Zvolime si regularni matici @ (rtizné volby této matice pak povedou na rtzné metody).

« Cleny posloupnosti zg, 1, 2, ... budeme napoéitivat podle nasledujiciho predpisu:
Qzxr = (Q — A)xp_1 +b, pro viechna k > 0.

resp.
2 =Q ' ((Q — A)zy_1 +b), pro viechna k > 0.

64



18.5

Zakladni iteraéni metody pro feSeni Ax = b: myslenka
Kdyby byla posloupnost (zx)32,, konvergentni s limitou z*, potom je toto z* hledané feseni! Posleme-li totiz v

rovnici
Qrp = (Q — A)xp_1 + 0,

k do nekonecéna, dostaneme

Qr* = (Q — A)z" +10,

a tedy Ax* = b. Pozndmka: Skutecné. Ze zdkladnich vlastnosti normy plyne implikace: pokud limy_, xx = ¥,
potom limy_,oc M = Mz*. MySlenka: budeme volit Q tak, aby vyse definovand posloupnost (zx)52, konvergovala
k néjakému z*.

Konvergence
Konvergence — volba )

Rovnost 2, = Q! ((Q — A1 + b) dosadime do

zp—r=Q ! ((Q — A1 + b) —x
=(E-Q 'Azp 1 —x+Q7 b
=(E-Q 'A)x_1 — (E-Q 'A)x
= (B - Q' A)(xk—1 — ),

kde z je vektor splnujici Az = b a F jednotkova matice.
Oznaé¢me W := E — Q! A. Déle oznaéme vektor chyby e := 3, — x, pak plati
er = Wep_1 = Wrep_g = = Whey.
Nasim cilem je, aby se ex pro rostouci k zmensovalo a bliZilo se k nule, vigné feceno plati: e bude ,, mensi“ nez
er_1 pokud bude W ,,malé&“.
Tj. potfebujeme W pro které limy_,o, W* = 0.
Konvergence — Spektralni polomér

Spektralni polomér matice M je ¢islo p(M) > 0 definované jako absolutni hodnota nejvétsiho (v absolutni
hodnoté) vlastniho éisla:
p(M) := max{|A|: A je vlastnim ¢islem M }.

Véta 18.1 Necht M € C™". Potom plati

lim MF=0 < p(M)<1.

k—+o00

Tedy v nasem pripadé mame zajiSténou konvergenci itera¢ni metody pravé tehdy, kdyz
p(W) <1,

neboli viechna vlastni &sla matice W = E — Q' A jsou v absolutni hodnoté mensf neZ 1.
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Diikaz véty (1/3)

Ukazeme si implikaci
p(M) <1 = lim MF =0
—00

pro specialni pripad.

Piedpoklddejme, ze matice M je diagonalizovatelnd, neboli ze existuje reguldrni matice P takové, ze M = PDP~1,
kde

A O - 0
0 Ao - 0
D= .
0 0 An
a A1,-.., A, jsou vlastni ¢isla M.
Plati M* = PDP~'PD*"'p~1 =... = pD*p~1,
Diikaz véty (2/3)
Ziejmé plati
AE0 0
k
Dk 0 A5 0
0 0 Ak

Protoze p(M) < 1 jisté pro viechna i = 1,...,n plati |\;| < 1. Tudiz limj_,», D* = 0.
Celkem tedy
lim M* = P( 1im_DF)P =0,

k—oco k—+oco

Pro nediagonalizovatelnou matici M se postupuje velice podobné, jen se pouzije Jordaniv normaélni tvar matice.

Diikaz véty (3/3)

Dokazme druhou implikaci
lim M*=0 = p(M) <1

k—o0
sporem.

Méjme vlastni ¢islo A matice M, |A| > 1, s vlastnim vektorem v # 0.

Potom
0= lim [[M"*v| = lim |A]*-|jv]| # 0.
k—oo k—o0

Coz je spor.

Rychlost konvergence
Jak rychle se vektor chyby ey blizi k nule?

Méame
e = wk €g-

Odhadneme normu (vizte vlastnosti maticové normy!)

llerll = IW eoll < W] - fleoll < IW " - fleoll-

Odhad vpravo bude ostfe klesajici pokud [|W|| < 1.
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Pro tento odhad tedy zalezl na volbé normy. Jak jsme vidéli pro symetrické matice je chovani W ovlivnéno
hodnotou p(W). Obecné plati jen p(M) < || M| (pro vSechny pfidruzené maticové normy). Jelikoz pro symetrickou W
plati |W|la = p(W), je volba normy || - ||2 pro tento acel ta nejlepsi, ackoliv v praxi se jednd o vypocetné naroénou
normu a spise se nepouziva. Pro nesymetrickou W je situace obdobnd, jen je nutné se oprit o pojem singularni hodnoty.
Obecné 1ze udinit zaver, ze ¢im mensi hodnota ||| (a mensi nez 1), tim rychlejsi konvergenci muzeme ocekavat.

Kdy iterovani ukonéit? (1/2)

Itera¢ni metodu ukonc¢ime v kroku k, dosdhne-li x; pozadované presnosti.
Tady vznikd chyba algoritmu.

Pozadovand presnost a podminka na ni vétsinou plyne z tlohy.
Pro piipad |[W]| < 1 méme zajiSténo, ze posloupnost (||ex||) je ostie klesajici a iterace lze zastavit, kdyz nastane
lewll = llzx — x|l <e,
kde konstanta ¢ je uzivatelem zadany parametr. To je samoziejmé nepraktické, protoze nemame presné feseni x.
Napocitame v kroku k tzv. reziduum Axj — b a tzv. kritérium konvergence bude

||A!Ek; — bH < €.

Kdy iterovani ukonéit? (2/2)
Nékdy se misto pocitani rezidua voli vypocetné méné narocné kritérium

|zgr1 — x| <e.

Plati totiz

lexll = llzx — || = |2k — Thg1 + g1 — 2|
<ok — zpsrll + | 2pt1 — 2 ||
———

=ept1
<e+ W] - el
kde za predpokladu ||W|| < 1 z posledn{ nerovnosti plyne
€
lex]l < T

Tedy kritérium lze vyhodné pouzit je-li ||WW|| mensi nez 1, ale nepitilis blizko 1.
Poznamka: Vypocty v konecné presnosti

Vsechny dosud uvedené dvahy byly v teoretické (absolutni) pfesnosti.

Pfi po¢itdni v nepfesné aritmetice samoziejmé nemusi metoda konvergovat k presnému Feseni, i kdyz méme ||[W]| <

Pokud ovSsem v nepfesné aritmetice posloupnost konverguje, pak maji iterac¢ni metody tu vyhodu, ze si,, nepamatuji“
chyby z ptredchozich iteraci — v kazdém kroku se z aproximace vyrobi , lepsi“ feseni tlohy a za¢ina se znovu.

V nepresné aritmetice metoda nemusi konvergovat i v pripadé, kdy tloha neni spatné podminén4.

V praxi je tedy jesté dalsim parametrem tohoto algoritmu maximalni pocet iteraci. Pri jeho prekroc¢eni metoda

selhala — po daném maximéalnim poctu iteraci nebylo nalezeno priblizné reseni, které by splnilo podminku konvergence
dané konstantou e.
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Poznamka 2: iteracni zpresnéni

Zakladn{ metodu lze dédle rizné vylepsovat: napiiklad pouZitim tzv. itera¢nfho zptfesnéni (iterative refinement):

1. V kazdém kroku napocteme reziduum: r, = Az, — b.
2. Vyfesime systém Ay = ri (pfimou metodou).

3. Vypoctené feseni y, pouzijeme k vylepseni xy:

!
Tp = Tk + Yk-

18.6 Konkrétni algoritmy
Konkrétni volby @

Vratme se zpét k zékladnimu algoritmu zj, := Q7' ((Q — A)wp—1 +b).

Oznacme a; ; prvky matice A a polozme

0 0 0 an 0 0
as 1 0 0
L= | ap=] 0 @
: 0
an,1 Qn,n—1 0 0 0 ann
alU:=A—L— D, tj. plati
A=L+D+U.

Zminime nasledujici volby Q:
o Richardsonova metoda @ = E (E je jednotkova matice),

e Jacobiho metoda @ = D,

o Gaussova-Seidlova metoda @ = D+ L (obecné superrelaxacni (successive overrelazation) metoda / SOR metoda
Q=1iD+1).
Richardsonova metoda
Richardsonova metoda odpovida volbé Q = E.
Tedy iterace jsou jednoduse dany

2y =Q M ((Q— Az +b) = (E— A)wp_1 +b.

Konvergenci kontroluje matice W = E — Q1A= E — A.
Konvergenci proto mame zajisténou pro velmi tzkou tfidu matic: A musi byt blizko E tak, aby napfiklad platilo

IE— Al < 1.

Jacobiho metoda
Jacobiho metoda odpovidd volbé Q = D.

Iterace se napocitavaji takto

2 =Q 1 ((Q— A)zy—y +b) = DY (=L — U)xy—1 + Db

Konvergence je kontrolovana matici W = E — Q7 'A = E — D~' A. Déle mdme nésledujici postacujici podminku.
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Tvrzeni 18.2. Pokud je matice A ostre diagondlné dominantni, pak Jacobiho metoda konverguje pro vSechny volby
Zo-

Poznamka: Matice je ostre diagonalné dominantni tehdy, pokud pro kazdy jeji fadek plati, Ze soucet abso-
lutnich hodnot prvkia vyjma diagondlniho je mensi nez absolutni hodnota diagonalniho prvku. Diikaz vynechavame.

SOR metoda
SOR metoda odpovidd volbé @ = %D + L, kde w € R~ {0}.

Iterace se napocitavaji takto
1 1 1
—D+L)ag=|—-D+L—-A|xp_1+b= ——1)D—-U ) xp_1+b.
w w w

Tvrzeni 18.3. SOR metoda konverguje pokud 0 < w < 2 a A je symetrickd a pozitivné definitni s kladngmi proky na
diagondle.

Parametr w se pouziva k urychleni konvergence.
Zavér: Algoritmus

Vstup: matice A, Q, vektor b, pozadovana presnost €, maximélni pocet iteraci K

1. zvol ndhodné x

2. pro k od 1 do K provadéj

(a) 2x = QHQ — A)xp—1 + Q1D

(b) pokud ||Azy — b|| < €, vrat z; (nebo obecné je-li splnéno jiné kritérium konvergence)

3. vrat ,feseni nebylo nalezeno po K iteracich“

18.7 Ukazka
Ukazka — Jacobiho algoritmus (1/2)

. . (21
Méame matici A = (1 4>.
1
E—-D'A|=2.
[ I=3

Pouzijeme Jacobiho algoritmu pro vypocet feSeni pro pravou stranu rovnou b = (3,5)7. Pfesné feseni je (1,1)7.

Kritérium konvergence pouZijeme ¢ := || Azy — b|| < 1072,
’ k ‘ T ‘ ||A$k — bH ‘
0 (0.5,1.5) 1.58113883008
1 (0.75,1.125) 0.450693909433
2 (0.9375,1.0625) 0.197642353761
3 (0.96875,1.015625) 0.0563367386791
4 (0.9921875,1.0078125) 0.0247052942201
5 | (0.99609375,1.001953125) | 0.00704209233489
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Ukazka — Jacobiho algoritmus (2/2)

..stejnd tloha, jen za¢neme vektorem xg, ktery je dale od presného reseni.

k ‘ Tk ‘ ||Al‘k — bH ‘
0 (—10,10) 28.1780056072

1 (—3.5,3.75) 9.01734439844

2 (—0.375,2.125) 3.5222507009

3 (0.4375,1.34375) 1.1271680498

4 (0.828125,1.140625) 0.440281337613

5 (0.9296875, 1.04296875) 0.140896006226

6 (0.978515625,1.017578125) 0.0550351672016
7 (0.9912109375, 1.00537109375) 0.0176120007782
8 | (0.997314453125,1.002197265625) | 0.0068793959002
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18.8

Odhady zaokrouhlovacich chyb - ukazky

Pomocna tvrzeni pro vyhodnoceni zaokrouhlovacich chyb
P¥ipomenuti

Necht z,y € F a ® znadi operaci s¢itani, odec¢itani, ndsobeni nebo déleni. Pokud nedojde k preteceni nebo podteceni
(ztstali jsme v intervalu normalizovanych ¢&isel), tak plati

fllzOy)=(xOy)(1+0), kdeld <u.

Mez u je zaokrouhlovaci jednotka.

Nacitani chyb

Lemma 18.4. Pokud |6;| < u a |p;| =1 pro vsechna i € {1,...,n}, nu <1, tak plati

n

[J(t+6)7 =1+6,,

i=1
kde |©,] < —2 .
1 —nu
Dikaz. Dokazeme indukci. u
n=1ap; =1, pak |@1|:|51|§u<ﬁ.
u
n=1ap; =—1, pak ﬁ =1- 15_151 a tedy |©1] = ‘1‘_‘?5'1' < T |
Nacitani chyb - pokracovani
pokracovdni. Predpoklddejme, ze tvrzeni plati pron = j — 1.
Necht P = 1, pak ngl(l + 51,);77; = (1 + @j_l)(l + 6]) =1+ 5]‘ + ej—l + 5j@j_1.
0;
(j—1u (j —Du? Jju Jju
0. <1§; O._ 0,0,_1| < = < .
; 1+0,_1 -0, +0,_
Necht p, = —1 k TT? 1 61.Pi:7j:1 ) )t
echt p; ,pak [[/_ (14 6;) 140, + 140,
—_———
9;
. . s _ i — (7 — 2 :
|5]‘ + |@]—1| < u 1 (j—Du _Ju (j— Du < Ju m

0, < . = .
|]‘_|1+5j| 1+6j] " 1—u 1-—u 1-(j—Lu 1—-ju+(G—1uz =" 1-ju

Znaceni
Budeme pouzivat vyhodné znadeni (n) = [[;_, (1 + &;)?* pro poéitani poc¢tu nakumulovanych relativnich chyb.

Plati ,
Gy =(+k)  a §”=<j+k>.

N

Pozor: toto znaceni ndm velmi zjednodusi zapis (pomuze jednoduchému poc¢itani nakumulovanych relativnich chyb),
ale formaln¢ nen{ korektni, protoze oba vyrazy [[;_ (1 + ;)" a []\_,(1 + &) ozna¢ime (n) a pfitom se obecné
nerovnaji. Pri jejich pouzivani je tedy treba davat pozor.

Skalarni soucin

Zakladni cviceni 24.2
Mégjme pevné danou mnozinu strojovych ¢isel F' (napf. v jednoduché pfesnosti) a uvazujme standardni model aritme-
tickych operaci.
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Uvazujme algoritmus V : F™* — F, ktery pocita skalarni soucin, tedy
V(zi,xo, ..., xn) = @11 + Qoo + -+ - + Qpy,
kde «; € F jsou pevné zvolené parametry.

1. Odhadnéte doptrednou chybu.

2. Odhadnéte zpétnou chybu.

Predpokladame, ze nedojde k podteceni, preteceni apod.

Oznaéme s; = a1y + oo + -+ - + ;5.

51 = fl(anxy) = ayx1(1 4 61), kde |61] < u. Tedy §1 = azz1(1).

)
|

)
I

5= V(w1,22,. .., 2n) = 121 (n) + asza(n) + azzs(n — 1) + - + anz,(2) pron > 1.

IN

V(zr,29,...,2n) — V(x1,22,...,2Zp)

XA/(X) =V(x1 +210p, 20 + 220,23 + 30,1, ..., Tn + 2,02) = V(x + Ax).
[Ax(y <

Funkéni hodnota polynomu

Zakladni cviceni 24.3
Mégjme pevné danou mnozinu strojovych ¢isel F' (napf. v jednoduché pfesnosti) a uvazujme standardni model aritme-
tickych operaci.

Uvazujme zobrazeni p : x — (z — 2)? a 3 zpiisoby jeho vypoétu:

a) pa(z) = (z - 2)%
b) py(z) = 2° — 1828 + 14427 — 67225 + 201625 — 40322 + 537623 — 460822 + 23042 — 512;
¢) pe(x) = =512 + 2 (2304 4+ = (—4608 + z (...))) (Hornerova metoda/pravidlo).

Uvazujme algoritmus V, : F — F : 2 — p,(z) pro z € {a,b,c} (tedy poéitd fukéni hodnotu p(z) 3 vyse uvedenymi
zpusoby). Pro vSechny 3 varianty

1. odhadnéte doptfednou chybu, a
2. odhadnéte zpétnou chybu.

Predpokladame, ze nedojde k podteceni, preteceni apod.
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Metoda a

[Pa(2) — palz)] <
Pa(2) = pa(z + Az), kde |Az| <

Metoda b

po(z) = 2° — 182% 4 14427 — 6722 + 20162° — 40322 4 53762 — 460822 + 2304z — 512

po(T) =
Py () — pu()] <
oy (x) = pp(z + Az), kde |Az| <

18.9 Hornerova metoda - obecné
Hornernova metoda

Chceme vyhodnotit funkéni hodnotu polynomu

n

p(z) =ap+ a1z + -+ apx™.

Hornerova metoda spociva ve vyhodnoceni
p(x) = (( e ((ap)x + ap—1)x+ an_o)x + -+ ag)x + a1>x + ao,
kde je potieba 2n operaci s plovouci ¢arkou® pro n > 0.
Hornerova metoda - chyba
Spocitame chybu vzniklou pouzitim operaci se strojovymi Cisly.

(anxz(l) + an—1){1) = anx(2) + an—1(1).

((@n22) + an1 (1))a{1) + @) 1)
(anz?(3) + ap_12(2) + a,_2)(1)
an?(4) 4 an 12(3) + an_o(1).

Indukei dostaneme celkovou chybu napocitané hodnoty polynomu p v bodé = oznacené p(x):

p(x) = ag(1) + a1z (3) + - an_12" "1 (2n — 1) + a,z™(2n).

9flops
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Hornerova metoda - dopfedna chyba

Plati (i) = 1 + 0;, kde [0;] € —2— = .
1—iu

Odhadneme doptednou chybu nasledovné

n

|p($) —]/)\(I)| < V2n Z |0JZH$|Z

i=0

Pro relativni chybu pak plati
z) — plx ™ lag|xlt
pla) —5e)| Sy lale]
p(z)] p(z)]

Toto je apriorni teoreticky odhad dopredné chyby, a v nékterych ptripadech je odhad velice nadsazeny. Lehce
nahlédneme, Ze prava strana muze byt jakkoliv velka.

Misto tohoto horniho odhadu si spo¢itdme k jaké zaokrouhlovaci chybé doslo presnéji (tzv. Running error analysis).
Hornernova metoda - aposteriorni odhad dopfedné chyby (1/2)
Pro dané z definujme posloupnost (g;) takto: ¢, = a, a ¢; = ¢i+12 + a; pro vSechna i € {0,...,n — 1}.
Tedy o = p().
V i-tém kroku Hornerovy metody plati
(1+€)G = qiv1z(1 4+ 0;) +a;,  kde [0;], |&;] < u.
Oznalme q; = ¢; + f;, dostaneme
(L4 €)q = (gi+1 + fi+1)T + 2Gi10; + a;.
Vyjaditme f;:

fi=dir12 — i +ai +fip12 + G416 + €G-
—_——
=0

Plati f,, = 0.
Hornernova metoda - aposteriorni odhad dopfedné chyby (2/2)

Odhadneme f;:
fil < [firallz] +ullzl|gia] + @)

Ozna¢me posloupnost (;) tak, aby |f;| < um;, tedy

=0 a m=|z[mi+ 2G| + [Tl

Aposteriorn{ dopfednou chybu 7y tedy mtzeme vyhodné napocitat béhem vypoctu gy = p(x) a bude platit

[p(z) — p(z)| < mou.

Hornerova metoda - zpétna chyba

p(x) = ag(1) + a1z (3) + - an_12" 1 (2n — 1) + a,xz™(2n).

Tedy zpétna chyba je:
p(z) = p(z + A(x)), kde |A(z)] < yonlz]
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Vypocet funkéni hodnoty polynomu - relativni podminénost
Piedpokladejme p(x) # 0.

Podle véty o stredni hodnoté plati
[p(z + dz) — p(z)| = [P (€)dz]
pro né&jaké € € (z,z + dz) nebo € € (z + iz, ).

Plati
p(z 4 6x) — p(z)| _ |p'(e)dx]
lp(z)]| ()]

a tedy

o _ P+ 0w) —p@)|/Ip)| _ |=p/(0)

|6/ ||  [p(@)]

(0]
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Cast IV
Obecna algebra

V matematice a v oblastech, kde se matematika pouziva, se opakované objevuji objekty, které maji podobnou strukturu,
prestoze jsou na prvni pohled zcela odlisné. Matematici si téchto podobnosti v§imali a postupem ¢asu vyvinuli hierarchii
takovych obecnych nadrazenych struktur, kterd pokryva sirokou skalu (matematickych) objektti. Ta ¢4st matematiky,
ktera se témito strukturami zabyvd, se nazyva (obecna!’) algebra.

Uvod do teorie grup

Hledani skrytych podobnosti ...

Uvazujme nésledujici objekty:
e mnozina Z celych ¢isel a jejich séitani,
e mnozina matic R™™ s operaci nasobeni matic,

e mnozinu relaci na mnoziné A s operaci skladani relaci,
e mnozina zobrazeni f : A = A z mnoziny A do mnoziny A a operaci skladani zobrazeni,

o mnoZinu manipulaci s Sestithelnfkem, které jej neméni (zrcadleni dle os, dle stfedu, otocenti, ...) a jejich skladdni,
o mnozinu {0,1,2,3} s operaci ndsobeni modulo 4,

o mnozinu koneénych automati a jejich skldadani,

e mnozinu vsSech konec¢nych retézcii nad zadanou abecedou a jejich spojovani,

e mnozinu vsech barev a operaci ,,michani*,

Co maji spolecného?

Spolecna struktura!

Vsechny uvedené objekty maji stejnou strukturu. Skladaji se ze dvou ingredienci:
o Neprazdné (kone¢né ¢i nekoneéné) mnoziny objekti.

o Binarni operace, ktera kazdé dvojici objektl z této mnoziny jednoznac¢né priradi objekt z uvazované mnoziny.

Bindrni operaci na mnoziné M mame na mysli zobrazeni M x M — M.

Obecné se tedy jednd o dvojici mnozina a bindrni operace na ni a proto budeme (vétSinou) pouzivat znaceni (M, -)
(multiplikativni zépis) resp. (M, +) (aditivni zdpis), resp. (M, o) (obecny zapis), kde

e M je neprazdna mnozina,

e a pro binarni operaci plati - : M x M — M, resp. +: M x M — M, resp. o: M x M — M.

10Slovo ,obecna® se pouziva zejména v pripadech, kdy by nékdo mohl nabyt dojmu, Ze se jedna o linedrni algebru.
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O co jde v teorii grup?

e Drvojici ,,mnozina a bindrni operace na ni“ mohou, jak bylo drive na prikladech ukézano, tvorit velice odlisné
struktury. My je budeme klasifikovat podle vlastnosti, které maji.

¢ O této dvojici nds budou zajimat napriklad nasledujici otazky: Je operace asociativni? Je komutativni? Existuji
v mnoziné prvky s vlastnostmi jako ma jednicka a nula v ¢iselnych mnozinach? ...

¢ Obecna algebra se déle zabyva bohatsimi strukturami jako jsou okruhy, télesa a dalsi. S témi se setkdme pozdéji
béhem semestru.

A proc to délame?

Pokud dokézeme néjaké tvrzeni pro obecnou strukturu (M, o), kde o je asociativni operace, bude (auto-
maticky) toto tvrzeni platit pro vSechny konkrétni struktury s asociativni bindrni operaci.

Duikaz tohoto tvrzeni se zredukuje na (trividlni) dikaz asociativity operace!

Obecnou strukturu muzeme chapat jako nadirazeny objekt, od kterého konkrétni struktury dédi vsechny

jeho vlastnosti.

Priklad ,dédicnosti® (1/4)

Na mnoziné nenulovych realnych ¢isel dokazeme nésledujici vétu:

Véta 19.1 Pro vSechna b,c € R\ {0} m4 rovnice bz = c jediné fefeni x = 7.

Diikaz. Nésledujici rovnosti jsou za predpokladu b, ¢ € R\ {0} ekvivalentni.

bxr =c¢ {vydél b, lze pro Vb # 0}

bx ¢ ... e . p
3 = {pouzijeme asociativitu ndsobeni}
b b
Jr="< {vime, ze pro lib. b # 0 je - =1}
b b b

lz = % {pro lib. nenulové d je 1d=d} W

Co jsme potrebovali: asociativitu, umét délit nenulovym redlnym c¢islem, existenci jednicky.

Priklad ,dédicnosti® (2/4)

Uvazujme nyni mnozinu M vsech matic z R™" s operaci ndsobeni matic.

e Je operace nasobeni matic asociativni?

Ano. Pro VA, B,C € M plati A(BC) = (AB)C.

o Existuje jednicka (neutralni prvek) vici maticovému nasobeni?
Ano. Jednotkova matice £ mé vlastnost EA = AE = A platici pro VA € M.

o FExistuje ke kazdé matici A € M matice inverzni?

Neexistuje! Musime se omezit na mnozinu vSech regularnich matic z M, oznacovanou téz M,es := {A € M |
A je regularni}.

Poznamka: Vsechna tato tvrzeni jiz zndme z Linedrni algebry!
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Piiklad ,dédicnosti* (3/4)

Mame vse co potrebujeme, vétu mtzeme preformulovat pro matice:

Véta 19.2 Pro viechna B, C' € M, mé rovnice BX = C jediné feseni X = B~!C.

Drikaz. Nasledujici rovnosti jsou za pfedpokladu B, C € M., ekvivalentni.

BX=C {vynés. inverz. prvkem B! zleva, existuje pro VB}
B™Y(BX) = B™'C {ptesuneme zévorky diky asociativité}
(B7'B)X = B~'C {vime, 7e pro lib. B je B"'B = E}
EX = B~'C {prolib. matici D je ED = D}
X=B"'C

Co jsme potrebovali: asociativitu, existenci inverzni matice, existenci jednotkové matice.

Ptiklad ,dé&di¢nosti“ (4/4)

Dvojici (M, 0), kde o : M x M — M, plati asociativni zdkon, existuje neutralni prvek a ke kazdému prvku b existuje
inverzni prvek (znaceny b~!) budeme fikat grupa. Obecna véta pak bude znit:

Véta 19.3 Pro libovolné prvky b, ¢ z grupy (M, o) méa rovnice bo z = ¢ jediné feSenf z = b~ L oc.

Diikaz. Nasledujici rovnosti jsou ekvivalentni.

box=c
b lo(box)=bloc
(b~lob)ox=b"toc
r=bloc N
V predchozich prikladech pro neutralni prvky a inverzni prvky platilo:
o (R~ {0},-): neutrdlnim prvkem je ¢islo 1, inverznim prvkem k b # 0 je % #0.

o (M, eg,-): neutralnim prvkem je jednotkova matice pfislusného rozméru, inverznim prvkem k A € M, je matice
k ni inverzni.

?
Kontrolni otazka 19.1. Plati Véta 19.3 i pro dvojici (Z,+)? Jak vypadd inverzni prvek a neutrdlni prvek pro tuto
dvojici?
?
Kontrolni otazka 19.2. V grupé (R\ {0},-) mizZeme zavést operaci ,déleni“ jako ndsobeni inverznim prvkem:
a -1
—=a-b".
b
Je mozné takto zavést déleni i v mnoziné regquldrnich matic Mye,? Proc¢ ne?
2

Kontrolni otazka 19.3. Zkuste vymyslet, jaké barvy bychom museli pridat do mnoziny barev, aby byla vznikld mnoZina
s operact ,michdni barev® grupou.
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20 Hierarchie mnozin s jednou binarni operaci

Mnoziny s jednou binarni operaci

Libovolnou dvojici tvofenou neprazdnou mnozinou a bindrni operaci na ni, (M,o: M x M — M), budeme
nazyvat grupoid. Naslednym pridavanim dalSich pozadavkl na operaci o ziskdvame dalsi

grupoid o:Mx M — M
pologrupa asociativita o
monoid existuje neutralni prvek
grupa existuji inverzni prvky
abelovska grupa komutativita o

struktury...

Grupoid, pologrupa, monoid, grupa

Definice 20.1 Grupoid (magma) je usporddand dvojice (M, o), kde M je libovolnd neprazdnd mnozina a o je bindrn{ =

operace na M.
o Pologrupa (semigroup) je grupoid (M, o), pro ktery je o asociativni operace.
o Monoid je pologrupa (M, o), ve které existuje neutralni prvek e € M takovy, ze

pro vSechna a € M plati eoca=aoe=a.

o Grupa (group) je monoid (M, o), ve kterém ke kazdému a € M existuje inverzni prvek b € M takovy, ze

boa=aob=ce.

o Komutativni (abelovskd) grupa je grupa (M, o), kde o je komutativni operace.

Prvni priklady

e Pro dvojici (Z,+) plati asociativni i komutativni zdkon, neutrdlnim prvkem je 0 a inverzni prvek k prvku a je
prvek —a, soucet dvou celych ¢isel je celé cislo, jedna se tedy o abelovskou grupu.

o Pro dvojici (R \ {0}, -) plati asociativn{ i komutativni zdkon, neutrdlnim prvkem je 1 a inverzni prvek k (nenulo-
vému) prvku a je %, soucin dvou nenulovych realnych ¢isel je nenulové realné ¢islo, jedna se tedy o abelovskou
grupu.

o Pro dvojici (M,eg, ) plati asociativni zdkon, neutralni prvek i inverni prvky existuji (k A € Mg je inverznim
prvkem inverzni matice A~1), ale neplati komutativn{ zakon! Jedn4 se tedy o grupu, nikoli oviem vzdy abelovskou.
Priklad nekomutujicich matic:

GG )G 6663

Otéazka: Je soucin dvou reguldrnich matic regularni matice?

-~

Kontrolni otazka 20.1. Co se zméni, pokud namisto (R\ {0},-) wvazujeme (R,-)?

-~
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Kontrolni otazka 20.2. Co se zmént, pokud namisto (Mg, -) uvazujeme (R™",.)%

Kontrolni otazka 20.3. Jaky je rozdil mezi dvojici {1,2,3,4} s ndsobenim (mod 5) a dvojici {1,2,3,4,5} s ndso-
benim (mod 6)?

Matematicka analogie k OOP

e Na grupoid, monoid, atd. se muZeme divat jako na matematicky (abstraktni) objekt ¢i t¥idu, pro ktery je
definovana néjaka neprazdnd mnozina a binarni operace s danymi vlastnostmi.

a8

o Pro tyto abstraktni t¥idy mtizeme dokdzat rtiznd tvrzeni (jako nap¥. Vétu o feSent ,,linedrni“ rovnice pro grupy).

o Pokud potom pro néjakou instanci (M, o) ukdZeme, Ze je grupoid, monoid, atp., znamend to, Ze vSechny tato
tvrzeni ,,zdédi“ a nemusime je tedy dokazovat zvlast.

Poznamky ke znaceni a terminologii
e O mnoziné M také mluvime jako o nosici (carrier) grupy G = (M, o).

o Zéapisem a € G, kde G = (M, 0), madme na mysli a € M.

Znaceni 20.2. obecny zdpis
(M, 0)
neutralni prvek: e

inverzni prvek ka € M: a1

aoago---oaq=a"
—_——

n—1 operact

aoze

a"oa " =e
multiplikativni zdpis

n

(M7 )
neutrdlni prvek: 1
inverzni prvek ka € M: a~!

a-a---a =a"
——

n—1 operact

a® =1
a”-a"=1
aditivni zdpis
(M, +)

neutrdlni prvek: 0

inverzni prvek k a: —a

ata+---+a=nxa
N———

n—1 operact

Oxa=0
(nxa)+((-n)xa)=0
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Uzavienost mnoziny vici binarni operaci

V definici klademe na binarni operaci o podminku, aby byla ,, binarni operaci na M*“, coz znamena, ze vysledek
aplikovani bindrni operace na dva prvky z M opét patii do M, strucnéji o : M x M — M. Téz rikdme, ze mnozina
M je uzavrena vucdi o.

m P¥iklad 20.3 Dvojice (Z~,-) zédpornych celych ¢&fsel s klasickym ndsobenim nenf{ ani grupoid, nebot Z~ neni uzauvfenéLIZI
vudi ndsobeni: napiiklad (=1)- (1) =1¢ Z~. ]

Uzavtenost ¢i neuzavienost viuci binarni operaci nemusi byt vzdy oc¢ividna:

m Ptiklad 20.4 Uvazujme dvojici (Miroj, -) dolnich trojuhelnikovych matic s klasickym maticovym ndsobenim. Je Mi,o;
vuci operaci - uzaviena?

[IEEN]

Ovérovani vlastnosti (M, o)

Méme-li zadanou dvojici ,,mnozina a operace” a chceme-li zjistit, jestli se jedna o grupoid, pologrupu, monoid,
(abelovskou) grupu, muZeme systematicky postupovat (nepiekvapivé) v nésledujicim pofadi:

1. Je mnozina uzavirend viuci operaci? Pokud ano, je to grupoid, pokud ne, konec.

2. Je operace asociativni? Pokud ano, je to pologrupa, pokud ne, konec.

3. Existuje neutralni prvek? Pokud ano, je to monoid, pokud ne, konec.

4. Existuje ke kazdému prvku inverzni prvek? Pokud ano, je to grupa, pokud ne, konec.

5. Je operace komutativni? Pokud ano, je to abelovska grupa, pokud ne, konec.

OvéFovani vlastnosti (M, o)

EVER NOTICE WHEN GEESE FLY IN A V FORMATION.
ONE SIDE IS ALWAYS SLIGHTLY LONGER THAN THE DTHER?

5

rolning . cx

THIS IS BECAUSE THERE ARE MORE GEESE ON THAT SIDE Uvedens ,, kuchafka“ je tiplné zbyteéna pokud znéte

definice pojmu a chépete jejich hierarchii.
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21 Priklady

Ptiklad €. 1
m Priklad 21.1 Uvazujme grupoid (Q, o), kde bindrnf{ operace o je definovdna jako aritmeticky priumér:
a+b
aob:= :
2
n

Jednd se o grupoid / pologrupu / monoid / grupu?

Y . . +b I . v . . c e
Pro raciondlni ¢isla a a b je vyraz 5= racionalni cislo. Jde tedy o grupoid. V pologrupé musi platit asociativni

zakon. Tvrdime, Ze pro takto definovanou operaci o neplati a dokdzeme to protiprikladem:
3
(20-2)04=004=2 ale 20(—-204)=201= 3"

Skutecné, pro takto zvolené prvky Q asociativni zadkon neplati a nejedna se proto o pologrupu. Z toho je jiz jasné, ze
Q s takto definovanou operaci neni ani monoid a ani grupa.

P¥iklad €. 2
m Piiklad 21.2 Uvazujme grupoid (RT, o), kde bindrni operace o je definovana takto:
a-b
aob:= :
a+b
[

Jednd se o pologrupu / monoid / grupu?
Poznamka: RT = (0, +00). V pologrupé musi platit asociativni zdkon. Tvrdime, Ze pro takto definovanou operaci o

asociativni zakon plati. Tzn., Ze chceme ukézat, Ze plati rovnost (aob)oc = ao(boc). Postupujeme tak, Ze si napiSeme
levou stranu rovnice a pomoci definice operace a vlastnosti klasického nasobeni a déleni levou stranu upravime na

pravou:
a-b ab . ¢
(aob)oc={ definice o} = Hboc:{deﬁmceo}:#:
_ (a-b)-c _ a-(b-c) _a-bbfc
Tabte(atd) a-(btotboe a+ s
= { definice o} = a o CCJ-rbb = { definice o} = ao (boc).

Asociativni zdkon plati a jedna se o pologrupu.

Priklad €. 2

(..pokracovani...)
Dokazali jsme, ze (R, 0) je pologrupa, je to téz monoid? Neboli existuje neutrdlni prvek e € RT tak, ze

(Va e RT)(eca=aoe=a)?

Neutralni prvek e musi pro viechna a € R™ splilovat rovnici

(ace=a)= (aa_;_eeza> =(a-e=a-(a+e))=(e=a+e)=(0=a),

kterd ale plati pouze pro a = 0. Neutrdlni prvek tedy neexistuje a o monoid se nejedné.
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Priklad €. 3

m Priklad 21.3 Uvazujme grupoid (R, -), kde za bindrn{ operaci - bereme klasické nasobeni ¢isel.

Jedn4 se o pologrupu / monoid / grupu? [

Asociativita - je znama vlastnost nasobeni redlnych ¢isel. Jedna se tedy o pologrupu.
Aby se jednalo o monoid, musi existovat neutralni prvek. Existuje?

Pro neutrdlni prvek e mus{ platit: (Va € R)(e-a = a-e = a) a takovy prvek v R existuje a je to ¢islo 1. Grupoid
(R, -) je tedy dokonce monoid.

A je to grupa? Neboli, existuje ke kazdému redlnému &islu a &islo a™!, tak ze a-a~' = a~! - a = 1? Existuje, oviem

pouze pokud a neni nula. O grupu se tedy nejedna.

Disledek

7Z definice plyne, ze kazda grupa je monoid, kazdy monoid je pologrupa a kazda pologrupa je grupoid. To muzeme
symbolicky zapsat takto:
grupoid D pologrupa O monoid D grupa .
Diky predchozim tfem ptikladim muzeme tuto hierarchii o néco zpfesnit:
grupoid 2 pologrupa 2 monoid 2 grupa ,

nebot jsme nasli grupoid, ktery neni pologrupou, pologrupu, kterd neni monoidem a monoid, ktery neni grupou.

P¥iklad: grupa Z;

m Priklad 21.4 — Z;}. Pro kladné n € N je
ZF = ({O,l,...,n— 1}, —|—n),

kde +,, je s¢itani modulo n, abelovska grupa. [

e Mnozina Z, := {0,1,...,n — 1} je mnozina zbytkovych t¥id po déleni n. Mnozina M je uzaviend vuci operaci
s¢itani modulo n.
e Uvazme a, b, c € Z, libovolné, potom existuji j;, k; € Z, i = 1,2, tak, ze

(@+nb)+nc=(a+pb)+c+jn=(a+b)+c+ (ki + ji)n,
a+n(b4+nc)=a+ (b+nc)+jan=a+ (b+c)+ (k2 + jo)n.

Zde symbol + predstavuje standardni s¢itani celych cisel.

Diky asociativité 4 tedy plati
(@4+nb)+nc=a+, (b+nc) (modn)
a dle definice +,, pak i (a +,b) +nc=a+, (b+, ).
e Neutrdlnim prvkem vici +,, je 0.

e Inverznim prvkem k a € Z,,, a # 0, je n — a. Inverznim prvkem k 0 je 0.

e Operace s¢itani modulo n je komutativni diky komutativité +.
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22

Ptiklad: grupa Z; (1 ze 2)

m Pfiklad 21.5 — Z). Pro kladné n € N, n > 2, je
Z} = ({ke{l,....,n—1} : k an jsounesoudélnd}, x,),
kde x,, je nasobeni modulo n, abelovskd grupa. [
Tvrdime: jsou-li k a £z {1,...,n — 1} nesoudélnd s n, pak i k x,, £ je nesoudélné s n.
Diikaz sporem: budte k a ¢ nesoudélnd s n a d € {0,...,n — 1} takové, ze k¢ = jn + d pro néjaké j € Z.
Predpokladejme, zZe d je soudélné s n. Jelikoz d je soudélné s n, existuje prvocislo délici ¢isla d i n, které musi délit i

k nebo /¢, coz je spor.
Méme tedy uzavienost mnoziny vzhledem k dané operaci.

Asociativita operace X, plyne z asociativity nasobeni redlnych ¢isel podobné jako v predchazejicim prikladé.

Neutralni prvek je 1.

Ptiklad: grupa Z) (2 ze 2)

Inverzni prvky: je-li k nesoudélné s n, existuji a, 5 € Z tak, ze
ak+pn=1 = ak=1 (modn).

Jelikoz je takové ¢islo v nesoudélné s n, tak o mod n je hledany inverzni prvek.

[J) Existence ¢isel a a 8 plyne z tvrzeni, které je zndmé jako Bézoutova rovnost. Téz se jim fikd Bézoutovy koeficienty.

X, je komutativni. Z je tedy skutecné abelovska grupa.

Nemohlo by v nosi¢i byt vice zbytki po déleni n (vzhledem k x,,)?

Ne, ¢isla soudélna s n nemaji inverzni prvek: uvazujme jakékoli ¢islo 1 < k < n soudélné s n. Predpokladejme,
ze ¢ je inverzni prvek k prvku k, tedy Ze plati k¢ = 1 (mod n). Tedy pro néjaké j plati k¢ = 1 + jn, a tedy

1=kl —jn= d(%( —j%), kde d, d > 1, je spolecny faktor k a n. Tim dostaneme spor, tedy k prvku k bychom nenasli
inverzni prvek.

Terminologie: modularni grupy celych cisel
Z} je aditivni modularni grupa (celych ¢&isel) modulo n.
Z je multiplikativni moduldrni grupa (celych ¢isel) modulo n.
Jind béznd znaceni: 22, (Z/nZ)*.

Vlastnosti neutralnich a inverznich prvki

Jednoznacnost neutralniho prvku

Véta 22.1 V monoidu existuje pravé jeden neutralni prvek.

Dikaz. Bud (G, o) monoid a e néjaky neutrdlni prvek (z definice vime, Ze tam alesporni jeden je!). DokdZeme sporem,
ze e je jediny neutralni prvek.

Pro spor predpokladejme, Ze v monoidu existuje dalsi neutralni prvek € razny od e, tj. e # €. Potom plati
e=¢eoe=ce,

kde jsme pouzili vlastnost neutralniho prvku danou definici. Tim dostavame spor s tim, Ze € a e jsou ruzné. |
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Jednoznacnost inverzniho prvku

Véta 22.2 V grupé ma kazdy prvek pravé jeden inverzni prvek.

Diikaz. Bud (G, o) grupa, a libovolny prvek této grupy a néjaky k nému inverzni prvek b (z definice grupy vime, ze
tam alespoii jeden je). DokéZeme sporem, Ze b je jediny inverzni prvek.

Pro spor predpoklddejme, Ze v grup€ existuje jiny inverzni prvek c rizny od b. Potom plati
c=coe=co(aob)=(coa)ob=eob=b,
kde e je neutralni prvek. Tim dostdvame spor s tim, Ze ¢ a b jsou ruzné. |

Inverzni prvek - znaceni

Znaceni 22.3. V souladu se zavedenym znacenim 20.2 znacime inverzni prvek k prvku a grupy (G, o) pro obecné
(multiplikationi) znacend takto:

a pro aditivni znacend takto:

23 Znazornéni grup

23.1 Cayleyho tabulka grupy
Cayleyho tabulka pro konecné grupy

Pokud m4 mnozina M z dvojice (M, o) koneény pocet prvkii, 1ze jeji strukturu (danou operaci o) kompletné zachytit
v tzv. Cayleyho tabulce, jejiz konstrukce je zfejma z nasledujiciho prikladu.

m Piiklad 23.1 Uvazujme grupu ZI. Jelikoz ma& jeji nosi¢ 4 prvky, bude mit Cayleyho tabulka 4 radky a 4 sloupcelz}

oznacené témito ¢tyfmi prvky (takze bude typicky zndzornénd jako tabulka 5x5).

taf|O]1]2]3]
0 [O0[1[2]3
1 [1[2[3]0
2 [2[3]0[r
3 310112

Nyni do pole na fddku m a v sloupci n vyplnime vysledekm +4 n = m +n (mod 4). Napiiklad do fadku 2 a sloupce
3 vyplnime 2 + 3 (mod 4) =1 L]

Jak poznat rizné véci z Cayleyovy tabulky

Cayleho tabulka skytda o dané mnoziné a operaci veskeré informace. Nékteré vlastnosti lze z tabulky vycist velmi
snadno, jiné uz hure:

o Uzavrenost mnoziny M vUci operaci o pozname tak, ze vSechny pole tabulky obsahuji prvky z mnoziny M.
o Asociativitu operace z tabulky pozndme tézko (projdéte vSechny trojice prvka a ovéite splnéni asociativity...).

e Neutralni prvek e v tabulce pozname tak, ze v ,,jeho* fadku a sloupci se presné opakuji oznaceni radku a sloupce
tabulky.

e Inverzni prvek k prvku a najdeme tak, Zze najdeme v prislusné oznaceném radku a sloupci neutralni prvek e ...
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e Operace je komutativni, pokud je tabulka symetrickd vici hlavni diagondle.
Poznamka: Cayleyho tabulka neni prilis prakticka v pripadé, kdy mnozina M mé velky pocet prvku.
Cayleyho tabulka a latinsky ¢tverec (1/4)

Otézka: Lze z Cayleyho tabulky snadno poznat, jestli se jedna o tabulku grupy?
Odpovéd: Skoro.

Véta 23.2 Cayleyho tabulka kazdé grupy tvori latinsky ctverec.

e Latinsky ¢tverec pro n prvkovou mnozinu M je matice n X n takova, ze v kazdém radku i sloupci jsou vzdy
vSechny prvky mnoziny M.

e Vétu dokazeme tak, ze dokazeme jinou vétu, ze které uz bude diukaz této véty trividlné vyplyvat.

¢ Bohuzel ne kazda Cayleho tabulka tvorici latinsky ¢tverec je tabulkou grupy. Pozdéji si ukazeme protipriklad.

Cayleyho tabulka a latinsky ¢tverec (2/4)

Véta 23.3 V kazdé grupé lze jednoznacné délit.
Tzn.: V kazdé grupé (G, o) maji pro libovolné a,b € G rovnice

aox=b a yoa=1> jediné feseni.

Tuto vétu jsme dokézali diive v této prednasce jesté pred zavedenim pojmu grupa, pfesto zde uvedeme dalsi diukaz,

1

lehce ,,algebraictéjsi-.

Dikaz. Jelikoz se jednd o grupu, kazdy prvek mé (jediny) inverzni prvek, a snadno tedy zjistime, Ze fesenim rovnic

jsou prvky a~! o b resp. boa !

Jednoznaénost se dokéze sporem: necht existuje feseni 21 # a~! o b, potom

-1

x1 = (a oa)o;vlza*lo(aoxl):aflob. [ ]

Lze ukazat, ze grupa je pologrupa, ve které lze jednoznac¢né délit, tzn. ze jednoznacnost déleni zajistuje existenci
neutralniho prvku a inverznich prvki, ovsem za predpokladu, Ze je operace asociativni!

Cayleyho tabulka a latinsky ¢tverec (3/4)

Nyni dokdzeme piredchozi vétu, ktera ika ze Cayleyho tabulka grupy je latinsky ¢tverec:
Drikaz. Dokazeme to sporem:
o Predpoklddejme, Ze tabulka néjaké grupy (G, o) nenf latinsky ¢tverec.

e To znamend, ze v néjakém radku nebo sloupci se jeden prvek, oznac¢me jej b, opakuje dvakrat. Bez Gjmy na
obecnosti predpokladejme, ze je to v fadku n ve sloupcich m; a mo.

o |l < [ma | [ ma |

e 7 toho ale okamzité vyplyva, ze rovnice n o x = b ma dvé rlizna feSeni m; a mo, coz je spor s predchozi
vétou! |
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Cayleyho tabulka a latinsky ¢tverec (4/4)

o Ukazali jsme, Ze to, ze Cayleyho tabulka je latinsky Ctverec, je nutnou podminkou pro to, aby dand mnozina a
operace byla grupou.

o Jak ukazuje nasledujici protipiiklad, nejedna se o podminku postacujici.

m Pfiklad 23.4 Uvazujme mnozinu M = {a, b, c} s operaci zadanou touto Cayleyho tabulkou:

ollab]c]
al|blalec
billc|b|a
cllalc|b
Tato tabulka tvofi latinsky ¢tverec, ale pfesto neni tabulkou grupy. (Pro¢?) (]

23.2 Cayleyho graf grupy
Cayleyho graf grupy

Vizualizovat konecnou grupu G = (M, o) lze dale pomoci Cayleyho orientovaného grafu (V, E), kde
e vrcholy grafu V jsou prvky grupy, tj. V = M,
o orientovand hrana (a,b) patii do E, pravé kdyz b = a o ¢ pro jisté ¢ € N.

Mnozinu N vhodné zvolime pfedem (vétSinou neobsahuje neutrdlni prvek grupy G; typicky jde o generujici mnozinu,
viz pristi pfednéaska). Hrany lze pro pfehlednost obarvit podle pfislusnosti k ¢. Podobné jako u Cayleyho tabulek plati,

7e se Cayleyho grafy hodi pro grupy s mensim poétem prvki. Lépe v nich navic vynikne struktura grupy (viz déle).
Pokud by grupa nebyla abelovskd, museli bychom kreslit i hrany (a,b) pro a =boc pro c € N.

Cayleyho graf grupy: priklad Z]

2

&
Ly

Odpovédi na nékteré kontrolni otazky

Odpovéd na kontrolni otdzku 19.1. Pro dvojici (Z,+) véta plati v tomto tvaru: pro vSechna b, ¢ ma rovnice
b+ x = ¢ pravé jedno feseni © = —b + ¢, neb inverzni prvek k b (vzhledem k operaci +) je prvek —b.

Odpovéd na kontrolni otazku 19.2. V M,., déleni zavést nelze, nebot operace ndsobeni matic neni komutativni,
a tedy AB~! # B~1A. To znamend, Ze by nebylo jasné, ktery z téchto dvou vyrazii by se rovnal %.
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Odpovéd na kontrolni otdzku 20.3. Pfi ndsobeni (mod 6) nemaji vSechny prvky inverzni prvek, tedy neexistuje
x tak, aby ax = 1 (mod 6), kde 1 je neutrdlni prvek a a € {2,3,4}. Navic se nejednd ani o grupoid, nebot 2 - 3
(mod 6) ¢ {1,2,3,4,5}.
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24 Podgrupy

Priklad Z, (1 ze 3)

m Piiklad 24.1 Uvazme mnozinu Zis := {0,1,2,...,11} se s¢itdnim modulo 12. Podle minulé pfednasky tato dvojice
tvori aditivni grupu modulo 12 znacenou ZB.

Otazka: Jaka jind mnozina M tvofi s operaci s¢itani mod 12 grupu?

Aby tato bindrni operace méla smysl, musi byt M C Zq,:

Otazka (upresnéni): Jaké podmnoziny Zis tvoii s operaci séitdni mod 12 grupu?

Odpovéd: Je jich pomérné hodné a abychom pfisli na to, jak je ziskat, polozme si podotazku:

Podotdzka: Jakd nejmensi podmnozina Zqo tvoii s operaci 412 (séitdni modulo 12) grupu a obsahuje ¢islo 2 € Z157

Priklad Z, (2 ze 3)

Hleddme mnozinu M C Z5 tak, aby 2 € M a (M, +12) byla grupa:

e M musi byt vuci s¢itdni modulo 12 uzaviena:

— musi proto obsahovat 2 4+152=4,2+1,4=6,4+4+,26=10,...

— mnozina {0,2,4,6,8,10} uz je uzaviend a tedy mame grupoid

e operace s¢itani modulo 12 i na této podmnoziné zustava asociativni, je to pologrupa,

e 0 zUstava neutrdlnim prvkem, je to monoid,

o a kazdy prvek md inverzni prvek patiici do této mnoziny (-0 =0, -2 =10, -4 =8, -6 =6, -8 =4, —10 = 2),

je to grupa.

Hledand mnozina je tedy M = {0, 2,4, 6, 8,10}: fikdme, ze M je podgrupa generovand mnozinou {2}.

Priklad Z, (3 ze 3)

Podobné jako jsme vygenerovali mnozinu pro prvek 2, mtizeme postupovat i pro jiné prvky Zis:

{0} —
{1} =
{2} —
{3} =
{4} —
{5} =
{6} —

{0}
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11}
{0,2,4,6,8,10}
{0,3,6,9}

{0,4,8}
{0,5,10,3,8,1,6,11,4,9,2,7}
{0,6}

«— {11}
+« {10}
« {9}
{8}
<~ {7}

Zavér: nalezli jsme 6 ruznych mnozin M takovych, ze (M, 412) tvori grupu.

[J) Fakt, ze téchto mnozin je pravé 6 a my jsme zddnou neopomnéli, neni zcela zfejmy. My jsme nasli vSechny takové
mnoziny, které lze vygenerovat jednim prvkem (takovym budeme ¥{kat cyklické): napi. M = {0, 2,4,6,8,10} byla
vygenerovand prvkem 2. Pozdgji si ukdzeme, Ze cyklicka grupa (a Zi, je cyklickd) mé vSechny podgrupy (zde
mnoziny M) taktéz cyklické a tedy jsme skuteéné nasli v8echny! To si prosim rozmyslete!!
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Definice podgrupy

Definice 24.2 — Podgrupa (subgroup). Bud G = (M, o) grupa. Podgrupou grupy G nazveme libovolnou dvojici =

H = (N, o) takovou, ze
. NCM,

e (N, o) je grupa.

o Tato konstrukce, kde se z dané struktury vezme podstruktura, kterd ma stejné vlastnosti, je v matematice casta:
vzpomerte linedrni prostor a podprostor.

e Podobné bychom mohli definovat podgrupoid, podpologrupu a podmonoid, ale nebudeme.

o Bindrni operaci v grupé G = (M, o) chdpeme jako zobrazeni z M x M do M, operace v podgrupé H = (N, o) je
tedy exaktné feceno ztuzeni puvodni operace na mnozinu N x N.

Poznamka k predchozi pozndmce 246: prikladem grupy, kde bychom nebyli s to najit vSechny podgrupy tak, ze
bychom je vygenerovali z jednotlivych prvki, jako jsme uéinili v piipadé ZE, je tzv. Dihedralni grupa Dy, vice
informaci o této grupé na http://mathworld.wolfram.com/DihedralGroupD4.html.

(Ne)trivialni podgrupy

V kazdé grupé G = (M, o) s alespon dvéma prvky existuji vzdy alespori dvé (ruzné) podgrupy:

 grupa obsahujici pouze neutralni prvek: ({e}, o)

e a grupa samotni: G = (M, o).
Témto dvéma grupam se 1ika trivialni podgrupy, ostatnim podgrupam se fika netrivialni nebo vlastni podgrupy. ?
Kontrolni otazka 24.1. Je-li H podgrupa grupy G, musi byt vidy neutrdalni prvek v H shodny s neutrdlnim prvkem

G?

Pranik podgrup je opét podgrupa

Véta 24.3 Pro kazdé i z indexové mnoziny Z bud H; podgrupa grupy G = (M, o), potom plati, ze

H = m H; je také podgrupa grupy G.
i€T

Diikaz. Jisté je H' podmnozinou M a je neprazdna.

e H’ je uzaviena vuci operaci o: pro vSechna a,b € H' plati: pro vSechna i € Z mdme a,b € H;, a jelikoz H;
jsou uzavrené vici o, tak plati a o b € H;; celkem tedy pro vSechna a,b € H' mdme aob € H' a uzavienost je
dokézana.

o Operace jisté zustava asociativni, neutralni prvek zustava stejny jako v G.
o UzavTenost vidi inverzi prvku se ukaze stejné jako uzavienost vici operaci o. |

Indexovd mnozina muze byt koneénd (napt. Z = {1,2,...,n}) i nekoneén4.
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25

Kritérium pro ,byt podgrupou*

Pti ovérovani, zda-li jistd podmnozina jiz zndme grupy vytvari podgrupu, nemusime ovérovat vsechny podminky
v definici grupy. Mame k dispozici néasledujici uzitecnou vétu:

Véta 24.4 Bud G = (M, o) grupa a N C M neprézdnd mnozina. Dvojice H = (N, o) je podgrupa grupy G, pravé
kdyz pro kazdé a,b € N plati aob~! € N.

Diikaz. Implikace zleva doprava je zfejmé. Ovérme implikaci zprava doleva.

Postupné zkontrolujeme, ze (N, o) je grupa.

e Operaci o jsme nijak nezménili a jeji asociativita je tedy zachovana.
e Vezméme a € N, potom e =aoa~! € N.

e UvaZme a € N, potoma~! =ecoa~! € N.

e Proa,be N platiaob=ao (b71)"t € N. n

Kontrolni otazka 24.2. Kolik existuje ruzngch latinskijch ctverci pro triprvkovou mnoZinu?

Kontrolni otazka 24.3. Kolik existuje ruzngch triprvkovych grup?

Odpovédi na nékteré kontrolni otazky

Odpovéd na kontrolni otazku 24.1. Predpokladejme, Ze ey je neutralni prvek podgrupy H. Platitedy egoey = eq.
Nyni prendsobme tuto rovnost zleva prvkem el_j,1 € (G, dostaneme

el}l oegoeyg = e;ll oey.
Oznacime-li eg neutralni prvek grupy G, dostaneme

€Egoeyg = ey = €qg.

7 této vlastosti pak rovnou plyne i podobna vlasnost tykajici se inverznich prvkd: inverzni prvek k prvku a v
podgrupé H grupy G je inverznim prvkem k prvku a v grupe G.

Odpovéd na kontrolni otazku 24.2. Je jich 12 = 2 - 3!, nebot nastaveni prvniho fadku uz ndm da jenom dvé
moznosti pro druhy ...

Odpovéd na kontrolni otazku 24.3. Odpovéd je 3, vybereme neutralni prvek, a pak uz zadna volba nezbyva.
Rad grupy a Lagrangeova véta
Rad grupy

Definice 25.1 — Rad (order). RA&d grupy G = (M, o) nazyvame pocet prvki mnoziny M. Je-li M nekoneéns
mnozina, fekneme, ze jeji 7dd je nekone¢no. Rad grupy G znacime #G. Ma-li G koneény rad, rekneme, ze G je
konecnd (grupa), jinak nekone¢nd (grupa).
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m Pfiklad 25.2 — pokragovani. Grupa Zfz je tadu 12. Existuje v ni 6 podgrup:

dvé trivialni

{0} a {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}

rada 1 a 12 a ¢tyfti vlastni

{0,6}, {0,4,8}, {0,3,6,9} a {0,2,4,6,8,10}

¥adt 2,3,4 a 6. .

Lagrangeova véta

Véta 25.3 — Lagrangeova. Bud H podgrupa konecéné grupy G. Potom ad H je délitelem fadu G.

Diikaz. Myslenka dukazu:

1.

orok W

V grupé G definujeme relaci: © ~ y pokud existuje h € H tak, ze x = yh.

Ukéazeme, ze se jednd o ekvivalenci, tedy o reflexivni, symetrickou a tranzitivni relaci.

JelikoZ se jednd o ekvivalenci, tvori prvky G, které jsou v relaci ~, t¥idy ekvivalence (viz napf. pfedmét BI-DML).
Jednou z téchto tid ekvivalence je podgrupa H (plyne z uzavienosti H vuéi bindrni operaci).

Ukézeme-li, Ze vSechny t¥{dy ekvivalenci maji stejny pocet prvku, je diikaz hotov, neb tfidy ekvivalenci (jak
zndmo) tvori disjunktni rozklad mnoziny prvka grupy G.

Budte [a]~. a [b]~ dvé rtzné tiidy ekvivalence s reprezentanty a a b. Definujeme zobrazeni z [a].. do [b]. takto:

f(z) =ba'z.

JelikoZ toto zobrazeni mé inverzi (viz vlastnost ,,v grupé lze jednoznacné délit*)

fHy) =ab™ly,

jednd se o bijekci a tedy [a]~ a [b]~ jsou skutecné stejné mohutné (maji stejné prvki).

o Tato véta spojuje abstraktni strukturu grupy s pojmem délitelnosti a tedy i s pojmem prvocisla.

e Dusledek: Grupa s prvociselnym rddem ma pouze trividlni podgrupy.

o Napriklad grupa Zfl mé pouze dvé podgrupy {0} a sebe samu.

Kontrolni otazka 25.1. Bud G grupa 7dadu n a k € N takové, Ze k déli n. MuzZe nastat situace, Ze v G neexistuje
podgrupa Tadu k?

Pro zvidavé: jak je to tedy s dalSimi podgrupami?

Véta 25.4 — Sylowova véta. Bud G grupa kone¢ného fadu n a &islo p prvociselny délitel éisla n. Pokud p* déli n
(pro k kladné celé), pak grupa G obsahuje podgrupu iadu p*.

(Pro k =1 téz Cauchyho véta.)
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Generujici mnoziny a generatory grup

Grupa generovana mnozinou (1 ze 3)

Pripomenuti: V linedrni algebre hraje dilezitou roli baze vektorového prostoru. V teorii grup ma podobny vyznam
generujici mnozina, resp. generator. Pri zafixované grupé G a neprazdné mnoziné N, N C G, zavadime toto znaceni:

(N) := ﬂ{H H je podgrupa grupy G obsahujici N}.

Véta 26.1 Bud G = (M, o) grupa a N C M neprdzdnd mnozina. Mnozina (N) je podgrupou grupy G obsahujici
mnozinu N.

Dikaz. (N) je grupa dle predchozi véty o pruniku grup.
Kazd4 z H obsahuje mnozinu N a proto i prinik vSech téchto H, tj. (N), obsahuje N. |

Grupa generovana mnozinou (2 ze 3)

Definice 26.2 Podgrupu (N) grupy G pro neprazdnou N, N C M, nazyvame podgrupou generovanou mnozinou N.
Mnozinu N pak nazgvdme generujici mnozinou grupy (N).

Specidlné pro jednoprvkovou mnozinu N = {a} zavddime znacen{ (a) := ({a}). V tomto pfipadé o a mluvime
jako o generdtoru grupy (a).

Poznadmka: (N) je nejmensi podgrupa grupy G obsahujici mnozinu N. Z kontextu musi byt Ctendfi jasné, o jaké
grupé se bavime (v notaci (N) je to potlaceno).

m Piiklad 26.3 V grupé Z], jsme ukézali, Ze (2) = ({0,2,4,678, 10}, —|—12). l@

m Piiklad 26.4 Grupa Z, je generovana napi. mnozinami {1} a {5}, tzn.
(1) = (5) =Z{,.
Ekvivalentné feceno, prvky 1 i 5 jsou generatory ZE. ]

Mocnina prvku (pfipomenuti)

V grupé G = (M, o) s neutrdlnim prvkem e definujeme pro kazdy prvek g € M a kladné n € N n-tou mocninu a
(—n)-tou mocninu prvku g takto:

P =e
g"=gogo---og
N—_—
n krat
gtogt=e

o VysSe uvedené znaceni pouzivame i v grupé (M, -) s multiplikativni notaci.

o Pro aditivni zépis grupy G = (M, +) se pouziva n-ty nasobek prvku ¢ a znacéi se n x g resp. —n x g =n x (—g).
o Uvédomte si, Zze go g o--- o g muzeme psat bez zavorek diky asociativité.

e Pro vSechna n,m € Z plati zazité g"t™ = g" o g™ a g"™ = (g")™.
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Grupa generovana mnozinou (3 ze 3)

Véta 26.5 Bud G = (M, o) grupa a N C M neprdzdnd mnozina. Potom vSechny prvky patrfici do (N) lze ziskat
pomoci ,, grupového obalu®

(N)z{alfloaSQO---oaﬁ" : neN,kiEZaieN}.

Diikaz. Ozna¢me K = {a’fl o a§2 o--oaf : neN, k€7, a; € N}. Je-li H podgrupa obsahujici mnozinu NV, pak

nutné K C H. Plati tedy K C ({H: H je podgrupa grupy G obsahujici N} = (N).
Déle stac¢i dokazat, ze K je také podgrupa (napf. pomoci véty 24.4 nebo z definice). Jelikoz N C K, pak (N) C K.
Celkem tedy K = (N). [ |

Disledek: (a) = {a* : k € Z}.

Cyklické grupy
P¥iklad: Jak nagenerovat Z;}?

Poznamka: Vidéli jsme, ze grupa Z, je rovna (1), (5), (7) a (11). Snadné pozorovani: plati (1) = Z;}. Ovsem

v Z) plati (1) = {1}.

Véta 27.1 Grupa Z;} je rovna (k), k € Z}, tehdy, a jen tehdy, kdyZ k a n jsou nesoudélna ¢isla.

Tato véta bude diisledkem obecné véty, kterou si dokdZeme pozdéji, a faktu, ze (1) = Z; pro viechna n > 2.

Ptiklad: Jak nagenerovat Z,:?

m Priklad 27.2 V grupé Z;; plati )
2t =2 23 =38 2° =10 21 =7 2 =6
22 =4 2t =5 26=9 28 =3 210 =1

a proto (2) = Z19, tj. 2 je jeji generator. n

m Priklad 27.3 V grupé Zg (jejf nosi¢ je {1,3,5,7}) plati )

3?¥=1 52=1 =1
a proto tato grupa nemaé jednoprvkovou generujici mnozinu, nema generator.
Na druhou stranu ale plat{ ({3,5}) = Z§'. Coz je pofad lepsi nez takika trividlni ({3,5,7}) = Zg . ]

K problému existence generdtort grup Z,* se vratime pozdéji v prednasce.

Definice cyklické grupy

Ne kazda grupa mé jednoprvkovou generujici mnozinou (generdtor). Dava proto smysl zavést nésledujici pojem,
jehoz nazev, jak uvidime pozdéji, odkazuje na strukturu takovychto grup.

I Definice 27.4 — Cyklicka grupa (cyclic group). Grupa G = (M, o) se nazyvé cyklickd, pokud existuje prvek a € M

takovy, Ze (a) = G. Tomuto prvku se fika generator cyklické grupy G.
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Na predchozich piikladech jsme si ukézali:

e Z7 jsou cyklické grupy pro viechna m a generdtorem jsou vSechna kladnd k < n nesoudélné s n. Specidlné, ¢islo
1 je generdtor kazdé Z;}.

o Dokonce i grupa (Z, +) je cyklickd: mé pravé dva generatory 1 a —1. Tj. (Z,+) = (1) = (—1). Rozmyslete! Toto
je Castd problematickd stdtnicova otdzka!
o Z7 je také cyklickd, s generdtorem 2. Zg neni cyklicka.

Rad prvku

Definice 27.5 Bud g prvek grupy G. Pokud existuje kladné celé ¢islo m splnujici g™ = e, pak nejmensi m s touto
vlastnosti nazyvame radem prvku g. Pokud takové m neexistuje, pak rekneme, ze fad prvku g je nekoneéno. Rad
prvku g zna¢ime ord(g).

Poznamka: R4d prvku g je roven fadu grupy (g), plati tedy rovnost

ord(g) = #(9g)-

Daéle plati: necht k € Z, pak g¥ = e <= k = £ - ord(g) pro néjaké celé .

Kdy je Z) cyklicka?

Véta 27.6 ZX je cyklickd, pravé kdyz n je 2, 4, p*, nebo 2p*, kde p je liché prvoéislo a k je kladné celé éislo.

Naptiklad Zg neni cyklickd, jak je pékné vidét z jejiho Cayleyho grafu (barva hrany udava jakym prvkem se ndsobi a
5

odpovidd barvé vrchollt).

Pro¢ ,cyklicka“?

Uvazujme aditivn{ grupu Zg .

(1) =ZF, 1 je generdtor Zg .
(2) ={0,2,4,6}, 2 neni generator Zg .

(3) = Zd, 3 je generator Zg .
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4) = {0,4}, 4 neni generator Zg .
5)
6

Zg, 5 je generdtor Zg .

{0,2,4,6}, 6 nenf generdtor Zj .

(4)
(5)
(6)
(7) = Z, 7 je generator Z7 .

Jak najit vSechny generatory (1 ze 3)

Obecné najit generatory neni iplné jednoduchy tkol (napf. v grupich Zy to moc neumime), ale pokud uz jeden
najdeme, je snadné najit i ty ostatni.

Véta 27.7 Je-li (G,0) cyklicka grupa fadu n a a n&jaky jeji generdtor, potom a” je také generator tehdy, a jen tehdy,
kdyz k a n jsou nesoudélné (tj. ged(k,n) = 1).

Diikaz. (=) Jelikoz (a*) = G, pak existuje u € Z tak, ze (a*)* = a. Tedy a“*~! = e. Prvek a je genertor G, tedy
existuje v € Z tak, ze uk — 1 = v - ord(g). Protoze ord(g) = n, dostaneme 1 = uk — vn a to jiz implikuje nesoudélnost,
nebof:

Pomocné lemma: Bud D = {mk +¢n | m,l € Z} a d =min{|z| | x € D\ {0}}, potom d = ged(k,n).
Dtikaz tohoto lemmatu:

..pokracuje ... |

Jak najit vSechny generatory (2 ze 3)

Diikaz: pokracovdnd. e d déli n: kdyby ne, je n = jd+r pro 0 < r < d, ale pak r = n — jd € D je mensi nez d,
Spor.

e d déli k: stejné

o d déli k a n, pak ale déli i d, neb d je celo¢iseln4 lin. kombinace téchto dvou ¢&isel. A tedy d’ < d.
(konec dukazu lemmatu)

(«): ged(k,n) =1 a tedy existuji u a v tak, Ze un + vk =1 a tedy

aun—i—vk — aunavk — auord(g)avk — vk _ (ak)v_

a = a

Z toho uz plyne, ze a”* je generator, neb jim jde vygenerovat jiny generator.
Vskutku: méjme b € G, hledejme ¢ € Z takové, ze (a¥)’ = b. Protoze (a) = G, existuje t € Z takové, 7e b = a’.
Tedy b = (a®)"F = (a*)"* a tedy ¢ = vt. [ ]

Jak najit vSechny generatory (3 ze 3)

I Disledek 27.8 V cyklické grupé fddu n je pocet generdtoru roven ¢(n).

e o je Eulerova funkce, ktera kazdému kladnému celému ¢islu n prirazuje pocet kladnych celych c¢isel mensich nez
n, kterd jsou s nim nesoudélna,

e Pro prvocislo p je Z, cyklickd grupa fadu p — 1 a ma tedy o(p — 1) generatori.

o Neni znam efektivni algoritmus pro vypocet p(n).
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Podgrupy cyklické grupy jsou cyklické

Véta 27.9 Libovolna podgrupa cyklické grupy je opét cyklicka grupa.

Drikaz. e Bud G = (a) cyklickd grupa a H jeji vlastni podgrupa. Bud ¢ nejmensi kladné celé ¢islo takové, ze
a? € H. Ukdzeme, 7e H = (a?) a tim bude dikaz hotov.

o Jisté plati, ze (a?) C H. Dokazeme-li, ze plati H C (a?), pak se museji tyto mnoziny rovnat.

e Bud z néjaky prvek H a p takové, ze x = aP. Existuji celd ¢éisla w,v tak, ze d = ged(q,p) = ug + vp. Potom
a® = (a9)% o (aP)” € H a tedy d > g, Soucasné ged(q,p) = d < q, proto d = q a existuje k tak, ze p = kq. Odtud
kone¢né dostdvame z = a? = (a?)* € (a?) a dikaz je hotov. |

(Mala) Fermatova véta

Mala Fermatova véta (1 ze 2)

Disledkem Lagrangeovy véty je:

Véta 28.1 V grupé G = (M, o) fddu n plati pro vSechny prvky a € M, ze

a” =e, kde e je neutralni prvek.

Diikaz. o Cyklickd grupa (a) je podgrupou grupy G.
o Dle Lagrangeovy véty tedy plati, ze #(a) déli n, tzn. Ze existuje k € N takové, Ze n = k - #(a).
o Méme tedy a” = aF#(@) = (a#(e))F = (gorde)k = b — ¢, [ |

Mala Fermatova véta (2 ze 2)

o Grupa Z, md fad p — 1.

e Aplikovanim predchozi véty na tuto grupu ziskdme malou Fermatovu vétu.

Disledek 28.2 — Mala Fermatova véta. Pro libovolné prvocislo p a libovolné 1 < a < p plati

a?"'=1 (mod p).

Odpovédi na nékteré kontrolni otazky

Odpovéd na kontrolni otazku 25.1. Odpovéd je ano, mulze, ale neni tplné trividlni takovou grupu najit. Pozna-
menejme, ze pokud k je prvocislo, pak zminéna podgrupa existuje.
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29 Homomorfismy a izomorfismy

29.1 Motivacni priklad
Riizné grupy — stejna struktura (1 z 6)

Zy |[1]2]3]4]
1 1121314
2 2141113
3 3111412
4 4131211
rad: 4

podgrupy: {1}, {1,4}, {1,2,3,4}

neutralni prvek: 1

inverze: 171 =1,2"1=3,3"1=24"1=4
Zj [[0]1]2]3]
0 0]11]2]3
1 112(13]0
2 213011
3 310112

rad: 4
podgrupy: {0}, {0,2}, {0,1,2,3}
neutralni prvek: 0
inverze: 07! =0,171=3,271=23"1=1

Nejsou ZI a Z2 vlastné stejné grupy lisici se pouze ve ,,jménech* svych prvkil a oznaceni operace?

Riizné grupy — stejna struktura (2 z 6)

zi [[1]2]3]4)]

1 [[1]2]3]4

2 [[2[4]1]3

3 [3[1]4]2

1 [4[3]2]1
3

zi lof1]2]3]
0 [[0[1]2]3
1 [1]2(3]0
2 [[2]3/0]1
3 [[3]0][1]2
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3
Riizné grupy — stejna struktura (3 z 6)

z | 1]2]3]4]
1 112(3)|4
2 2141113
3 311412
4 |43 |21
Zi [0]1]2]3]
0 ([O0j1]|2]3
1 1121310
2 213|101
3 31012

Zkusme prejmenovat prvky grupy Z; tak, abychom dostali ZI:
e mneutralni prvek ma velmi specialni a jedinecné vlastnosti, proto prejmenujme 1 na 0,

o pokud se md zachovat kompletné struktura, musi jediné dvouprvkové podgrupé {1,4} (v ZZ') odpovidat podgrupa
{0,2} (v Z]), proto 4 < 2,

e nyni uz staci prejmenovat 2 a 3: zjistime, ze obé zbyvajici moznosti funguji, zvolme tedy napt. 3 <> 1 a 2 <> 3,
e anyn{ uz staéi prehazet fddky ..a mame Cayleyho tabulku Z] .

Rizné grupy — stejna struktura (4 z 6)

o Nasli jsme zpusob, jak preznacit prvky v jedné tabulce, abychom dostali pfesné tabulku druhou (po prehdzeni
fadka a sloupct).

o Toto pfejmenovéini je vlastné prosté zobrazeni mnoziny {1, 2, 3,4} na mnozinu {0, 1,2, 3}, oznac¢me jej h;:

hi(1)=0, hi(2)=3, hi(3)=1, hi(4)=2.

o Jak jsme naznadili, fungovalo by i ho (jen bychom museli na zavér jinak zpfehdzet fadky a sloupce):

ho(1) =0, ha(2) =1, ha(3)=3, ho(4)=2.

Nefungovaly by tedy vsechny bijekce? A jestli ne, tak ¢im jsou tyto dvé vyjimecné?

Riizné grupy — stejna struktura (5 z 6)
Prejmenujme prvky grupy Z: podle bijekce hs:

hs(1) =0, hs(2) =3, hs(3)=2, hs(4)=1.
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Zg |[1]2]3]4]
1T [[1]2]3]4
5 [2/4]1]3
3 [[3]1]4]2
1 [[4]3]2]1
Zi Jofr]2]3]
0 [0[1]2]3
1 [1[2(3]0
> 2301
3 [3[0]1]2

o Vysledn4 tabulka ale neodpovida grupé Z; s operaci sé¢itdani modulo 4, nebot napiiklad 3 + 3 (mod 4) # 1.

e Bijekce hg tedy nevytvori stejnou strukturu jakou ma grupa ZL takovou vlastnost maji pouze hy a ho.

Riizné grupy — stejna struktura (6 z 6)
Hledané vlastnost bijekce h, kterou maji pouze bijekce hy a ho, je tato:
pro vSechna n,m € {1,2,3,4} plati h(n x5 m) = h(n) +4 h(m),
kde x5 znaci operaci v grupé Z: a +4 v grupé VAR
Slovy: Jestlize na libovolné prvky v grupé Z: aplikujeme operaci x5 a pak je zobrazime do Zz pomoci h,

dostaneme vzdy stejny vysledek, jako kdybychom je nejdiive pomoci h zobrazili do Z; a potom aplikovali
operaci +4.

X5
n,m € L3 nXsm € 7L

h h

h(n), h(m) € Z} L h(n) +4 h(m) = h(n x5 m)

Bijekce navic musi tzv. zachovavat operaci. Vzpomente na linearni zobrazeni...

29.2 Definice a vlastnosti
Homomorfismus a izomorfismus

Definice 29.1 Budte G = (M, o) a H = (N, op) dva grupoidy. Zobrazeni h : M — N nazveme homomorfismem G
do H jestlize
pro vSechna x,y € M plati h(x og y) = h(x) o h(y).

Je-li navic h injektivni, resp. surjektivni, resp. bijektivni, fikdme ze h je monomorfismus, resp. epimorfismus, resp.
izomorfismus.

e Homomorfismus tedy zachovava strukturu danou binarni operaci: je jedno jestli nejdrive aplikuji operaci a pak
homomorfismus, nebo naopak.

e Jediné, co potrebujeme pro definovani této vlastnosti, je uzavienost mnoziny viuc¢i bindrni operaci, proto jsme
homomorfismus definovali pro nejobecnéjsi grupoidy.

o Definice se pfimo pfendsi na grupy, a pouziva se termin (homo|monolepi|izo)morfismus grup.
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Recké jazykové okénko
e morfismus: z fecké slova morfé, znamenajiciho forma, tvar
e homo: homds, stejny,
e izo: isos, sobé rovny,
e epi: epi, na,

e mMonNo: monds, samotny, jediny.

Izomorfni grupy

I Definice 29.2 Grupy G a H nazyvame izomorfni, pravé kdyz existuje izomorfismus G — H. O grupé G také rikame, 2

ze je izomorfni s grupou H.

e Vlastnost dvou grup ,,byt izomorfni“ je relace ekvivalence na tridé vsSech grup.
o Piikladem izomorfnich grup jsou ZJ a ZF: nasli jsme dokonce dva riizné izomorfismy hq a hs.

e Je jasné, ze izomorfni grupy musi mit stejny rad!

Zakladni vlastnosti homomorfismu (1 ze 2)

Véta 29.3 Bud h homomorfismus grupy G = (M, oq) do grupoidu H = (N,op). Potom h(G) := (h(M),on) je
grupa.

Diikaz. Ukézeme postupné Ze v h(G) plati asoc. zdkon, existuje neutrdlni prvek a kazdy prvek mé inverzi.

o Kazdy prvek h(G) lze napsat jako h(z) pro néjaké vhodné x.

e Pro vSechna z,y,z € M plati
(h(x) o h(y)) o h(z) = h(z oc y) om h(z) = h((z oG y) o 2) =
= h(z o (yo¢ 2)) = h(z) o (h(y) o h(2))

o Oznacme e neutr. prvek v G, potom h(eg) je neutralni prvek v h(G), nebot pro vechna x plati h(eg)om h(z) =
h(eg og x) = h(z).

« Podobné se ukaze, Ze inverzi k h(x) je h(x~1). |

Zakladni vlastnosti homomorfismu (2 ze 2)

Je-li H grupa, tak predchozi véta a jeji dilkkaz maji nasledujici dusledky:

e Neutralni prvek jedné grupy se homomorfismem zobrazi vzdy na neutralni prvek té druhé grupy.
 Také inverze se zachovavaji v nasledujicim smyslu: h(z~1) = h(z) L.

e Je-li h homomorfismus grupy G do H, pak h(G) je podgrupa v H.

e Napfi. h(n) = 2n je homomorfismus grupy Z; do Z§ a h(Z]) je podgrupa {0,2,4,6}.
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..az na izomorfismus (1 ze 4)

Izomorfni grupy jsou vlastné totozné, lisf se pouze pojmenovanim prvki, jak jsme vidéli v pifpadé grup Z; a ZZ.
Rekneme-li, ze existuje pouze jedna grupa s jistou vlastnosti az na izomorfismus, znamena to, ze vsechny grupy s touto
jistou vlastnost{ jsou navzdjem izomorfni. Ukdzeme si tii zndmé tvrzeni tohoto typu.

Véta 29.4 Libovolné dvé cyklické grupy majici stejny rad jsou izomorfni.

Diikaz: naznak — doladit za domdct ikol. Bud G = (a) cyklickd grupa s generatorem a. UkéZzeme, Ze libovolna neko-
necna cyklickd grupa je izomorfni s grupou (Z, +) a ze libovolna cyklickd grupa fadu n je izomorfni s Z;}. Zbytek uz
plyne z tranzitivity relace ,, byt izomorfni“. Hledany izomorfismus je bijekce (ze Z & Z. na G) definovana pro viechna
k jako h(k) = a®. [ |

(Z,+) a Z} jsou tedy jedinymi cyklickymi grupami aZ na izomorfismus.

..az na izomorfismus (2 ze 4)

m Priklad 29.5 — Kleinova grupa. Kleinova grupa je grupa (Zg x Zs,0), kde )
ZQ X ZQ = {(0,0), (0, 1)7 (1, 0), (17 1)}
a o je sCitdni modulo 2 po slozkach: napt. (1,0) o (1,1) = (0,1). L]

Kleinova grupa neni cyklickd a tedy nemtize byt izomorfni se Z]! Kleinova grupa je izomorfnf ZJ. Lze dokonce
ukézat toto (zkuste si to, je to jednoduché):

Véta 29.6 Existuji pouze dvé neizomorfni grupy radu 4.

7§ a Kleinova grupa jsou tedy az na izomorfismus jediné grupy radu 4.

..az na izomorfismus (3 ze 4)

m Piiklad 29.7 — Symetricka grupa. Symetrickou grupou mnoziny {1,2,3,...,n} nazveme mnozinu vsech permutaeiIZI
této mnoziny s operaci sklddani zobrazeni a znacime ji .S,. [
o Permutace je bijekce z mnoziny do stejné mnoziny, tedy v nasem piipadé z {1,2,3,...,n} do {1,2,3,...,n}.

o Kazdou permutaci 7 € S,, muzeme zadat vyctem hodnot:

prvni fddek navic mizeme vynechat, takze napf. (1 2 4 3 5) € S5 je permutace prohazujici 3. a 4. prvek.
o Slozenim permutaci (12435)0(21354)je(21453).

o Skladdani zobrazen{ je asociativni, permutace (1 2 3 ---n) je neutrdlni prvek a inverznim prvkem je inverznf
zobrazeni — jedna se tedy skutecné o grupu. Rad S, je n!.
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30
30.1

..az na izomorfismus (4 ze 4)

Podgrupy symetrické grupy S, nazyvame grupami permutaci.

o Napiiklad permutace (1 2 4 3 5) € S5 prohazujici 3. a 4.prvek generuje podgrupu grupy S5 obsahujici dva prvky

(12435) a (12345).

o Struktura podgrup S, je velice (v jistém slova smyslu maximalné) bohatd, o ¢emz svédé{ nésledujici véta.

Véta 29.8 — Cayleyova. Libovolnd konecné grupa je izomorfni s néjakou grupou permutaci.

Dikaz: ndznak pro zdajemce. Bud a prvek grupy G fddu n s bindrni operaci o. Definujeme 7,(2z) = a o . Jelikoz lze v
grupé jednoznacné délit, je m, bijekce a tedy permutace! Hledany monomorfismus (tj. izomorfismus s podgrupou S,,)
je zobrazeni definované pro kazdy prvek a takto: h(a) = 7, .. |

Aplikace teorie grup v kryptografii

Problém diskrétniho logaritmu
Diskrétni logaritmus obecné

Problém diskrétniho logaritmu mizeme definovat v libovolné cyklické grupeé:
Definice 30.1 — problém diskrétniho logaritmu v grupé G = (M, ). Bud G = (M, ) cyklickd grupa faddu n, a néjaky
jejl generator a (8 jeji prvek. Resit problém diskrétniho logaritmu znamena najit celé ¢islo 1 < k < n takové, ze
ok = B.
Pouzijeme-li aditivni znaceni:
Definice 30.2 — problém diskrétniho logaritmu v grupé G = (M, +). Bud G = (M, +) cyklick4 grupa fddu n, o néjaky
jeji generator a [ jeji prvek. Resit problém diskrétniho logaritmu znamena najit celé ¢islo 1 < k < n takové, ze
kxa=p.
Poznamka: Zahodime-li pozadavek na cyklicnost grupy G, pak ma tloha diskrétniho logaritmu feseni pouze pokud

B patii do (), cyklické podgrupy generované c.

Ne ve vSech grupach je to tézké

Uvazujme grupu Z;f. To je cyklicka grupa prvociselného radu p, a kazdé kladné o < p—1 je jeji generator. Problém
diskrétniho logaritmu v této grupé ma formu rovnice

ka=p (mod p).
Tu umime snadno vyfesit. Najdeme inverzi o' k a v grupé Z,; (pomoci polynomialniho EEA (v délce vstupu), viz

vvvvv

k= Ba~! mod p.
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Alice Bob
zvoli soukromy kli¢ a € {2,...,p — 2} zvoli soukromy kli¢ b € {2,...,p — 2}

spocte verejny klic A = a®mod p spocte vefejny klic B = o’mod p

vyména vefejnych klicu A a B

spocCitd kap = B®modp spotitd kap = A’ modp

m P¥iklad 30.3 Uvazujme p = 11, = 3, 8 = 5. Hledame k tak, aby a)
k-3=5 (mod 11).
Snadno ovétime, Ze v Z je 37! =4 a tedy k = (5-4) mod 11 = 9. "

Vypocet diskrétniho logaritmu obecné?
Obecné neni zndmy zadny rozumné rychly algoritmus fesici problém diskrétniho logaritmu.

V pripadé grupy Z, je pocet kroki znamych algoritmi imeérny /p, coz pro p délky 1024 bit déva cca 2512 operaci.
(Obecné se je pocet krokti imérny +/n, kde n je ¥ad zdkladu logaritmu.)

Inverzn{ operaci k logaritmu, tedy mocnéni, umime v Z; rychle.

Ziskavame tedy jednosmérnou (one-way) funkei, kterou lze pouzit pro asymetrickou Sifru: najit f = o® (mod p)
je lehké, zndme-li x, o a p, najit x, zname-li 5, a a p je obecné velmi obtizné

Poznamka: Pro konstrukci RSA byla pouzita jednosmérnd funkce ,, ndsobeni prvocisel“: nasobit prvocisla je lehké
a rychlé, hledat prvociselny rozklad vysledku je obecné slozité.

30.2 Diffie-Hellman Key Exchange
Diffie-Hellman Key Exchange

Inicializace: Alice si najde velké prvocislo p a néjaky generdtor o grupy Z,. Zvetejni p a a. (najit velké prvocislo
a generdtor nejsou lehké tkoly!)

Princip

Diffie-Hellman Key Exchange stoji na nésledujicich faktech:
e Mocnéni v Z; je komutativn{ a tedy vypoctené kap je pro Alici i Boba stejné:

b

kAB Inodp

aa
kap = (@)’ =a® mod p,

e mocnéni nenf vypocetné ndroéné (square & multiply),

e inverzni operace k mocnéni, tedy diskrétni logaritmus, je vypocetné velmi narocna.

?

Kontrolni otazka 30.1. Vime, Ze grupy Z, a Z;‘_l jsou izomorfni a tedy vlastné totozné. Neni to problém pro
Diffie-Hellmana, nedéld to z reseni diskrétniho logaritmu v Z,; lehky problém?
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Doted jsem se zabyvali strukturami, které vzniknou pfidanim jedné binarni operace k neprazdné mnoziné. Jako
grupu jsme definovali takovou strukturu, kde ma dané operace néco jako svou inverzi, coz je analogie k tomu co zndme
z klasickych mnozin ¢isel: odecitani je pri¢itani inverze podobné jako déleni je nasobeni inverzi. Ovsem abychom méli
aritmetiku kompletn{, potfebujeme stejné jako na (redlnych) ¢éislech jak séitdni s odeitdnim, tak také ndsobeni s
délenim, abychom mohli definovat napfiklad uz tak zakladni pojem jako je polynom. Proto se v této prednésce, po
kratkém vyleté po eliptickych kiivkach, budeme vénovat pravé strukturdm se dvéma bindrnimi operacemi, zejména
okruhtim a té€lestim, které jsou pravé zobecnénim realnych ¢isel s dobfe definovanym s¢itdnim a ndsobenim i operacemi
k nim obracenymi.

31 Mnoziny se dvéma binarnimi operacemi

Mnoziny se dvéma binarnimi operacemi

e Doposud jsme se zabyvali mnozinami vybavenymi jednou binarni operaci:

— grupoidy,

pologrupy,

monoidy,

(abelovské) grupy.

o Napriklad ¢isla, ¢i matice, umime vzajemné jak , s¢itat” tak ,, ndsobit“. Budeme proto déale uvazovat dvé bindrni
operace. V nasledujicich prednéskach se sezndmime s

— okruhy a

— télesy.

31.1 Okruh

Definice okruhu

Definice 31.1 — Okruh (Ring). Budte M neprazdni mnozina a + a - binarni operace na této mnoziné. Rekneme, 2

Ze trojice R = (M, +, ) je okruh, pokud plati:
e (M,+) je abelovska grupa,
e (M,-) je monoid,
o plati (levy a pravy) distributivni zdkon:

(Va,b,ce M)(a-(b+c)=a-b+a-c A (b+c)-a=b-a+c-a).

e Dodrzujeme standardni konvenci, ze ndsobeni mé vyssi prioritu nez séitani. Tim si uSetiime praci se psanim
nékterych zavorek, a + b - ¢ chdpeme jako a + (b - ¢). Tecku pro ndsobeni navic vétSinou ani nepiseme, tj.
a+ (b-c)=a+be

o Nektefi autofi nevyzaduji existenci neutrdlniho prvku v (M, -).

Nazvoslovi

Bud R = (M, +, ) okruh.
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e Je-li - komutativni, je R komutativni okruh,

e (M,+) se nazyva aditivni grupa okruhu R,

o (M,-) se nazyva multiplikativn{ monoid okruhu R,

o mneutrdlnf prvek grupy (M, +) se nazyva nulovy prvek a znadf se 0, inverznf prvek viuci + k a € M pak znac¢ime
—a,

e v okruhu mizZeme definovat odecéitani predpisem

a—>b:=a+ (-b),

e neutralnimu prvku multiplikativntho monoidu budeme zpravidla fikat jednicka a znacit jej 1.

Jednoduché priklady okruhii

o trividlni okruh je ({0}, +,),

e (Z,+,") je okruh, (ale (N, +,-) neni okruh, neb (N, +) neni grupa),

o mnozina (R™", 4+, ) ¢tvercovych redlnych matic se séitdnim po prveich a maticovym ndsobenim je okruh, nulovy
prvek je nulovd matice (podobné pro komplexni matice),

o mnozina vSech polynomu (s komplexnimi / redlnymi / celoéiselnymi koeficienty) je okruh, nulovy prvek je nulovy
polynom, tj. polynom spliujici p(x) = 0 pro kazdé z,

o mnozina vsSech zbytkovych tfid Z, = {0,1,...,n — 1} po déleni n € N se s¢itdnim a ndsobenim modulo n je
okruh.

Zakladni vlastnosti okruhu

V libovolném okruhu (M, +, ) plati:

e Nasobeni nulovym prvkem dava opét nulovy prvek, tj.

(Vae M)(a-0=0A0-a=0).

Vskutku: a-0=a-(0+0)=a-0+4+a-0.

o Z toho plyne, ze (Va,b € M)((—a)-b=—a-b).

e Levy i pravy distributivni zakon pro odecditani, tj. Va,b,c € M
¢(b—a) = cb— ca.

Vskutku: ca +¢(b—a)=cla+b—a)=cb = ¢(b—a) =cb— ca.
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I Definice 31.2 — Obor integrity (Integral domain). Nenulové prvky a,b € M z okruhu (M, +,+) nazyvame délitelé

nuly, pravé kdyz a-b=b-a = 0. Obor integrity je komutativni okruh, ve kterém neexistuji délitelé nuly.

31.2 Téleso

Definice télesa

5

Definice 31.3 — t&leso (Field). Okruh T = (M, +, ) se nazyva téleso, jestlize (M \ {0}, -) je abelovskd grupa. Tuto
grupu nazyvame multiplikativni grupou télesa T'.

Jazykova vsuvka:

o V anglosaské literatufe narazite na tento objekt pod nazvem field, coz by v ¢estiné odpovidalo slovu ,, pole“. Pole
(vektorové) mé ale v ¢eské matematické terminologii jiz jiny vyznam.

o Ceska terminologie se v tomto sméru drzi francouzké (corps) a némecké (Kérper). V obou ptipadech je prekladem

,telo“, ¢i , téleso”.

Upozornéni: pod pojmem téleso se nékdy rozumimi struktura, kde - neni komutativni.

Pro¢ musime vyjmout nulovy prvek v (M ~ {0},-)?

1 je neutrdlni prvek M \ {0}, tedy v télese vzdy plati 1 # 0.

Protoze a -0 = 0-a = 0, nemtze k nule existovat inverzni prvek (vzhledem k nésobeni), tj. nelze délit nulou.

Vsemi jinymi prvky télesa délit umime!
déleni = nésobeni inverznim prvkem
a
3 =a-b"' prob#0.

Tato notace ma dobry smysl diky komutativité operace -.

Priklady téles
o Okruh celych ¢isel (Z, +, -) neni téleso, neb (Z \ {0}, -) neni grupa (chybi inverzni prvky).

o Okruh racionélnich éisel (Q,+, ) je téleso. Dokonce nejmensi ¢iselné téleso (s obvyklymi aritmetickymi opera-

cemi).

o Nejmensi téleso je tzv. trividlni téleso ({0,1},+,-) s operacemi danymi nésl. tabulkami:

il LS o]
0o[1] a 0
1[[1]0 101

Prvni tabulka odpovida bitové operaci XOR a druha AND, nebo také s¢itani a ndsobeni modulo 2.
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32
32.1

Neékteré vlastnosti téles

V kazdém télese mame definované aritmetické operace:

s¢itani, od¢itani, ndsobeni, déleni a vSechny z nich odvozené, jako mocnéni, odmocnovani, logaritmovani, ...

Trividlni téleso nam tyto vSechny operace definuje nad jednim bitem. Pozdéji si ukdzeme, jak je rozsitit nad
libovolny pocet bita.

Véta 31.4 Pokud pro a,b z télesa T plati ab = 0 potom a = 0 nebo b = 0.

Diikaz. Sporem: kdyby a # 0 a b # 0 potom ab # 0, protoze multiplikativni grupa (7'~ {0},-) je uzaviend na
nasobeni. m

Kazdé téleso je tedy oborem integrity.

Homomorfismus a izomorfismus okruht a téles

Podobné jako u grup zaviddime homomorfismus a izomorfismus okruhi a téles.

Definice 31.5 Zobrazeni h z okruhu R do okruhu S je homomorfismus téchto okruht, jestlize je h homomorfismem
z aditivni grupy R do aditivni grupy S, homomorfismem® z multiplikativniho monoidu R do multiplikativniho
monoidu S a plati h(1g) = 1g.

Zobrazeni h z télesa R do télesa S je homomorfismus téchto téles, jestlize je h homomorfismem z aditivni grupy
R do aditivni grupy S a homomorfismem z multiplikativni grupy R do multiplikativni grupy S.

Je-li navic h bijekce (prosté a ,,na“), jednd se o izomorfismus téchto okruhtu (resp. téles).

“pouzijeme definici pro grupoid

lzomorfni télesa

Definice 31.6 Télesa T' a K nazyvame izomorfni, pravé kdyz existuje izomorfismus z T na K. V tomto pripadé také
fikame, ze téleso T je izomorfni s télesem K.

Relace ,,byt izomorfni“ na t¥idé vSech téles je relace ekvivalence.

Okruhy polynomii

Definice a zakladni vlastnosti
Polynom nad okruhem

Definice 32.1 — Polynom nad okruhem. M¢éjme okruh R a a; € R, i =0,1,...,n. Formélni vyraz tvaru
n
Px) = Z a;z’
i=0

nazyvame polynomem nad okruhem R (s formalni proménnou z).

Pouzivame standardni nazvoslovi:

e a;,1=0,1,...,n, nazyvdme koeficienty polynomu P(z).
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e z nazyvame formalni proménnou polynomu P(z).

e Dva polynomy se rovnaji, pokud se rovnaji jejich prislusné koeficienty.

« Cleny s nulovym koeficientem se ¢asto vynechavaji, tedy napt. 1+ 0z = 1.

o Pokud pro polynom P(z) existuje k € {0,1,...,n} takové, ze ar # 0, pak nejvétsi z téchto k nazyvdme stupném
polynomu P(z), znaceny deg(P(x)).

o Polynom P(x) = 0 nazyvame nulovy polynom a jeho stupeti nedefinujeme.

Okruh polynomii nad okruhem

Abychom mohli s¢itat, odé¢itat a nasobit polynomy, potfebujeme pouze védét jak scitat, odcitat a nasobit jejich
koeficienty. Obecné tedy muzeme vybudovat okruh polynomt podobny tomu, ktery zname z realnych resp. komplexnich
¢isel, nad libovolnym okruhem (a tedy i télesem).

Véta 32.2 — Okruh polynomii (polynomial ring). Bud R okruh. Potom mnozina vSech polynomu nad okruhem R
spolu s operacemi s¢itani a nasobeni definovanymi predpisy

n

Zn: a;xt + Zn: bz’ = Z(ai + b))z’
i=0 i=0

=0

n+m

Zoajl‘j . (];bkl'k> = Z Z a]‘bk (I?i,
j= =

i=0 \j+k=i

kde a;,b; € R pro vSechny hodnoty 4, tvofi okruh polynomu nad okruhem R. Tento okruh znac¢ime R|x].

Zakladni vlastnosti (1 ze 4)

Lemma 32.3 (o ndsobeni polynomu). Bud T téleso a f(z),g(z) € T[x] nenulové polynomy. Plati

deg(f(z) - g(x)) = deg(f(x)) + deg(g(x)).

Zakladni vlastnosti (2 ze 4)

Lemma 32.4 (o délenf polynomi). Bud T téleso a f(x),g(x) € T[z] nenulové polynomy. Pak existuji jednoznacné
uréené polynomy q(x),r(z) € T[z] takové, Ze

f(x) = q(z)g(x) + (=),

kde r(x) je bud nulovy nebo md stupen ostre mensi nez stupern g(z).

Zakladni vlastnosti (3 ze 4)

Budte f(x),g(x) € T[z]. Potom polynom h(xz) € T[z] nazveme nejvétsi spolecny délitel polynomu f(x) a g(x),
jestlize

o h(z) déli f(z) (tj. existuje ¢(x) € T[x], tak. ze f(z) = q(z)h(z)),
o h(x) déli g(x),

o kazdy polynom, ktery déli f(x) i g(x), déli také h(z).

Tento polynom znacime ged(f(z), g(x)) (jednéd se o drobné zneuziti znaceni, protoze polynom je jednoznacény az na
multiplikativni konstantu).
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Véta 32.5 — Bézoutova rovnost pro polynomy. Budte f(z
)

a g(x) nenulové polynomy nad télesem 7. Pak existuji
polynomy u(z),v(z) € T'[z] tak, ze ged(f(z), g9(z)) = u(@) f(2) + v(z

)
f(@) +v(x)g(z).

Ditikaz se provadi indukei na soucet stupni polynomu f(z) a g(z) (lze aplikovat i na ¢isla, kde jsme to dokazovali
jinak) a vyuzivd faktu (rozmyslet), ze pro libovolny polynom ¢(z) € T[z] plati

ged(f(x), 9(x)) = ged(f(2) — q(x)g(x), 9(x)).

Ozna¢me stupen f(z) jako s a stupen g(z) jako t a predpoklddejme bez Gjmy na obecnosti, Ze s > ¢ a Ze oba
polynomy jsou monické!t. Je-li s + ¢ = 0, je ged(f(x), g(x)) = 1, a tedy mtizeme zvolit u(x) =0 a v(z) = 1.

Bud nyni s + ¢t = n. Predpoklddejme, ze pro polynomy, jejichZ soucet stuplii je mensi nez n, tvrzeni plati (=
indukéni predpoklad). Pokud g(z) déli f(x), je ged(f(z), g(x)) = g(x), a tedy mizeme opét zvolit u(x) =0 a v(z) = 1.
Pfredpokléddejme tedy, Ze g(x) nedéli f(z). Potom existuji polynomy ¢(z),r(z) € T|x] takové, ze

f(x) = q(z)g(x) + (=),

kde r(z) je ostfe mensiho stupné nez je stupen g(x). Dle indukéniho predpokladu (soucet stupna r(x) a g(z) je mensi
nez n) existuji a(x) a v(x) tak, ze

ged(r(z), g(x)) = ged(f(z) — q(2)g(x), 9(2)) = W(z)r(z) + 0(z)g(x) = u(z)(f(z) — q(z)g(x)) + (x)g(x),
a proto muzeme polozit u(z) = @(z) a v(z) = 0(x) — @(x)q(z). Tim je véta dokdzéna.

Zakladni vlastnosti (4 ze 4)

Véta 32.6 — Polynomial factor theorem. Bud T téleso a p(z) € T[x] polynom stupné n. Prvek ¢ € T je kofen
polynomu p pravé tehdy, kdyz p(x) = (z — &)g(x), kde g(z) € T[z] je stupné n — 1.

Dikaz. Mé&jme & € T takové, Ze p(§) = 0. Z véty o déleni polynomu (lemma 32.4) plyne existence polynomt g(z),r(z) €
T[x] takovych, Ze

p(z) = (= §g(x) +r(z)
a stupen polynomu r je ostfe mensi nez deg(z — &) = 1 nebo r je nulovy polynom. Protoze plati p(§) = (&), tak r je

nulovy polynom, a tedy p(x) = (z — §)g(z).
Pro dokazéani druhého sméru staci ovérit, ze £ je kofenem. |

32.2 Ireducibilni polynom
Ireducibilni polynom

Definice 32.7 Bud P(z) € K[z] stupné alespoii 1. Rekneme, Ze P(z) je ireducibilni nad okruhem K, jestlize pro 5

kazdé dva polynomy A(z) a B(x) z K|[z] plati

A(z) - B(x) = P(z) = (deg(A(z)) =0 NEBO deg(B(z)) =0).

Ireducibilni polynomy jsou definovany analogicky jako jsou prvocisla v mnoziné prirozenych celych cisel.

Poznamka: ,,analogicky” v predchozi vété je pouzito volné. Prvodéisla jsou obecné tzv. prvoelementy (prime ele-
ments), kdezto my potfebujeme ireducibilni prvky. Oba tyto pojmy splyvaji, pokud lze ve zkoumaném komutativnim
okruhu (tedy Klz]) jednozna¢né faktorizovat (na ireducibilni prvky).

m Piiklad 32.8 22 + 1 je ireducibilnf nad Q, 2> — 1 = (z + 1)(z — 1) neni. )
22 + 1 neni ireducibilni nad (Zg, +2, X2), zde totiz plati
Prl=(+1)(z+1)=a*+22+1.

117 nejvyssi mocniny maji jednicku télesa T. Takovy polynom ziskdme vyndsobenim ptivodniho polynomu inverzi (pro nasobeni v télese
T) k ¢islu u nejvyssi mocniny .
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33
33.1

Ireducibilni polynomy: co o nich vime (1 z 2)

Véta 32.9 Méjme celé n > 1 a prvocéislo p. Ozna¢me N (p,n) pocéet monickych polynomu stupné n ireducibilnich nad
Z,. Potom

1 w1 n
N(p,n)ZEZu(d)pdzﬁ Pt > pe

d|n q|n,q prvoé.

Kde p je Mobiova funkce definovanda pro celé n > 0 takto:

1 pokud n neobsahuje ¢tverec prvocisla a ma sudy pocet prvoc. faktort,
u(n) = ¢ —1 pokud n neobsahuje étverec prvoéisla a mé lichy podet prvoc. faktort,

0 pokud n obsahuje ¢tverec prvocisla.
a monicky polynom je takovy polynom, ktery ma za koeficient u nejvyssi mocniny jednicku.

Ireducibilni polynomy: co o nich vime (2 z 2)
Otazka: Jak najit ireducibilni polynom? Poznat, jestli je dany polynom ireducibilni je snazsi, nez poznat jestli

dané ¢islo je prvocislo:

Dokonce existuji polynomialni algoritmy, které nejen rozhodnou o ireducibilité, ale dokonce najdou rozklad na
ireducibilni polynomy (obdoba prvoéiselného rozkladu).

Jednd se o Berlekampuv a Cantor—Zassenhaustv algoritmus: detaily napr. v D. Knuth, The Art of Computer Progra-
mming, Vol. 2, sekce 4.6.

Konecna télesa

Konecna télesa

I Definice 33.1 — kone&né téleso (finite field). Té¢leso, které mé konecny pocet prvki, se nazyva konecné.

Rédem télesa se, podobné jako u grup, oznacuje pocet prvki télesa. Tedy koneénd télesa jsou télesa konecného
radu.

Zékladni priklad koneéného télesa je mnozina (zbytkovych tiid modulo p) Z, = {0,1,...,p—1} s operacemi modulo
prvodislo p (viz minulé prednasky).

Napt. pro p = 5 dostavame téleso s nasl. operacemi

+[0][1][2][3]4] Jof1[2][3]4]
Ofo[1]2]3]4 0Jo0J0J0Jo0]0
I [1[2[3[4(0| , L1]0[1[2[3[4
s [2[3][4]0]1 s 02413
334012 303 [1]4]2
1 1jo[1]2]3 104321

O télese (Zyp,+, )

Aditivni grupa je Z;‘ :

« M4 4d p.
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o Kazdy nenulovy prvek je jeji generdtor a ma tedy fad p (to plati pro vSechny grupy s prvodéiselnym rédem).

o (Zp,+) je grupou i pro p, které neni prvocéislo.
Multiplikativni grupa je Z,

e M4 rdd p — 1 a to neni jakozto sudé ¢islo prvocislo (s vyjimkou p = 3)!

Zy je cyklickd (tj. existuje v ni generdtor).
o Poclet generdtoru zavisi na jejim fadu p — 1, a je roven poctu ¢isel nesoudélnych s p — 1, tedy p(p — 1).
o ((Z,\ {0}, x,) je grupou pouze pro prvoéiselné p, jinak obsahuje délitele nuly.)

e Necht k < p déli p—1, pak v Z; existuje podgrupa fadu k a obsahuje prévé ty prvky a € Z,, pro které ak =1.

Existuji dalsi kone¢na télesa?
o V predchozi ¢asti pfednasky jsme pro kazdé prvocislo p nalezli konecné téleso majici p prvka, (Z,, +p, Xp).
o Prirozené se nabizi otdzka: existuji i télesa s jinym poctem prvkd nez prvociselnym?

o Napiiklad na téleso (Zz, +2, X2) se muzeme divat jako na model jednoho bitu. Co kdybychom chtéli pracovat se
nékolikabitovym slovem jako s prvkem télesa (toho se opét vyuziva v kryptologii, viz dalsi ¢dst prednédsky).

o Pfirozené by ¢lovéka napadlo, napifklad, na Z§ zavést operace po slozkdch modulo 2. Tj.

(al,...,ag)-i-(bh...,bg) = (a1 +9b1,...,a8 +2 b8)7

(al,...7a8) . (bh...,bg) = (a1 X9 bl,...,ag X9 bg)
Tato struktura ovSem tvori pouze komutativni okruh. Neni to ani obor integrity. (Rozmyslete!)

Existuji dalsi kone¢na télesa? Ano!

Nasledujici konstrukce nam jiz da téleso neprvociselného radu. Méjme zadano prvocislo p a celé n > 2.
1. Uvazme téleso T majici p prvki (ta jiz umime konstruovat).
2. Sestrojme okruh T'[z] v8ech polynomu nad télesem T (ten mé nekone¢né mnoho prvki).
3. Pro zadané kladné celé n naleznéme polynom P(z) € T[x] ireducibilni nad T" majici stupeii n.

4. Uvazme mnozinu F' vSech polynomi z T'[z] stupné mensiho nebo rovno n — 1, véetné nulového polynomu, (téch je
p") a zavedme na této mnoziné operace:

s¢itani: stejné jako v T'[z];
nésobent: R(z)-S(z) := (R(x) 1y S(x)) mod P(z).

F' s takto zavedenymi operacemi tvori té€leso majici p™ prvkia.
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Priklad (1 z 2)

m Priklad 33.2 Vyse uvedenou konstrukci demonstrujeme na p =2, T' = (Z2, +2, X2), n =4 a
P(x)=ax*+z+1.

Pro zjednodusSeni zapisu ztotoznéme polynomy s retézci, tj.
3
Z a;x' < asasaiag
i=0
proa; €T =7Z9,1=0,1,2,3. ]

Sectéte 1011 a 0111:
1011 4+ 0111 = 1100.

Skutecné pouze seCteme koeficienty polynomii u stejnych mocnin modulo 2, protoze tyto koeficienty ziji v T'.

Priklad (2 z 2)

Vyndsobte 1101 a 0110: Sou¢inem polynomt R(z) = 23 + 2% + 1 a S(x) = 2% + x v T[z] je polynom

Q(z) := R(x) - S(z) = 2° + 23 + 2 + x.

Pomoci zndmého algoritmu déleni polynomu @Q(x) polynomem P(x) ziskdme vztah

Q(z) =z - P(x) + 2>
Tudiz zbytkem po déleni polynomu @Q(z) polynomem P(z) je polynom 3. To je vysledek operace nasobeni, uzavirame
1101 - 0110 = 1000.

Znovu zduraziujeme: nejde o ndsobeni modulo 2 (AND) po slozkach, to by ndm dalo 1101-0110 = 0100. S touto operac{

ale nedostaneme téleso, viz predchozi poznamky.

Télesa kterych fada existuji?

Zatim jsme si ukdzali konstrukci koneénych téles fadu p = p' a p?, kde p je prvocislo a n je kladné celé éislo.
Existuji télesa libovolného fadu?

Véta 33.3 Radem koneéného télesa musi byt mocnina prvoéisla, tedy &islo zapsatelné jako p”, kde p je prvoéislo a
n je kladné celé cislo.
Navic plati, ze vsechna télesa fadu p™ jsou navzajem izomorfni.

Disledek: neexistuje téleso s 6, 10, 12, 14, ...prvky.

Definice 33.4 Téleso s p" prvky nazyvame konecné téléso nebo téz Galoisovo téleso (Galois field) a znac¢ime ho
GF(p™). Prvodislo p se nazyva charakteristikou télesa GF(p™).

GF(p"): aditivni grupa

Co vime o aditivni grupé télesa GF(p™):

« M4 fad p".
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o Neutralni prvek je 0 =00---0=0".
o Inverze k prvku bibs---b, je (p —b1)(p—b2) -+ (p — bn).

e Pro n > 1 neni cyklickd, dokonce pro kazdy prvek v plati, ze (p + 1) X v = v, resp. p X v = 0.

GF(p™): multiplikativni grupa

Co vime o multiplikativni grupé télesa GF (p"):

o M4 Fad p™ — 1.

o Neutralni prvek je 00---1 = 0"'1.

o Inverzi ke kazdému prvku umime nalézt pomoci EEA v polynomidlnim case.
o Je vzdy cyklickd (diukaz neni moc slozity, ale zabral by ndm moc ¢asu).

34 Aplikace konecnych téles v kryptografii

34.1 AES
Symetrické Sifrovani (vice v predmétu MI-BHW)

o Pfi Sifrované vyméné delsiho textu, jsou asymetrické Sifry (RSA, Diffie-Hellman a spol.) neefektivni.

e Proto se pouzivd symetrické Sifrovani, kde se predpokladd, ze Alice a Bob znaji néjaky spolecny soukromy
kli¢, ktery nikdo jiny neznd a ktery Sifrovan{ vyrazné usnadni. Asymetrické Sifry se pouziji pouze k vyméné (resp.
vytvoreni) tohoto spoleéného soukromého klice.

e Velmi pouzivand metoda je blokova Sifra (block cipher) zvand Advanced Encryption Standard (AES). Zde se

seznamime s matematickym podhoubim této metody.

Blokova sifra AES

o Koédovany text si rozdélime na bloky o (napi.) 8 bitech. Ty zasSifrujeme pomoci klice tak, ze desifrovani lze snadno
provést pouze se znalosti toho samého klice.

o Toto sifrovani v AES je zalozeno na tom, Ze operace s n = 8 bity lze chapat jako aritmetické operace v konecném
télese s 2™ prvky pro n = 8. Télesa s 2™ prvky zveme bindrni télesa a znacime GF(2").

« Dle specifikace AES se nasoben{ poc¢itda modulo
DLttt 41

K reprezentaci prvki se tedy pouziva 8 (= stupen polynomu vyse) bitu.

o (Aritmetické operace v GF(2™) nejsou jedinymi operacemi s bloky v AES.)
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34.2 Eliptické kfivky

Elipticka kfivka

 Pod eliptickou k¥ivkou nad télesem T rozumime mnozinu vsech bodt (x,y) € T? splitujici zjednodusenou

Weierstrassovu rovnici
2

y? =23+ ax + b,
ptipadné Weierstrassovu rovnici
y2 +ai1xy +azy = 3+ a2x2 + asx + ag,

kde a,b € T a a; € T jsou zadany.

e Za jistych predpokladii na koeficienty lze na mmnoziné vSech bodu na eliptické kfivce obohacené o jeden novy
prvek zavést binarni operaci vytvarejici strukturu abelovské grupy.

Pocitani na eliptickych k¥ivkach
S body (x,y) € T? na eliptické kiivce dané zjednodusenou Weierstrassovou rovnici se po¢ité nasledovné (operace
se tradi¢né, ovSem bez zvldstniho divodu, znadi +):
Definice 34.1 Pro dva body P = (21,y1) a Q = (z2,¥2), 1 # x2, definujeme P + Q = (x3,y3) takto:

583:8271’171’2

ys = s(z1 —x3) — 1

kde < 2= pokud P # @Q
3%?“ pokud P = Q.

Parametr a je prevzat z rovnice dané eliptické krivky. Neutralni prvek O je ,uméle* pridan tak, aby mél
vlastnosti neutralniho prvku.

Déle pro dva body P = (z1,y1) a Q = (x1,y2) klademe P+ Q = O.
Eliptické k¥ivky nad télesem realnych ¢&isel (1 ze 3)

Nézornéji se da vysvétlit pocitdani nad eliptickymi kiivkami, pokud bereme body (z,%) ze souvislé roviny R2.

Definice 34.2 Eliptickou kfivkou rozumime mnozinu bodu spliujici rovnici

V=234 ax+0,

kde pro redlné koeficienty a, b plati, ze —16(4a® + 27b%) # 0.

Grupovou operaci séitdni definovanou dfive pak lze interpretovat geometricky (pro ndzornou grafickou ukizku viz
Wolfram Demonstrations Project).

Eliptické k¥ivky nad télesem realnych &isel (2 ze 3)

Megjme dva ruzné body P a @ na eliptické kiivce F nad R, potom pro jejich soucet plati:
e Sestroj primku p prochazejici body P a Q.

o Pokud pfimka p mé s E jesté jeden prusecik R = (x,y) razny od P a @, pak P+ Q = (z, —y).
o Pokud prinik primky p a eliptické kiivky F je pravé mnozina {P,Q}, pak P+ Q = O.
Méjme jeden bod P na eliptické ktivce F, potom pro soucet P + P plati
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http://demonstrations.wolfram.com/AdditionOfPointsOnAnEllipticCurveOverTheReals/

e Sestroj te¢nu p kiivky F v bodé P.

//////

e Pokud tato te¢na protind F pravé v P, pak P+ P = O.
Eliptické kfivky nad télesem realnych &isel (3 ze 3)
¢ Poznamka: Pri s¢itani bodu tedy hleddme pruseciky néjaké piimky y = sz + d, kde s je smérnice a d € R, a
eliptické kiivky y2 = 23 4+ ax + b. To vede na Feeni rovnice
(sz+d)?=a+ax+b,
coZ je polynomidlni rovnice 3. stupné a ta, jak vime, miZe mit 1 az 3 ruzné redlné kofeny (jedno feSeni mame

vzdy ze zadani).

e Napr. situace, kdy pro rizné P a () dostaneme pouze dva kofeny, odpovida tomu, ze Q = —P a vysledkem
souctu je neutralni prvek O.

o Misto nad R mtzeme pracovat nad télesem GF(p™). I v tomto pfipadé dale mluvime o , eliptické kiivce*, ackoliv
prislusnou diskrétni mnozinu boda bychom na obrazku za kiivku jisté neoznacili.
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Resené priklady: Konec€na télesa

Pfipomenuti: télesa kterych rada existuji?

Véta 34.3 Radem koneéného télesa musi byt mocnina prvoéisla, tedy &islo zapsatelné jako p”, kde p je prvoéislo a
n je kladné celé ¢islo.
Navic plati, zZe vSechna télesa radu p™ jsou navzajem izomorfni.

Definice 34.4 Téleso s p™ prvky nazyvame Galois field a zna¢ime ho GF (p™). Prvodislo p se nazyva charakteristikou
télesa GF(p™).

Konstrukce kone¢ného télesa fadu p"
Bud p(z) € Z,[z] ireducibilni polynom nad Z, stupné n.

Trojice
({q(w) € Zyplz]: deg(q(z)) je mensi nez n nebo nenf definovén },+, - mod p(m)),

kde + a - jsou operace s¢itani a nasobeni polynomi (z okruhu polynomi Zy[z]), je koneénym télesem radu p™ (tedy
GF(p")).

GF(p"): aditivni grupa

Co vime o aditivni grupé télesa GF(p"):

e M4 rad p™.

e Neutralni prvek je 0 =00---0=0".

o Inverze k prvku bibs---b, je (p —b1)(p—b2) -+ (p — bn).

e Pron > 1 nenf cyklickd, dokonce pro kazdy prvek v plati, ze (p + 1) x v = v, resp. p x v = 0.

GF(p™): multiplikativni grupa

Co vime o multiplikativni grupé télesa GF(p"):

o M4 Fad p" — 1.

« Neutralni prvek je 00---1 = 0""11.

o Je vzdy cyklickd (dukaz neni moc slozity, ale zabral by ndm moc ¢asu).

Konecna télesa — priklady

Zakladni cvic¢eni 23.1

Zakladni cviceni 23.1
V télese Zogs najdéte multiplikativni inverzi k prvku 112.
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Zakladni cviceni 23.2

Zakladni cviceni 23.2
Rozhodnéte, zda je polynom P(x) ireducibilni nad télesem Zs, kde

(a) Py(x) =2+ 22+ 1;
(b) Py(x) = 2% + 2z + 2;

Zakladni cviéeni 23.3

Z3ikladni cviceni 23.3
Rozhodnéte, zda je polynom P(x) ireducibilni nad télesem Zs, kde

(a) P,(z) =22+ 23+ 22+ 1;
(b) Py(x) = 2 + 23 + 2 + 2;
(c) Pux) =2 +z+2.

Z3akladni cviceni 23.7

Zakladni cviceni 23.7

V télese GF(3?), kde se nasobi modulo ireducibilni polynom z? + 2x + 2, najdéte
(a) vSechna y takova, aby 21(y + 11) = 01 + g,

(b) najdéte vSechny generdtory multiplikativni grupy tohoto télesa.

Zakladni cviceni 23.16

Zakladni cviceni 23.16
Méjme téleso GF(5%), kde se nasobf modulo ireducibilni polynom 3 + 3z + 3.

(a) Naleznéte inverzn{ prvek vzhledem k ndsobeni k prvku a2 + 2.

(b) Naleznéte viechna y € GF(5%), ktera splituji 120 - y? = 111.
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35

35.1

35.2

35.3

Aritmetické operace v konecném télese GF(p")

Aritmetické operace
Uvedeme si zékladni pFistupy pro provddéni aritmetickych operaci v télese GF (p™).

Uvazujeme, Ze koneéné téleso mame vybudovidno kanonicky tedy pomoci polynomi nad Z, a ireducibilniho poly-
nomu (nad Z,) stupné n.

Budeme uvazovat obecné p a n a elementarni operace v Z,. Napf. pro n = 1 a p = 2 jsou zndmy lepsi algoritmy
(co do komplexity).

Séitani
Scitani polynomi

Po koeficientech, tedy O(n).
Nasobeni

Nésobeni polynomii: O(n?).

Hled4n{ zbytku po déleni: opét O(n?).
(Pro polynomy velkych stupiii existuji algoritmy, které mohou byt efektivnéjsi.)

Celkem: O(n?).

Mocnéni
Mocnéni

Mocnénim myslime vypocet g*, kde g € GF(p") a k < p".
Klasicky pristup: metoda opakovanych ¢tverct Square & multiply, v aditivnich grupach Double € add
Pocet prendsobeni dle exponentu: O(nlogp)

V kazdém kroce je nasobeni
Celkem tedy O(n?logp).

Multiplikativni inverze
Strategie pro hledani multiplikativnich inverzi

Hleddme multiplikativni inverzi k prvku g.
1. hrubou silou: O(p™)
2. vypoctem gP"~2: O(n®logp).
3. EEA: O(n?) (toto je vysledek jemné&jsi analyzy, nahrubo vyjde O(n?))
4. .

Napr. Itoh-Tsujiho inverze, vyuzivajici nasledujici vétu

Véta 35.1 Necht g € GF(q™)* ar = L. Plati

g—l — (gr)—lgr—l

Jelikoz ¢" je prvkem podstruktury se stejnymi vlastnostmi vzhledem k danym operaci (konkrétné podtélesa fadu
q), lze dosdhnout lepsich vysledkd.
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36
36.1

EEA: ukazka v GF(3°%)

V GF(3%) poéitejme modulo ireducibilni polynom P(x) = 2 + 2x + 1. Hledejme inverzi k Q(z) = 22 + 2z + 2, tj.
prvku 122.

1. Pocitdme ged(P(z), Q(x)), vyjde P(z) = (x + 1)Q(z) + = + 2.
2. Pocitame ged(Q(z), z+2), vyjde Q(z) = x- (v +2)+2aproto 2 = Q(z)—z- (v + 2) = (22 +2+1)-Q(z) + 2z P(x).

Tudiz
2= (2 +2+1)-Q(z) (mod P(x)),

a jelikoz 27! = 2 v GF(3), dostaneme
1= 222 +2r+2)-Q(z) (mod P(z)).

Hledanou inverzi k 122 v tomto télese proto je 222.

Hledani izomorfismii mezi dvéma konec¢nymi télesy

Konstrukce izomorfismu
Hledani izomorfismu

Méjme prvocislo p a kladné celé ¢islo n. Zkonstruujme dvé télesa radu p™ pomoci dvou ireducibilnich polynomiu
f1 € Zyx], fo € Zp[y] stupné n.

Oznacme tato télesa Fy (tady ndsobime modulo fi) a F5 (tady ndsobime modulo f3).
Vime, ze F} je izomorfni s F5. Jak lze najit takovy izomorfismus?
(Pro n =1 jiz umime...)

Pro lepsi citelnost budeme prvky F; psat s formalni proménnou z, prvky Fs s proménnou y.
Konstrukce izomorfismu

Mégjme t € Fy. Do polynomu f; miZzeme dosadit ¢ a operace chépat jako operace v Fy, a dostat tedy fi(¢) € Fy.

Prvek = € Fy spliiuje fi(x) =0 (neboli je kofenem polynomu f; nad Fi).

Protoze Fy je izomorfni s Fy, tak néjaky zvoleny izomorfismus ¥ zobrazuje x € Fy na ¥(xz) € Fy. Protoze x je
kofenem polynomu f; a nutné ¥(0) = 0, tak ¥U(x) je kofenem polynomu f; nad F». (Tim myslime polynom z Z,[y]
se stejnymi koeficienty jako fi.)

Tedy polynom f; nad F, mé v F» kofen. Ozna¢me néjaky takovy kofen symbolem 6 (6 € F5).

Oznadime-li obecny prvek télesa Fy jako g(z) (polynom nad Z, stupné nejvyse n — 1), pak hledané zobrazenf
definujeme:

U:g(x) — g(0).
~—~ ~—~
€ €Fy

Naznak dikazu (1 ze 2)
I. Zobrazeni ¥ je homomorfismus z F; do Fy:
Dikaz: necht ¢; (z), g2(z) € Fy, pak

U(g1(z) + g2(x)) = ¥ ((g91 + g92)(2)) = (91 + 92)(0)
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U(g1(z)) + ¥(g2(z)) = 91(0) + 92(0) = (91 + 92)(0)
U(g1(2) - g2(x)) = ¥((g1(2) - g2(x) mod f1)(x)) = (g1(2) - g2(z) mod f1)(0) mod f>

V(g1(z)) - ¥(g2(x)) = g1(0) - g2(0) mod f2
(z) mod f1)(0) - (g2(x) mod f1)(€) mod fo
g1(2) - g2(x) mod f1)(0) mod fo

Naznak dikazu (2 ze 2)
II. Zobrazeni ¥ je bijekce F; a F5.
Néznak (opravdu!) dikazu: predpokladejme, ze g1(x), g2(x) € F1 a ¥(g1(x)) = ¥ (g2(x)).

()

Protoze 6 neni kofenem nad F» zddného polynomu nad Z, stupné mensiho nez n, tak g1 (z) = g2(z).

36.2 Ukazka

Ukazka hledani izomorfismu
Mé&me p=3,n=3a fi(x) =23 +2z+1a foly) =y>+ 2y +2.

Hledame 6: koren fi; nad F5.
Ozna¢me 0 = a + by + cy? € Fy a hledejme

0= f1(0) = fi(a+ by + cy*)
=(a+by+cy®)®+2(a+by+cy®) +1
= (@ +3® +3y%) + 2@+ by + cy?) + 1
= (a+by’ + ) +2(a+by +ey’) +1
=(a+bly+1)+c(y®+2y+1))+2(a+by+cy?) +1
=2cy+b+c+1

A tedy ¢ =0,b=2a alze zvolit (z Z3).
Volme a = 0 a tedy hledané 6 = 2y, a ¥U(g(x)) = g(2y).
Obecné tedy ¥(a + bz + cx?) = a + b2y + cdy? = a + 2by + cy?.

37 Soustavy linearnich kongruenci

Soustavy linearnich kongruenci (1 ze 2)

Problém: resime soustavu rovnic

a=a; (modmy)

a=ay (modms)

a=ay (modmy)

kde mq, ..., my jsou navzajem nesoudélnd ay € Zy,,, ., aN € Zpy, a a € Zy, je nezndma.

e Pokud nejsou m; navzajem nesoudélna, nemusi TeSeni existovat a situace se celkové komplikuje.
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o Myslenka: zkusime zkonstruovat ¢éisla x1,...,zy tak, Ze x; bude Fesit i-tou rovnici, tj. z; = a; (mod m;), a
pro ostatni rovnice bude z; = 0 (mod my), kde k # 1.

o Potom bude jisté a = 1 + 22 + - - - + x5 FeSenim soustavy (2).

Soustavy linearnich kongruenci (2 ze 2)

Jak takova x; najdeme?

. N y . w . -
o Polozme M =[[,_,m; a M; = mﬂ a pomoci postupu uvedeného dfive vyresme rovnici
- k2
yiM; =1 (mod m;).
S neznamou ;.
e Polozime-li
x; = yiM;a;,

dostavame c¢isla s pozadovanymi vlastnostmi, a tedy

a =y Myay +y2Maaz +--- +ynMyan.

o Tim jsme (skoro) dokéazali slavnou ¢inskou vétu o zbytcich.

Cinska véta o zbytcich

Véta 37.1 — Cinska véta o zbytcich (Chinese remainder theorem — CRT). Necht my, ..., my jsou navzajem nesoudélnd
Cisla a necht M = Hfil m;. Pro libovolnou N-tici a1 € Zy,,, .., an € Zn,, existuje jednoznacné urcené a € Zys
tak, ze

a=a; (modm;) provSechnai=1,...,N.
Plati

N
a= ZaiyiMi (mod M),
i=1

kde M; = & a pro vsechna i a j # i plati

my

yiM; =1 (modm;) a y;M; =0 (mod m;).

Existenci feseni jsme ukazali, dokonce i postup jak jej nalézt. Zbyva dokazat jednoznacnost.

CRT: diikaz jednoznacnosti Feseni

Pri zachovani znaceni z predchozi véty oznacme

U:ZY = Zf x--xZf

m1y

zobrazeni, které ¢islu a € Z1, piifadi N-tici (a1,...,an), kde plati @ = a; (mod m;) pro vSechna i.

o CRT nam fik4, jak najit vzor N-tice (aq,...,an) pti zobrazeni I' (rozmyslet!).
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e Zatim jsme si ukézali, Ze zobrazeni I' je surjektivni, neb pro kazdou N-tici (a1,...,an) umime najit a € Zy,
tak, ze I'(a) = (a1,...,an).

o JelikoZ jsou ale mnoziny Z}, a Lt X X L stejné velké, musi toto zobrazeni byt i injektivni, a tedy se jednd
o bijekci.

e Je tedy nemozné, aby dvé ruzné N-tice mély dva rizné vzory a jednoznacnost feSeni a z CRT je dokéazana!

Residue number system

Zobrazeni T" je (dokazte si!):

e izomorfismus grupy ZL a grupy Z;l X+ X anN, kde bereme operaci sc¢itani po slozkach: i-tou slozku sc¢itame
modulo m;;

+ izomorfismus grupy Zjy; a grupy Z,, x---xZ _, kde bereme operaci ndsobeni po slozkéch: i-tou slozku ndsobime

modulo m;.

Zobrazeni T urcuje tzv. Residue number system. Misto modulo M poéitdme v systému modulo (my,...,my). JelikoZ
zobrazeni 1ze chapat téz jako izomorfismus mezi okruhy Z,; a

Ly X v+ X L,y

jedind problematickd operace v tomto ¢iselném systému zustane déleni.
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