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Kapitola 1

Uvod

1.1 Regresni analyza

Predstavme si nasledujici situaci: snazime se prodat nemovitost (Feknéme v Praze) a
netusime, za kolik ji mame potencidlnim zajemcim nabidnout. Chceme, aby cena nebyla
prilis nizka a my neprodélali, ale ani prilis vysokda, abychom viibec dostali néjaké nabidky.
Potahne-li se prodej mésice, mizeme prodélat mnoho penéz napt. tim, Ze nemovitost
v tomto Case nepronajimame.

Muzeme postupovat tak, Ze se zeptame (= zaplatime) jodbornika“ z realitni kancelafe,
ale jelikoz uz jsme se s nékolika realitnimi makléri setkali a poznali, co jsou zac¢, tato moz-
nost pro nas neni myslitelna. Dalsi zpiisob je, ze budeme brouzdat po realitnich serverech
a hledat podobné nemovitosti a cenu nastrelime podle nabytého dojmu. Chceme-li byt ale
sofistikovanéjsi a mit vétsi jistotu, ze nas odhad neni Uplné mimo, mizeme postupovat
nasledovné.

Napiseme si skript, ktery stahne data z realitnich servert a ulozi je v néjaké strukturo-
vané podobeé (idedlné tabulce ¢i vice tabulkéch). Pro jednoduchost uvazujme, ze budeme
znat u kazdé nabidky toto:

e Y = cenu, za kterou se prodava,

e X, = uzitnou plochu,

e X, = pocet mistnosti,

e X3 = vzdélenost od nejblizsi zastavky metra.

Jako Y jsme si oznacili veli¢inu, kterou pro nasi nemovitost nezname a kterou se snazime
predikovat, jako X; jsme si naopak oznacili veli¢iny, které pro nasi nemovitost umime zjistit
a o kterych véfime, Ze cenu Y ovliviiuji. Cilem regresni analyzy je zjistit a zformulovat
(matematicky, jak jinak) tento vliv.

Nyni prejdeme do trochu formalnéjsiho jazyka a radné zformulujeme vySe naznacené:
snazime se predikovat hodnotu néjaké spojité' vysvétlované proménné Y s tim, Ze pred-

1O spojité vysvétlované proménné mluvime, pokud neodekivime, Ze se jeji hodnoty budou vybirat
z malé konecné mnoziny. Napr. cena nemovitosti maze nabyvat hodnot od nékolika desitek tisic po stovky
miliont korun, a tak se povazuje za spojitou. Kdybychom se ale napt. snazili pouze urcit, zda se nemovitost
prodé (coz ozna¢ime napt. jako Y = 1) ¢éi neprodad (Y = 0) do meésice, bude mit Y pouze dvé hodnoty a
jiz nebude mit smysl ji povazovat za spojitou.
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pokldddme zavislost této proménné na jinych veli¢cinach X, Xs, ..., X, tzv. priznacich.
Jelikoz nedoufame, ze tato zavislost je perfektni v tom smyslu, ze pro stejné hodnoty
priznaki X; az X, dostaneme vzdy stejnou hodnotu vysvétlované proménné, modelujeme
tuto zavislost nasledovné:

Y:f(Xl,Xg,...,Xp)+€, (11)

kde ¢ je ndhodné veli¢ina a f : R — R je (neznaméa?) realna funkce p redlnych promén-
nych.

Pridanim nédhodné veli¢iny ¢ do modelu (1.1) vyjadiujeme jeho ocekdvanou nedoko-
nalost. Jinymi slovy: véfime, Ze piiznaky X; az X, ovliviiuji hodnotu proménné Y, ale
soucasné nevérime, ze by jiz neexistovaly jiné vlivy (napf. jiné priznaky), které v nasem
modelu nepostihujeme. Tato netplnd znalost se projevi v tom, ze Y se nerovna presné
hodnoté f(Xi,...,X,) a jelikoz vzniklou chybu Y — f(Xj,...,X,) nezname a nevime
moc o jejim chovani (jinak bychom ji do modelu zahrnuli), povazujeme ji za ndhodnou
veli¢inu.

Vratme se nyni k nasemu hypotetickému prikladu s prodejem nemovitosti, kdy mame
pouze tfi (tj. p = 3) priznaky a nas model vypadd takto:

Y:f(Xl,XQ,X3)+€. (12)

Do nahodné veli¢iny e ,schovavame® vlivy priznakil, které nezndme nebo nezahrnujeme
do naseho modelu (naprt. staii budovy, pocet koupelen, pocet oken, ... ) ale vlastné i napf.
chyby, nekonzistence dat a jiné podivnosti v méreni priznaki, které v modelu zahrnujeme
(napt. nékdo do uzitné plochy zahrnuje balkén ¢i sklep a nékdo ne a mi to v datech
nemame vyznacené, nebo bereme vzdéalenost od metra jako 500 metri, ale z dat nevidime,
ze bychom cestou museli preplavat Vitavu).

Nyni se dostavame k samotné formulaci problému regresni analyzy. Vagné feceno:
nasim cilem je najit odhad funkce f tak, aby chyba modelu byla co nejmensi. Odhad
funkce f budeme znacit f , jak je ve statistice a pribuznych oborech zvykem: kdyz nékde
uvidite néco se striskou, skoro jisté je to odhad néceho. Abychom toto mohli fesit, musime
nejdrive specifikovat, co se mysli chybou modelu a v jakém smyslu ma byt nejmensi.
Jako chybu nejcastéji bereme rozdil mezi skutecnou hodnotou vysvétlované proménné
Y a jeji predikovanou hodnotou f(X) = f(Xi,...,X,), kde X = (X1, Xo,..., X)) je
(sloupcovy) vektor veli¢in X, ..., X, tj. Y — f(X). Velikost (miru) chyby potom znac¢ime
L(Y, f(X)), kde L : R? — R je néjakd nezdporna funkce, kterou obvykle volime jako

LY, f(X)) = (Y — f(X))".

Hleddme tedy realnou funkci p proménnych f : R? — R takovou, aby minimalizovala
miru chyby L(Y, f(X)). To ale stle neni moc dobfe zformulované tloha: vime napft., ze
(Y — f(X))? = €% je ndhodnd velicina, a ta se tézko minimalizuje, neb minimalizovin{ n4-
hodné veli¢iny nedava smysl. Co ovSem umime rozumné vyjadrit, je obvyklda hodnota chyby,
neboli jeji stfedni hodnota E L(Y, f(X)). Abychom ale mohli vyjadrit stfedni hodnotu,
potfebujeme znat pravdépodobnostni rozdélen{ veli¢in® Y, X1, X», ..., X,. Ty miZeme za-

2A podle nékterych ndzorti nejen neznidm4, ale i neexistujici funkce. Je to velice zajimavé filozofick4
debata, kterou ale preskocime.

3Veli¢ina Y je jisté také ndhodnou, veli¢iny X; ale uz za ndhodné povazovat nemusime a miizeme je
chépat jako jakési parametry. Toto rozliSeni neni ale nyni moc dulezité.
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chytit* napt. do hustoty pravdépodobnosti, kterou si oznac¢me hy x (y, ) (je to nezdpornd
funkce p+1 proménnych). Jak vime, stfedni hodnota je pak rovna nasledujicimu integralu

EL(Y,f(X) = [ Ly f(@)hvx(y. @) dyda. (13)

Mohlo by se zdat, ze mame vyhrano: pro danou mnozinu priznakt a nami zvolenou
miru chyby najdeme mezi realnymi funkcemi p proménnych tu, ktera minimalizuje hod-
notu integralu (1.3) a to bude ta nase nejlepsi hledand funkce. Bylo by to sice pékné, ale v
realu je tento piistup nepouzitelny hned z nékolika diivodii’: ten zdsadni je, Ze netusime,
jak vypadd hustota pravdépodobnosti hy x. Napf. u naseho modelu (1.2) bychom potfe-
bovali znat pro vsechny ¢tverice Cisel (y, 21, 9, x3) pravdépodobnost, ze ndhodné vybrand
nemovitost ze vSech moznych (i hypotetickych) nemovitosti mé cenu y a ma pravé x; me-
trit ¢tverecnich, xo mistnosti a lezi x3 metri od metra. Takové informace prakticky nikdy
nemame a vypocet (1.3) je tedy nemozny.

Dalsim problémem by bylo i prohledavani prostoru vsech funkei f : RP — R. I kdyz
existuji postupy, jak minimalizovat néjaky vyraz, kde proménnd je funkce (timto pro-
blémem se zabyva oblast matematiky, kterd se nazyva variacni pocet), i ty se potiebuji
omezit naptiklad pouze na funkce spojité apod.

1.1.1 Regresni analyza v realné situaci

Jak jsme Tekli vysSe, tézko miizeme doufat, Ze budeme znat hustotu pravdépodobnosti hy x.
Co obvykle zndme, je pouze néjaky (snad) ndhodny vybér z moznych hodnot veli¢in Y a
X. Napf. v nasem prikladé modelovani cen nemovitosti budeme znat cenu a parametry N
byti, které jsme nékde ziskali. Nemame tedy vSechny mozné kombinace hodnot Y a X,
ale jen néjaky jejich vybér (yi, 1), (y2, 2), . . ., (yn, n). Budeme proto hledat f takovou,
aby se minimalizovala primérna chyba pouze na téchto N mérenich; tuto chybu pro dané
f spocitame takto:

+ 2 Ll S (@) (1.0)

Kde je problém ted? Problém je ten, ze mnozina vsech realnych funkei p proménnych
je prili§ bohatd a nenf problém najit takovou funkei f, Ze suma (1.4) bude nulova. Uva-
zujme opéet nas priklad s nemovitostmi a feknéme, Ze mame nasbirana data pro N = 100
nemovitosti. Jak si ukdzeme v dalsi kapitole, skoro vzdy existuje polynom jedné proménné
(napt. z1) a stupné 100 takovy, ze pokud jej dosadime za funkci f, je suma (1.4) nulova
(vizte také cviceni 1.1).

Znamena to, ze jsme nasli perfektni model ceny nemovitosti v Praze? Nikoli, znamena
to, ze nas model perfektné modeluje 100 ndhodné vybranych méreni. V takové situaci,
kdy modelujeme data a nikoli skutec¢nost, mluvime o tzv. preuceni modelu.

Jak se preuceni vyhnout? Jedna z cest je, ze si néjakym zptisobem omezime mnozinu,
ve které hledame funkci ]? Naptiklad se mizeme omezit pouze na polynomy stupné nejvyse
4, na funkce obsahujici pouze linearni kombinace goniometrickych funkeci pfiznak atp.

4D4le predpokldddme, ¢isté pro jednoduchost, Ze proménné X; jsou taky spojité a mé smysle mluvit
o hustoté a integrovani.
57Z4adny z téchto diivodi neni ten, e se tam vyskytuje vzoreek s integralem a pres to nejede vlak!
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Vratme se k prikladu s cenami nemovitosti v Praze. Reknéme, 7e mame divod véfit,
ze v modelu (1.2) je dostacujici hledat f mezi polynomy ti proménnych stupné jedna,
neboli Ze existuji ¢isla wy, wy, wy a w3 tak, ze hledana funkce f ma tvar

~

f(fl?l,l'g,xg) = Wy + W1x1 + Wako + W3T3. (15)

Méjme opét N = 100 méteni, neboli 100 ¢tvetic ¢isel (y;, i1, Ti2, % 3) proi = 1,2, ..., 100.
Zvolme (jako obvykle) miru chyby L(Y, f(X)) = (Y —f(X))2. Hledén{ funkce f tvaru (1.5)]

se méni na tkol najit hodnotu ¢isel wy az ws tak, ze ziskdme minimalni hodnotu vyrazu

1 100 ,
100 ;(yz — W + WiTi1 + WaTia + WaTi3)”,
i—
ktery odpovida primérné chybé na nasich sto mérenich. Jedna se vlastné o hledani minima
funkce ¢tyT proménnych, a jak uvidime v dalsi kapitole, konkrétné v tomto pripadé umime
reseni relativné snadno najit.

Stouravy ¢tenaf by mohl namitnout, Ze jsme sice razantnim omezenim vybéru funkce
fzabrénili preuceni, ale nabizi se otazka, zda jsme to neprehnali natolik, ze nas model jiz
neni schopen dobfe aproximovat idedlni® volbu funkce f? Odpovéd stouravému ¢tenéfi je
vyhybava: mozna jsme to prehnali; najit takovou volbu komplexnosti modelu, ktera brani
prilisSnému prizpusobeni se nasim konkrétnim dattim (preuceni), ale soucasné nezabranuje
nasemu modelu byt dostatec¢né blizko idealni volbé f, je jednim z klicovych tikoli znalost-
niho inzenyra. Vice o tomto problému budeme mluvit v ¢asti ?? vénované bias-variance
tradeoff” .

1.1.2 Neznicitelna chyba

Shriime si, co jsme se snazili doposud vysvétlit: hleddme model ve tvaru (1.1), ktery
nam umozni predikovat hodnotu Y na zdkladé znalosti priznaki X; az X,. Proménnou
tohoto modelu je funkce f, jejiz optimalni volba je funkce minimalizujici stredni chybu
modelu danou integrdlem (1.3). Tento integral bohuzel ale umime spodcitat jen za nere-
alného predpokladu, ze perfektné zname chovani vSech veli¢in (tj. zndme odpovidajici
hustotu pravdépodobnosti). Tento problém se fesi tak, Ze se namisto minimalizace (1.3)
hleda f minimalizujici diskrétni aproximaci (1.4). To ale vede k nebezpeci preuceni, tedy
prilisSnému prizptisobeni se nasbiranému vzorku dat. Obranou proti preuceni muze byt
vyrazné omezeni moznosti, jak volit f , ale ani to se nesmi prehnat, abychom se stale s
nasi funkci mohli priblizit k optimalnimu reSeni.

Je jasné, ze z velké ¢asti bude zdrojem chyby naseho modelu odchylka naseho odhadu
f od idedlni volby f. I kdybychom ale méli Stésti, a nas odhad by se s optimalni volbou f
shodoval, neznamena to, ze dostavame bezchybny model poskytujici dokonalé predikce.

Stale ndm tam totiz zbyva ndhodna veli¢ina e = Y — f(X). Jisté mizeme predpokladat,
ze jeji stiedni hodnota je nula: kdyby totiz [Ee = ¢, bude vezmeme namisto f(X) funkei
f(X) —c a pak jiz prislusna stfedni hodnota Y — f(X) — ¢ bude rovna nule. P¥ipomerime,
ze diky predpokladu E e = 0 plati pro rozptyl ¢, ze

vare = E¢? — (Ee)? = E€2

6Ide4lni ve smyslu ,,minimalizujici hodnotu (1.3).¢
"Je to tak zazity pojem, Ze jej nebudeme prekladat

4
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Pro stredni hodnotu kvadratu chyby tedy plati i pro optimalni volbu funkce f, Ze
E(Y — f(X))? =E&? = vare.

Stredni hodnota kvadratu chyby tedy nikdy nebude nizsi, nez je rozptyl ndhodné velic¢iny
e a ten nebude nikdy nulovy®, pokud neni e (skoro jisté) nulova funkce a nd$ model
dokonale ptesny (tj. neni to ani tak model, jako zdkon).

1.2 Cviceni

Cviceni 1.1: B3 Najdéte polynom (jedné realné proménné) co nejnizsiho stupné, ktery
prochazi body (0,0),(1,1) a (2,3). 1%

8Pomijime moznost, Ze rozptyl nebude existovat, resp. nebude spoéitatelny, vizte napt. Cauchyho
rozdéleni.
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Kapitola 2

Linearni regrese a metoda
nejmensich ctverci

V disledku predchozich tivah tedy predpokladame, ze plati

p
V=FfX)+e=wo+ > Xiw;+e=X"w+e¢,

=1

kde X = (1, Xy,...,X,) je vektor pfiznaku s pfidanym konstantnim piiznakem X, = 1,
w = (wp, w1, ..., w,) je vektor vah (koeficientt) linedrni zavislosti a € je ndhodn4 veli¢ina
reprezentujici nedeterministickou ¢ast Y. Reknéme, Ze mame N = 100 méfeni, neboli 100
¢tveric ¢isel (i, i1, T2, i3) proi = 1,2,...,100. Tato méfeni mizeme zapsat do vektoru
y € RY a matice X € RVP*! kterd pro N méfeni a p piiznakd budeme znacit takto:

n I w1 T2 0 Tip
Y2 1 Ta1 T2 - To2p

y=1 . a X=1]. . . - (2.1)
YN I zy1 N2 - TNy

Poznamenejme, Ze v dalsim textu budeme 7,j-ty prvek z; ; matice X znacit také x;;. Pro
nas priklad tak mame sto slozkovy vektor y s cenami nemovitosti a matici X o rozmeérech
100 x 3. Hledéni funkce f se diky predpokladu, ze funkce mé tvar (1.5), méni na tkol
najit hodnotu ¢isel wy, . .., ws. Vezméme si za miru chyby obvyklou volbu

2.1 Matematicka formulace problému linearni
regrese

Zakladnim modelem linearni regrese je model

p
E(Y|X1 =21,...,X, =2,) =wo + »_ Xw; = ' w. (2.2)

=1

Pricemz v takovémto zadani je jedno, zda uvazujeme X jako ndhodné nebo ne. Vektor

X = (1,Xy,...,X,) je vektor pfiznaki s pridanym konstantnim pfiznakem X, = 1 a
w = (wg, wy, ..., wy)" je vektor nezndmych vah (koeficient1) linearni zavislosti.
6
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Méjme nyni ndhodny vybér z vyse uvedeného nahodného modelu provedeného v riz-
nych bodech @y, ..., x,. To znamend, Ze mame n paru typu (Y;, x;), kde Y; je ndhodn4
veli¢ina ukazujici vysledek vysvétlované proménné v i-tém bodé x; = (1,241, .., Tip) "
konkrétnich hodnot priznaki.

Uspoiddame-li veli¢iny Y3, . .., Y, do ndhodného vektoru Y = (V1,...,Y,)? a hodnoty

bodil x1,. .., T, do matice X € RVP+! v jejiz fadcich jsou zapsané slozky x;:
T
Yi I 1,0 T1;1 T2 o Tigp
T
Y, Ty To,0 T2;1 T2 - T2y
Y = a X = = ,
T
Yn T, Tno Tn;l Tp2 ° Tpyp
kde ;0 = 1 pro kazdé ¢ = 1,...,n, mizeme psat
Y = Xw +e. (2.3)

Tento vztah zapsany po radcich dava

T
Y=z, w+eg

pro kazdé i = 1,...,n. Ndhodny vektor € = (1,...,&,)? reprezentuje viechny mozné
neznamé nahodné piispévky k vysvétlovanym veli¢inam Y7, ..., Y, které nepochazeji od
hodnot priznaki x4, .. ., ,. Poznamenejme, ze v dalsim textu budeme i, j-ty prvek matice

X znacit také z;;.
Jediny predpoklad na € je v tuto chvili tedy Ee = 0. postupné budeme pridavat i
dalsi predpoklady, které nam umozni urcovat charakteristiky ziskaného odhadu w. nepouzijemefl
. ;o v , . , " . o \wide-
Jak uz bylo zminéno v predchozi sekci, rozumny odhad @ neznamé hodnoty w miizeme | jpag2

ziskat jako argument minima residudlniho sou¢tu ¢tverci RSS(w) definovaného vztahem

P 2
RSS(w) =) (yZ —wp— Y aziijj> = (y — Xw)" (y — Xw). (2.4)
i=1 Jj=1
Tedy
w = argmin RSS(w). (2.5)
'LUGRIH’l

Kriticky bod vzhledem ke slozkdm w ziskdme parcidlnim zderivovinim RSS(w) podle
slozek w a polozenim rovno 0. Ziskdme vztah

—2XT(Y — Xw) = 0.
Zderivovanim podruhé ziskame Hessian jako

2
H— (6 RSS(w)) _ 9xTX

6’[1)7;8111]'
coz je matice nezavisld na w. Navic ¢/ We > 0 pro kazdé ¢ € R" a tedy jakykoliv
kriticky bod bude lokalnim minimem. Poznamenejme, Ze tento bod bude ostrym lokalnim
minimem, pravé kdyz matice X*X bude mit plnou hodnost a bude tak pozitivné definitni,
viz véta A.1.
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To znamena, ze nutnou podminkou minima je platnost vztahu
XX = XY, (2.6)

ktery byva nazyvan normdlni rovnice.

Predpokladejme nyni, ze hodnost h(X) matice X je p + 1. Z toho jiz nutné plyne, ze
hodnost matice X7X € RPF1PF! je také p+ 1 a tedy, Ze je tato matice regularni. Celkové
tak ziskavame .

w = (X"X) X"y (2.7)

Pii porovnavani s jinymi metodami budeme takto ziskany odhad znacit wors, kde
index OLS je z anglického ordinary least squares, tedy obycCejné nejmensi Ctverce.

2.2 Cviceni

Cviceni 2.1: @5

Admx

Y —wn 4+ <27rx>+ . (27TI>+ (47rm)+ . ( )+ n
=wp + Wy cos N wWaq SIin N w3 COS N Wy Sin

N
n <2N7m:>+ ) <2N7T:1c>
WaN_1 COS W Sin
IN—1 N 2N N

Preznac¢me koeficienty w, na koeficienty A, a B, tak, aby platilo

N N
2nmx 2nmx
Y =34, ( ) B, si ( ) .
nz::O cos N + nz:% sin N
Neleznéte minimum funkce

55 o S e ()« S (252))

n=0 n=0

2
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Kapitola 3

Pravdépodobnostni pohled na
linearni regresi

Zakladnim modelem linearni regrese je model

P
E(Y|X) =21,...,X, =2,) =wo + »_zw; = =" w. (3.1)
i=1
Pricemz v takovémto zadani je jedno, zda uvazujeme X jako nahodné nebo ne. Vektor
X = (1,Xy,...,X,) je vektor pfiznaki s pridanym konstantnim pfiznakem X, = 1 a
w = (wp,wy, . ..,w,) je vektor nezndmych vah (koeficienti) linedrni zavislosti.

Meéjme nyni ndhodny vybér z vyse uvedeného nahodného modelu provedeného v riz-
nych bodech 1, ..., ®,. To znamend, Ze mame N part typu (Y;, x;), kde Y; je ndhodn4
veli¢ina ukazujici vysledek vysvétlované proménné v i-tém bodé x; = (1,241, .., Tip) "
konkrétnich hodnot priznak.

Uspofddame-li veli¢iny Y3, . .., Y, do ndhodného vektoru Y = (Vi,...,Y,)? a hodnoty
bodid x1,...,x, do matice X € RVP*+! v jejiz fadcich jsou zapsané slozky x;, mizeme
psat

Y = Xw + €. (3.2)

Tento vztah zapsany po radcich dava

T
Y=z, w+¢g

pro kazdé i = 1,...,n. Ndhodny vektor € = (&1,...,&,)T reprezentuje viechny mozné
neznamé nahodné prispévky k vysvétlovanym velicindm Y7, ...,Y,,, které nepochazeji od
hodnot priznakt xq, ..., x,. Poznamenejme, zZe v dalsim textu budeme 7, j-ty prvek matice

X znacit také z;;.

Jediny predpoklad na € je v tuto chvili tedy [Ee = 0. postupné budeme pridavat i
dalsi predpoklady, které ndm umozni urcovat charakteristiky ziskaného odhadu w. Jak
uz bylo zminéno v predchozi sekci, rozumny odhad W neznamé hodnoty w muizeme ziskat
jako argument minima residualniho souctu ¢tverci RSS(w) definovaného vztahem

RSS(w) = (Y — Xw) (Y — Xw) = ||Y — Xw|*. (3.3)
Vysledny odhad je uréen platnosti tzv. norméalnich rovnic

X'Xw = XY, (3.4)
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V pripadé, ze ma matice X plnou hodnost je urc¢en jednoznacné a plati

w=(X"X) X"Y. (3.5)

3.1 Vlastnosti odhadu vektoru vah

Predpoklddejme tedy, ze data pochazeji z modelu (3.2) a predpokladejme nyni pouze
Ee = 0. Z toho plyne EY = Xw. Snadno dokazeme nasledujici tvrzeni.

Véta 3.1: Odhad wors ziskany metodou nejmensich ¢tverct je za predpokladu Ee = 0
nestranny, tj. Ewors = w.

Driikaz.
Ewois = E (X'X) X"Y = (X'X) 'X"EY = (XTX)*1 XTXw = w
0

Pfedpoklddejme navic vare = o021, tj. Ze chyby &; v jednotlivich bodech @; jsou

nekorelované veli¢iny se stejnym rozptylem o2

Véta 3.2: Za predpokladu Ee = 0 a vare = 01 plati varwors = o*(X7X) L.

Diikaz. ProtoZze XTX je symetrickd, je také (XTX)~! symetricka a plati
var Worg = var ((XTX)_1 XTY> = (X"X) ' X" (var V)X (X7X) |
= (X"X) X" DX (XTX) ' =0 (XTX) XX (X'X) ' =o* (X"X) .
O

Déle se pojdme zabyvat residudlnim souc¢tem ¢tverci. Po dosazeni vztahu (3.5) do
RSS a oznaceni{ P = X(X7X)™'X” dostaneme

RSS(w) = |Y — Xw|* = |Y —PY|* = I -P)Y |,

kde I je jednotkova matice z R™"™. Matice P je projekce do linearniho obalu sloupciti matice
X. Daéle plati

P? = X(XTX) "' XTX(X"X)'XT = X(XTX)"'XT =P

I-P?=I’-IP-PI+P>*=1-P.

Obé matice P i I — P jsou tedy idempotentni. Protoze X7X je zjevné symetricks, je
symetricka i jeji inverze (XTX)™! a tudiZ i matice P a I — P. Z idempotence I — P plyne

RSS(w) = |[I-P)Y |’ =Y 1-P)I-P)Y =Y(I-P)Y.
Nakonec si vSimneme, ze
I-P)X=X-X(X'X)'X'X=X-X=0.

Nyni uz muzeme dokazat néasledujici vétu.

10
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Véta 3.3: Necht Ee = 0 a vare = ¢%I. Potom s = %@ je nestranny odhad o?2.

Diikaz. Pro stfedni hodnotu podle predchozich vyjadieni dostavame

ERSS(w) =EY'I-P)Y =ETrY'I-P)Y =ETr(I-P)YY"”
=Tr(I-P)EYY" = Tt(I-P)(var Y+E Y (EY)") = Tr(I-P)o’I+Tr(I-P) Xw(Xw) |
=Tt -P)=c*(n—p—1),

protoze (I — P)X = 0, I je jednotkova matice n x n a
TrP =Tr X(X"X)'X" = e X' X(X"X) ' = Tr L, 4,

kde I, je jednotkova matice (p+ 1) x (p + 1). O

3.2 Testy hypotéz a intervaly spolehlivosti

Stéle uvazujme model (3.2) ale zesilme predpoklad o rozdéleni € na € ~ N(0,02I), tj.
vektor ndhodnych odchylek € mé vicerozmérné norméalni rozdéleni se stfedni hodnotou
E e = 0 a variancni matici vare = %I (viz dodatek B.4). Z vty B.15 tak dostdvame

Y ~ NXw,o’I).

Nasledujici véta predstavuje rozsiteni vét 3.1 a 3.2.
Véta 3.4: Necht & ~ N(0,0°I). Potom @ ~ N(w, 0c*(XTX)"!).

Diikaz. Analogickym postupem jako v dikazu véty 3.2 plyne z vyjadieni (3.5) a véty
B.15. ]

7 predpokladu normalniho rozdéleni € lze odvodit rozdéleni residualniho souctu ¢tverctf
RSS(w).

Véta 3.5: Necht & ~ N(0,02I). Potom 25(&) 42

o2 n—p—1-
Diikaz. Plyne z vyjadieni RSS(w) = YT (I — P)Y a véty B.16. O

Kombinaci predchozich dvou vét dostaneme tvrzeni, které je zakladem pro testovani
hypotéz o hodnotdch jednotlivych slozek vektoru vah w = (wy,...,w,41)" a také pro
tvorbu pasu spolehlivosti pro regresni primku.

Véta 3.6: Necht € ~ N(0,0%I). Potom pro kazdé ¢ = (cq, ..., cpr1) € RPF! plati
c!'( — w)

c = ~ tnfpflu

\/SQCT(XTX)*lc

_ RSS(w)
kde s% = i

11
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Diikaz. 7 véty 3.4 a definice B.10 vicerozmérného normalniho rozdéleni dostaneme
cli ~ N(cTw, cTa2(XTX)_1c)
a po provedeni standardizace (v souladu s vétou B.1)

cf'(w — w)

\/Uch(XTX)_lc

~ N(0,1).

Podle véty 3.5 ma RS;(@) rozdéleni X7, ,, pii¢emz lze dokazat (viz [?, Theorem 3.5]), ze

w a RSS(w) jsou nezavislé veliciny. Z véty B.3 plyne, zZe

T (d—w)
VRdXX) e c(w—-w)
RSS (i) 2,7 (XTX -1
et \/5 cI'(XTX) e
ma Studentovo t rozdéleni s n — p — 1 stupni volnosti. O

Dusledek 3.7: Necht € ~ N(0, 0%I). Potom pro kazdé i = 1,...,p+ 1 plati

’U% — W;

— ~ t
n—p—1,
vV 821)“'

kde s? = lzs_i(f'l) a vy je i-t4 diagondlni slozka matice (XTX)~1.

T, =

Diikaz. Plyne z piedchozi véty po dosazeni ¢ = (cq,...,cp41)7, kde ¢; = 1 a ¢; = 0 pro
kazdé j # i. 0

Predchozi véta umoznuje testovat hypotézy o hodnotach jednotlivych slozek vektoru
vah w. Napt. pokud chceme testovat hypotézu Hy : w; = 0 proti alternativé H4 : wy # 0,
pouzijeme testovaci statistiku

kterda ma pri platnosti Hy Studentovo ¢ rozdéleni s n — p — 1 stupni volnosti. Test na

hladiné « tedy provedeme porovnanim 77 s kritickou hodnotou tﬂ zp_l. Je-li |Ty| > tzg,_l,
a/2

n—p—1s
(Poladit ty nerovnosti. ]

zamitneme Hy a je-li |11 <t nezamitneme Hy.

Dalsi moznosti je testovat hypotézy o hodnotach nékolika slozek vektoru vah najednou.
K tomu se hodi nasledujici véta.

Véta 3.8: Necht € ~ N(0,0%I). Potom pro libovolnou matici A € R%"*! s hodnost{ ¢

plati . X
by (A( — w)) (A(XT)z)—lAT)‘ Al —w) -
qs

g,n—p—1-

Diikaz. Podle véty 3.4 plati @ ~ N(w, az(XTX)’l). TudiZ podle véty B.15 dostavame
At — w) ~ N(0,0?A(XTX) 'AT).

12

[git] « (None) @(None) e Author: (None) ((None))



TOC Draft: 23. srpna 2019 (nanual build)

-1
Ovéime nyni predpoklady véty B.16 pro A(@w —w) misto X a (A(XTX)_lAT) /o?
misto A. Matice A(XTX)™'AT je zjevné symetricka a positivné definitni. Tedy jeji inverze
-1
(A(XTX)*lAT) existuje a je také symetricka a positivné definitni. Dale plati

(AXTX)1AT

2

—1
) FPAXTX) AT =1,

o
kde I, je jednotkova matice ¢ x g - tedy idempotentni matice rizna od 0. Protoze Tr I, = ¢,
dostavame, ze

-1
7 (A(XTX)1AT) A )
2 A(’LU - w) ~ Xq

(A( - w))

o
pficemz tato veliCina je nezavisld na veli¢iné RSS(w), coz plyne z véty 3.5 v knize [?].
Podle véty B.4 tedy plati

(A(w —w)) (AXTX)AT) Al —w) 02(n — p— 1)
o RSS(w)

=Fa~Fgnpa.

]

Chceme-li tedy napriklad testovat hypotézu Hy : wy = 0 a we = 1 proti alternative
H, : wo # 0 nebo wy # 1, zvolime matici A € R*PH! jako

1000 ---
A‘(o 010 )
vektor ¢ jako ¢ = (0,1)7 a pouZijeme testovaci statistiku

(A(@ - ) (AXTX)'AT) " A@ — o)

Fa =
A (]S2

I

kterd ma pri platnosti Hy rozdéleni F s ¢ a n — p — 1 stupni volnosti. Test na hladiné
a tedy provedeme porovnanim Fa s kritickou hodnotou F¢ Pokud Fp > F¢

g,n—p—1- g,n—p—1
) o .
zamitneme Hy a pokud Fa < F",_ , nezamitneme Hy.

3.2.1 Pasy spolehlivosti a predikcéni interval

Vétu 3.6 mizeme kromeé testovani hypotéz o hodnotach vektoru vah pouzit také ke kon-
strukci pasu spolehlivosti kolem regresni primky, coz nyni provedeme. Méjme libovolny
bod xq z prostoru piiznakt RPT!. Vysvétlovand proménnd Yy v tomto bodé je podle uva-
zovaného modelu (3.1) urcena vztahem

Yy = xgw + &,
kde Ecy = 0 a vareg = o2.
Vyraz EYy, = xlw nazyvdme hodnotou regresni piimky v bodé xy. Tuto hodnotu
pifmocaie odhadujeme pomoci Yy = @, coZ je zjevné nestranny bodovy odhad E Yj.
V disledku véty 3.1 totiz plati

EY,=Exzl®w =zl Ew =zlw =EY,.
13
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Missing

figure

Obréazek 3.1: Pas spolehlivosti kolem regresni primky a pés spolehlivosti pro regresni
primku.

Predpoklddejme nyni gy ~ N(0, 02). Z véty 3.6 plyne
i (w—w) Yy -EY,
\/Sng(XTX)—le \/Sng(XTX)—le

~Y

n—p—1-

Dostavame tak

1—OZZIP 3/2 1_ }/O_ES/O §t3£2_1
T /sl (XTX) g ?

=P (Y- 2% 5l (X1 X) g < BY) < T 607 1\/s2f (XTX)1a )

Interval

<?O B tz/fp—l\/S%OT(XTX) tzg, Yo + 2% 1\/82:1:0T(XTX)‘1900>

je tedy (1 — a)% interval spolehlivosti pro hodnotu regresni primky E Y, v bodé x.
Zaneseme-li tento interval pro kazdé xy ve zvoleném rozsahu do grafu regresni primky,
dostaneme takzvany pds kolem regresni primky. Piiklad je zobrazen na obrazku 3.1. Je
tfeba si uvédomit, ze tento interval spolehlivosti plati pro kazdy bod xq zvlast.
Chceme-li ziskat pas spolehlivosti, ktery plati ve vSech bodech soucasné, tzv. pds spo-
lehlivosti pro regresni primku, musime vyuzit sofistikovanéjsiho pristupu pomoci Scheffého
S-metody (viz ¢ast 5.1.1 v [?]). Vysledkem je pas spolehlivosti uréeny v bodé & intervalem

<% - \/(p + 1)F;+1,n—p—182wg(XTX)_lmOa % + \/(p + 1)F1;1+1,n—p—1Szwg(XTX)_lm(J) )
(3.6)
ktery plati pro vsechny body xy soucasné. To znamena, ze cela regresni primka je obsa-
Zena v pasu urceném timto intervalem s pravdépodobnosti 1 — . Pas spolehlivosti pro
regresni primku je vzdy Sirsi nez pas spolehlivosti kolem regresni primky. Pt¥iklad vyobra-
zeni konkrétniho pasu spolehlivosti kolem regresni pfimky je na obrazku 3.1.
Na zavér se vratme k nahodné veli¢iné Y, v bodé xy. Jeji stfedni hodnotu bodové
odhadujeme pomoci Yy = xlw a intervalové pomoci intervalu (3.6). Zabyvejme se nynf
piimo hodnotou nédhodné veli¢iny Yy. Ciselnym' odhadem této hodnoty je samoziejmé

!Nepiseme bodovym odhadem, protoze tento termin je vyhrazen pro ¢iselné odhady nezndmjch ale
pevnych parametri rozdéleni. Nahodné veli¢ina jako takovd nemd, zddnou pevnou hodnotu a nelze ji
tedy v jednoduchém slova smyslu chapat jako parametr rozdéleni.

14
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opét Yo = xlw. Sestrojme nyni interval predpoklddaného vyskytu, tj. interval, ktery
pokryva Yy s predem danou pravdépodobnosti 1 — a. Predpokladejme, ze v bodé xy opét
plati

Yo = 5w + &,

kde g9 ~ N(0,0?) a pro trénovaci data plati

Y =Xw+e,

kde € ~ N(0,c%I). Navic piedpokladejme, Ze trénovaci data jsou nezdvisla na Yy, coZ
znamena, ze €p a € jsou nezavislé.

Diky predpokladu o rozdéleni g plati Yo ~ N(mgw,a2). Z véty 3.4 vime w ~
N(w, 0*(XTX)"1) a tedy ¥y ~ N(zw, 0?af (XTX)'a). Podle disledku ?? plati

Yo — Yo ~ N (0,02 (g (XX) 'z + 1))
Analogickym postupem jako v dikazu véty 3.6 dostavame
Yo Yo
V/s2(@d (XTX)1ag + 1)

Nyni jiz stejnym postupem jako u intervalu spolehlivosti pro E Y, zjistime, Ze interval
pokryvajici Yy s pravdépodobnosti 1 — « je

(Y/O — 0 s @l (XTX) g + 1), Vo + 1972 /52 (@ (XTX) 1z + 1)) .

3.3 Vztah vychyleni a rozptylu

Uvazujme nyni bod x, v prostoru piiznaki RP*! a vysvétlovanou proménnou Y, v tomto
bodé. Déle méjme néjaky odhad Yo veli¢iny Yy, ktery je zalozen na vstupnich datech na-
zyvanych trénovaci data predstavovanych N dvojicemi (Y;, x;), kde Y; je ndhodn4 velic¢ina
ukazujici vysledek vysvétlované proménné v i-tém bodé x; = (1,21, ..., ;)" konkrét-
nich hodnot piiznaki. Opét ozna¢me Y = (Y1, ...,Y,)T. Pfedpoklddejme, Ze var Yy = o>
a varY = o%I. Navic budeme piedpokladat, ze Yy a Y jsou nezavislé.

Chybu tohoto odhadu Yo veli¢iny Yy v bodé @y mizeme zkoumat pomoci sttedni chyby
odhadu (ezpected prediction error) v bodé g, kterd je definovand vztahem

EPE(Yy, Yo) = B(Yy — Yo)*.
Po pricteni a odecteni E Yy uvnitt zavorky dostaneme
EPE(Yy, Vy) = E(Yo —EY, + EY; - ¥5)’ = E(Y, — EY,)* + E(Y; — EYp)?,
protoze nezavislost Yy a Y implikuje nezavislost Y a }Afo, a tedy

E((Yo - EYo)(EYy — b)) = (EY0)? - E(YoYo) — (EYo)* + EY, E Yy
<E%> ~EY,EY; — (EY,)’ + EY, EY,
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S vyuzitim var Yy = o2 tak mame
EPE(Y;, ¥o) = 0* + E(Y; — EY))*.
Poznamenejme, Ze druhy clen se nékdy oznacuje jako stredni chyba modelu (expected
model error) v bodé g, tj. EME(Y,,Y) = E(Ys — EYy)% Tento ¢len jesté miiZeme
upravit jako
EME(Yy, Vo) = E(Yo — EYo)* = E(Yo - EYo + EY, — EYp)?
=EEY, -EY)’ +E(Y, - EY,)’ +2E(Y, - EY,)(EY, — EY))
=(EY, -EY)’ +E(Y, - EY)’ + 2(EY, - EY,)(EYp — EY))
= (IEYO —EYp)? + var Yp.
Celkem tak muzeme psat

EPE(Yy, Yy) = 0% + (EYy — EYp)? + var Yy, (3.7)

Protoze EY,—EY, predstavuje vychyleni odhadu Vs a var Yy jeho rozptyl, byva ptred-
chozi vztah nazyvan vztahem vychyleni a rozptylu (bias-variance tradeoff). Vidime, ze
vychyleni i rozptyl prispivaji k celkové stredni chybé odhadu. Typicky plati, ze obé tyto
hodnoty nelze soucasné snizovat nastavovanim parametrii modelu. Je tedy treba volit
model, ktery mezi témito prispévky vhodné balancuje

Pokud je Yo nestrannym odhadem Yy, tj. & Vo=E Y0, je stredni chyba odhadu rovna
souc¢tu o? a rozptylu var Y. Nejlepsim odhadem je v takovém ptipadé odhad s nejmensim
rozptylem. Uvazujme nyni model (3.2), tj. ¥ = Xw + €, spolu s pfedpoklady ]Es =0a
var € = o?1. 7 véty 3.1 vime, Ze W je nestrannym odhadem w. Protoze Yy = xlw, plati
EY, = el Ew = zlw = EY, a tedy odhad Yo je nestranny. Dosadime-li presny tvar
(3.5) odhadu w ziskdme

Vo= af (X'X) ' XTY,

coz znamena, ze Yy je linearni v Y. Nasledujici véta ukazuje, ze tento odhad Yy ziskany
metodou nejmensich ¢tvercii je nejlepsi mezi vSsemi nestrannymi odhady linearnimi v Y.

Véta 3.9 (Gauss-Markov): Predpoklddejme, ze Y = Xw + € a Yy = :cow + 50, kde
Ee=0,Eec =0, vare = 0°I, vargy = 02 a €, g jsou nezavislé. Oznaéme YO = a:o WoLs
odhad Y ziskany metodou nejmensich ¢tvercti. Potom pro libovolny linedrni v'Y odhad
Yy = d’Y, ktery je nestranny, tj. EYy = xlw pro kazdé w € RPHL plati

var Yy < varYj.

Dukaz. Polozme A = dell Plati

varYy =vard'Y = E(d'Y — axlw)? = E(d"Y — xlwors + zlwors — =l w)?

= ]E(a:o WoLs — CCO w)? + ]E(dTY —x, wOLS) + QE(dTY — a:OTTEOLS)(:chBOLS — wgw).l
DokéZeme, ze tfeti ¢len tohoto soudtu je nulovy. Z nestrannosti Yy a Vo dostavame

]E(dTY—a:OTiEOLS)(:vg"tEOLs—a:gw) =K ((dTY—wg/IEOLs)wg/’ll\)oLs)—E ((dTY—a:OTiEOLS)a:gw)I

=FE ((dTY—a?g{U\OLs)CIL‘g{D\QLs)—(E dTY—E 330 iv\OLS)wgw =F ((dTY—mg{D\QLs)$g{U\OLs> . I
16
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Po dosazen{ wors = (XTX)'XTY s vywzitim faktu @l wors = wors” @y ziskdme
E ((d"Y — @) Wovs)®q WoLs) = B ((dT — ! (XTX)—le)YYTX(XTX)—1m0>,

protoze (XTX) - je symetrickd matice. Vyuzijeme-li faktu EYY? =varY +EYEY?’
aEY = Xw, varY = 0?1, dostaneme

(XTX) XN E(YY)X(XX) 'z

= (d" (XTX)7'XT) (2T + waTXT)X(XTX)‘l
= (d" — 2y (X"X) "X X (*(X"X) ™ + ww' )z

= (dTX x )(02(XTX) + ww )

E ((dTY — mg@OLs)wg{U\OLs) (dT — Q’Jg
0

xr

Nestrannost Yy = dTY znamens

ziw=Ed'Y =d"EY =d Xw
pro kazdé w a tudiz d* X — 2 = 0. To znamena

E ((dTY — :cgiU\OLs)a:OTiBOLS) =0.

2

Jelikoz E(xl wors — &l w)? = var Y, dostavame celkem

var Yy = var Yy + E(d"Y — xlwors)? > var Yy

a dikaz je hotov. |

3.4 Cviceni
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Kapitola 4

Redukce poctu vysvétlujicich
promeénnych

V této ¢asti se budeme vénovat postuptim, které maji za kol snizit pocet vysvétlujicich
proménnych. Divodem ke snizeni je to, ze odhad ziskany nejmensimi ¢tverci pomoci
rovnice (2.7) nemusi byt zcela uspokojivy v nésledujicim smyslu. Odhad wors méa ¢asto
nizké vychyleni (je dokonce nestranny, vizte vétu 3.1) a velky rozptyl. Podle véty 3.9 je
odhad worg dokonce v jistém smyslu nejlepsi mezi nestrannymi odhady.

Motivace pro snizeni poctu vysvétlujicich proménnych je obétovani trochu vychyleni
(zvysime v absolutni hodnoté), které ovSem povede ke sniZeni rozptylu. Obé tyto hodnoty
jsou pritomny ve stfedni chybé modelu (3.7) a my doufame, Ze snizeni rozptylu prevysi
zvyseni vychyleni a celkové se nam tedy stfedni chyba modelu snizi.

Druhym dtavodem ke snizovani poctu vysvétlujicich proménnych je interpretace sa-
motného odhadu. Vynechanim proménnych, které maji jen maly vliv, ndm miize pfi in-
terpretaci vysledku umoznit soustiedit se na dulezité faktory.

Snizovani poc¢tu proménnych se téz rikéd redukce dimenzionality. Nejprve se budeme
vénovat metodam, které vybiraji podmnoziny priznakia. Poté se budemé vénovat meto-
dam, které konstruuji vychylené odhady. Na zavér se budeme vénovat metodam, které
identifikuji korelované priznaky a slucuji je do novych souhrnnych pfiznaki. (U téchto
metod uz se ovSem nejedna o faktické snizeni poctu priznaku, ale o jejich transformaci.)

4.1 Vybér podmnoziny (Subset selection)

4.1.1 Vybér nejlepsi podmnoziny (Best-subset selection)

Vybérem nejlepsi podmnoziny rozumime nalezeni podmnoziny velikosti k, pro kterou
je rezidualni suma c¢tvercli nejmensi. Tedy presnéji, hledame k-prvkovou mnozinu I C
{1,...,p} takovou, zZe

N N
RSS(wy) = _(yi —wo — Y_wijw;)* < D (ys — wo — Y wijw;)* = RSS(wp)
i=1 jel i=1 jEI
pro vSechny k-prvkové mnoziny I’ C {1,...,p}. (Symbolem w; jsme oznadili odhad po-

moci obycejnych nejmensich ¢tverct pfi ziuzeni mnoziny priznaku na ty indexované mno-
18
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zinou I.) Uéinny pifstup k tomuto tikolu je algoritmus leaps and bounds' uvedeny v ?7].
(Dobry popis tohoto algoritmu lze nalézt v [?].) V kratkosti lze Tict, Ze tento algoritmus
neprochézi cely prostor moznych podmnozin I, ale vyhyba se kandidattim, o kterych vi,
ze nemohou byt hledanou mnozinou.

4.1.2 Dopredny postupny vybér (Forward-stepwise selection)

Do vybéru se muze dostat priznak, ktery je nedilezity a to tak, ze je pridan pred prizna-
kem, ktery jej ,zahrnuje®.

4.1.3 Zpétny postupny vybér (Backward-stepwise selection)

jinak Recursive feature elimination (RFE)
Pokud je vyloucen ptiznak, ktery je diilezity, neexistuje moznost napravy.

4.2 Smrskavaci modely (Shrinkage models)

4.2.1 Hrebenova regrese (Ridge regression)

Hiebenova regrese byla navrzena v roce 1970 v [?] jako FeSeni problému singularity matice
XTX. Kromé vyfeseni tohoto problému mé hiebenova regrese i dalsi zajimavé vlastnosti,
které si popiseme nize.

Hrebenova regrese méa parametr A\ € R splnujici A > 0. Odhad pomoci hiebenové
regrese budeme znacit W,iqge(r) a, podobné jako v pifpadé obycejnych nejmensich ctverct,
se jedna o TeSeni dané optimalizacni tlohy. Konkrétné polozime wigge(n) takto:

weRpt1

P
Wridge()) = argmin {RSS('w) + A Z w?}
= (4.1)

p

N p
_ 2
= argmin{ » (yi —wy — mewj) +AY w?- :
weRPH | j=1 j=1 j=1
Z definice odhadu pomoci nejmensich ¢tverct (2.5) plyne Wiiqge0) = Wors. Abychom
zjistili, jaky je vliv nenulového parametru A, uvazme podobnou ilohu. Méjme parametr
7 spliujici 7 > 0 a feSme nasledujici problém argumentu vazaného extrému:

N P 9
Wy gg0(r) = argmin {RSS(w)} = argmin {Z (3= w0 = X i) }

weRpP+! weRPHL | ;1

(4.2)

P
za podminky Z wj2- <.
j=1

Souvislost obou 1loh je shrnuta nasledujici vétou.

Véta 4.1: Uloha (4.1) je ekvivalentni tloze (4.2) v nasledujicim smyslu: pokud méme
feseni Wyiqge(n) Ulohy (4.1) pro néjaké A > 0, pak existuje 7 > 0, zZe feSeni tlohy (4.2) je

Vyraz ,in/by leaps and bounds*® je idiom, ktery lze do &eStiny volné prelozit jako ,milovymi kroky*“.
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Obrazek 4.1: Ukazka souvislosti tlohy hiebenové regrese s hleddanim argumentu vazaného
extrému. Modfe jsou zobrazeny vrstevnice minimalizované funkce RSS(w), cervené je
zobrazena vazba, tedy kruznice v pocatku s polomérem 7.

TOVIO Wiidge(r); @ Naopak, pokud méme FeSeni w
existuje A > 0, Ze feseni tlohy (4.1) je rovno w’

(- tlohy (4.2) pro né&jaké 7 > 0, pak

r1dge

ridge(7) "
2
Diikaz. Méjme feSeni W,iqge(n) Glohy (4.1) pro néjaké A > 0. Polozme 7 = Z?Zl (@ridge(,\)) I
J
Vyfesme tilohu (4.2) s timto 7. Dostaneme tak néjaké feseni W) gge(r-
Predpoklad < t. Ma
fedpokladejme, Ze >°7_ ( rldge(T))j ame

p p 2

— — 2 —
RSS(Whidge(r)) + A Z (wridge()\))j > RSS(Wridge(n)) + Z ( Wrigge(r) )

j=

H
II

=t

Protoze Wiigge(x) je také sphiuje podminku tlohy (4.2), tak plati RSS(Wriage(x)) > RSS(Wiiage(r))

. —~ 2 2
Dostavame RSS<w1‘idge ) + AZ ( r1dge(7’)>j > R‘SS( rldge T) ) + A EjZl ( ridge('r))j a
tedy celkem

P

RSS(iv\ridgemHAzp:(’“’ndge(n) > RSS(Wrigge(r)) Z( Hdge(T)Q.
=

Tedy tloha (4.1) by méla feSeni Wyyue(,)- JEHKOZ Wigee(r) 7 Wridge(n), dostavame spor.
Plati tedy Y7_, (@;idge(f))j = t. Jelikoz na prvni soufadnici neni zadna podminka, plati
Whidge(\) = iu\iidge(ﬂ. Tim je prvni c¢ast tvrzeni dokézana.

Predpoklddejme nyni, Ze méame FeSeni @;idge(f) tlohy (4.2) pro néjaké 7 > 0. Pokud

plati w < 7, pak nastavime A = 0 a Fesime tlohu (4.1). Protoze funkce RSS ma

:ridge(T)
jedno lokdlni minimum, pak dostaneme Wriage(n) = Wyiqge(r)- Pokud plati Wyiyeory = 7,
pak lze tlohu (4.2) chapat jako vazany extrém s jednou rovnostni podminkou. Sestavime

Langrangeovu funkci:

L(w, ) =RSS(w) + p (f: (W)j — T) :

J=1

Takova tloha bude mit pravé jedno feseni, které bude lokdlnim minimem. Tomuto Te-
seni bude odpovidat néjaka hodnota pg Langrangeova multiplikatoru u. Jednoduchym
ovéfenim lze ovérit, Ze pro A = po bude mit tloha (4.1) pravé toto feSeni, a tedy opét
/wridge()\) - /’U?;idge(’r)' O

Z predchoziho dukazu plyne, ze parametr A bud neméd vliv a pri feseni tlohy (4.1)
najdeme globalni minimum funkce RSS, nebo najdeme minimum na hranici koule o polo-
méru 7 se stfedem v pocatku (nebereme-li v potaz posun wy). Ukdzka druhého piipadu
je na obrazku 4.1. Plati, Ze ¢im vétsi A, tim mensi 7 a odhad Wiigee(n) je blize a blize k
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0. To plati opét s vyjimkou posunu wg; Nechceme, aby byl posun posunovan smérem k 0,
nebof se jedna o odhad absolutniho ¢lenu neznamé funkce.

Kvtli tomuto chovani se parametru A také rika penalizac¢ni parametr. Nez pristoupime
k FeSeni tlohy (4.1), tak si vysttedime priznaky a ukazeme si, ze pro vystiedéné piiznaky
plat wy = &7,

Definujme matici priznaki po vystiedéni (centralizaci) bez prvniho sloupce jednicek
takto:

11— T1 T12— T2 -+ Tip— Tp
Togl — X1 To2— T2 - Top—Tp
) ) ). N
Xc: . . . . . GR’pv
TN1—T1 TN2— T2 '+ INp— Tp

N ..
kde T; = # (tedy aritmeticky priumér hodnot i-tého piiznaku). Dale ozna¢me matici
X! = (1,X,) € RMP*! kde 1 je sloupec samych jednicek. Resenf tlohy (4.1) s vystiedé-

nymi piiznaky pak odpovida hleddni minima funkce ¢ : RP*! — R dané

000 -0
010 -0
g(w) = (Y = X)"(Y — X)) + \w' T'w, kde T=]0 01 -0
000 - 1

Minimalizaci provedeme obdobné jako v c¢asti 2.1. To je umoznéno predevsSim tim, ze
ve vzorci (4.1) jsou u posledniho ¢lenu druhé mocniny. Pro gradient a Hessidn funkce f
plati

Vi(w) = -2XT(Y - Xw)+ 2 T'w a Vf(w)=2XTX/ +2)I'. (4.3)

Hledané fesen{ tedy spliuje —X7(Y — X/ Wiigge(r)) + A Wyidgery = 0. Jednoduchymi
upravami odvodime

_ -1

Wrige(n) = (XX, = AI) XY,
samoziejmé za predpokladu, Ze lze matici X7 X/, + AT’ invertovat. Pro kladné X toto lze,
protoze matice X/TX’ + M je pozitivné definitn{ (vizte cviceni 4.2). Toto byl pivodni
zamér autoru hiebenové regrese a z tohoto duvodu se také o pri¢tené matice AI’ (nebo
obecné M) hovoii jako o regularizaci. PFHimym vypoc¢tem lze odvodit, ze

N O --- 0

xrx,= | ]y, | emr

0
kde zobrazené nulové prvky matice napravo jsou disledkem rovnosti 33, (25, — 7;) = 0

pro vSechna ¢ € {1,...,p}. Celkem tedy méame, Ze prvni slozka vektoru Wiqge(n) spliiuje

N
21:1 Yi

(Wridge(r))o = =5+ a dalsi slozky lze spocist ze vzorce

- e - —1
Wridge(N) 4+ = ((wridge()\))h ceey (wridge()\) )p)T = <XZXC + AI) XZY

Jelikoz diky vystfedéni piiznakti zndme hodnotu (Wiidge())o, nemusime se jiz odhadem
posunu zabyvat.
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4.2.1.1 Hrebenova regrese a rozklad na singularni hodnoty

Pro prohloubeni pochopeni hiebenova regrese vyuzijeme vhodného rozkladu matice X, €
RNP: existuji matice U € RY?, D,V € RP? takové, Ze sloupce matice U tvoif ortonor-
malni soubor, V je ortogonalni, matice D je diagonalni s nezapornymi prvky a

X.=UDV"’.

Tento rozklad je ddn vétou A.4 a nazyva se rozkladem na singuldrni hodnoty (nebo téz
singuldrnim rozkladem, Singular value decomposition (SVD)).
Transformujme matici X, takto

X =X,V = UD.

Tuto transformaci Ize chapat jako prepis priznaki do baze dané sloupci matice V. Oznac¢mej]
dale d; prvky na diagonale matice D. Témto prvkim se fika singularni hodnoty. Predpo-
kladejme, ze A > 0 a oznacme sloupce matice U takto: U = (ul up). Pro odhad
vysvétlované proménné plati

— —1

Y = X Wrage(n+ = Xe (XX, + A1) XTY
— UDVT (VDTUTUDVT + )\I) “vDIUTY
— UDVTV (DTUTUD + AI)*1 vIvDTUTY

~UD (D* + AI) ' D'U"Y
&

di+\ 0
=Ul| : .. = |UY
0 &
dZ+X
ulY
_ (.4 dy :
= d%ﬁul DRI mup
uZY

Tento zapis lze chépat jako vyjadreni Y v bézi (u1,...,u,). Pfedpoklad A > 0 potfebu-
jeme jen pro piipad singuldrni matice X7 X. Je-li tato matice regularni, pak A\ = 0 stale
odpovida obyc¢ejnym nejmensim ¢tverctim.

2
tak

v d: A
Protoze d?-i-)\ =1 d?ﬁ’

d? d?
7 2 J )
di + X 7 dZ+ A

dlzdj —

Z toho je vidét, ze ¢im mens{ je hodnota d;, tim vice je soufadnice u u; zmensena” (pro
néjaké pevné nenulové \) oproti feSeni pomoci obycejnych nejmensich étvercu, tedy pro
A = 0. Déle je vidét, ze ¢im vetsi A, tim vétsi je zmensSeni pro vSechny souradnice.

2Neboli ,smrsknuta“ - odkud plyne nazev této t¥idy metod.
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Zbyva podivat se na interpretaci singularnich hodnot d;. Predpokladejme
dy > dy > -+ > dp.

Oznacme sloupce matice V takto: V = ('vl e ’Up). Oznacme z; = X, v;. Vektory z; lze
chapat jako nové vektory priznaki vzniklé projekei na vektory v; (nejednd se o nic jiného,
nez o sloupce matice X = X.V). Uvazujme nyni jiny ptiznak z, ktery si vyjadiime také
v bézi (v1,...,v,)". Budeme chtit porovnat vektor z s vektorem z;. Aby nedochézelo ke
skalovani, budeme volit z takto

p p
z:XcZaivi kde Zaf =1,a; > 0.

i=1 i=1

Z rovnosti X,V = UD odvodime X, v; = d;u;. Z toho plyne z = >, a;d;u;, a tedy

P T/ p
ZTZ = (Z Oéz’ll,zd,L) Z Oéj'l,l,jdj
i=1 j=1

T
=D aioydidju; u;

,J
p
_ 2 92
=D _od,
=1
L 2 52 2
=1

Z této nerovnosti plyne, ze vektor z; mé nejvétsi vybérovy rozptyl v porovnani s jinymi
normovanymi kombinacemi sloupcii matice X.. Tuto ivahu miizeme opakovat na prostoru
bez sméru v, a zjistime, ze analogickou vlastnosti spliuje z5 (budeme-li soufadnice u v,
ignorovat). Vektory v;, které udévaji tyto sméry novych priznaki z;, se z tohoto diuvodu
nazyvaji hlavnimi komponentami (principal components). Obréazek 4.2 ilustruje tuto
vlastnost hlavnich komponent (ve dvou dimenzich).

Tedy celkové lze ptisobeni faktoru A shrnout tak, ze ¢im je vétsi, tim vice je potlacen
vliv nevyznamnych hlavnich komponent (téch nélezici malym singuldrnim hodnotam d,,,

dp_l, R )

Nyni je tfeba uvést nékolik komentart. Jelikoz hlavni komponenty porovnavaji vy-
bérovy rozptyl transformovanych priznaki, vznika otazka, zda standardizovat priznaky
pred pouzitim této metody. Standardizaci se rozumi nastaveni vybérového rozptylu vsech
pfiznaka na 1. (Spolu s jiz provedenym vystiedénim hovofime o normalizaci dat.) Pro
neznamé priznaky je toto jisté rozumnych krokem, ovSem pro priznaky, u kterych vime,
ze jejich rizné rozptyly maji néjaky vyznam, je standardizace nevhodnd, protoze o tuto
informaci prijdeme.

Druha poznamka se tyka toho, Ze obecné neexistuje zavislost mezi hlavnimi kompo-
nentami a vysvétlovanou proménnou, jednd se tedy o ¢isté heuristickou metodu, kterd je
zalozend na tom, ze hlavni komponenty nalezici nejvétsim singuldrnim hodnotdm (tedy
majici nejvétsi vybérovy rozptyl) obsahuji také nejvice informace o vysvétlované pro-
ménné. Mohli bychom umeéle zkonstruovat priklad, kde by vysvétlovana proménné za-
visela az na posledni komponenté (nebylo by to kvili zasuméni dat tak jednoznacné).

3Matice V je ortogonalni.

23

[git] « (None) @(None) e Author: (None) ((None))



TOC Draft: 23. srpna 2019 (nanual build)

Obrézek 4.2: Ukazka hlavnich komponent pro dvoudimenzionalni data. Symbolem v; zna-
¢ime vektor v; o velikosti rovnajici se odhadu smérodatné odchylky dat ve sméru v;, pres-
néji v; = %vi. Bod p je prumérem dat. Pro tuto ukazkou nejsou data standardizovana,
protoze ve dvou dimenzich bychom nevidéli nic zajimavého (cviceni 4.3).

Pouzitelnost metody je zalozena na praktickych zkusenostech: hlavni komponenty casto
obsahuji dostatek informace o vysvétlované proménné. Toto se primo vyuziva v metodé
regrese pomoci hlavnich komponent, kterou uvadime nize v ¢asti 4.2.4.

4.2.1.2 Vychyleni a rozptyl

V nésledujicim textu si zjednodusime znaceni a budeme psit Wiigge(n) = Wridge(n),+- Stale
pracujeme s vystfedénymi piiznaky a predpokladdme, Ze plati Y = X, w, + €. Déle
predpokladame [Ee = 0.

Spoctéme si nyni stfedni hodnotu Wyigge(). Plati

E@rigge) = E ((XT X, + A1) XCTY)
_E ((XCTXC + A1) XX w4 (XIX, 4 ) XCTs)
= (XIX,+ M) XX ow,
= (XIX, +AI) (XIX, 4+ AL = AT w,
= w A (XIX, +A]) w..

Pro A = 0 tedy opét pozorujeme nestrannost odhadu pomoci nejmensich ¢tvercti. Obecné
lze dokazat, Ze tento vyraz se blizi k 0 s rostoucim A.Tato tendence vSak nemusi (a Casto
cviceni!

neni) monoténni.
Spoctéme variaéni matici var Wrigge(n):

VAT Wridge(x) = VAT ((XTX +AI) B XCTY)
T -1 T 11\
= (XIX .+ M) XevarY ((X X, + ) X)
- -7
= (XIX, + M) X0 IX! (XX, + M)
= 0* (XIX, + A1) X XT (XIX, + )
Tento vyraz ma opét za limitu 0 pro A jdouci do nekonecna.

Uvazujme né&jaky bod xy € RP! a spoc¢téme vychyleni a roztpyl v tomto bodé. Pro
kvadrat vychyleni plati

(EYs ~EY) = (B2} Wiy ~ Expw,.) = (wOT)\ (XIX, + ) wc)2 |

4Znadenim w, chceme zdiiraznit, e vystfedénim piiznakd se ndm zméni i vektor skute¢nych vah.
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Pro rozptyl
varvYy = var (wg’u?ridge( A)) )

Je tedy vidét, ze soucet kvadratu vychyleni a rozptylu, ktery je ve stfedni chybé
modelu (3.7), méa pro A jdouci do nekon¢na nésledujici chovani: pro A = 0 je vychyleni je
nulové a rozptyl nenulovy a pro A — +o0 je situace naopak.

[doplnit, dodelat, theobal 1970 ]

4.2.2 Laso (Lasso)

A>0
p
Wiasso(n) = argmin ¢ RSS(w) + A |w|
we = (4.4)
p 2 p '
= argmin Z (yz —wo — Z xi,jwj) + A Z |wj|

weRPHL | 1 j=1 j=1

(toto zmenit jen na poznamku ]

4.2.3 (Least angle regression, LAR)
Least angle regression (LAR)

4.2.4 Regrese pomoci hlavnich komponent (Principal
component regression, PCR)

Na pojem hlavni komponenty jsme jiz narazili v ¢asti 4.2.1.1. Myslenka regrese pomoci
hlavnich komponent je zalozena na pouziti pouze nékterych komponent, typicky téch, na
kterych maji data nejveétsi rozptyl, tedy téch ,nejhlavnéjsich“. Pocet pouzitych komponent
je zédkladnim paramtrem této tlohy, my jej oznac¢ime M € N.

Piipometime si pouziti SVD rozkladu (véta A.4): X, = UDVT. Priznaky ve smé-
rech hlavnich komponent opét oznac¢me z; = X, v;. Predpokladejme stéle, ze singularni
hodnoty jsou sefazené, tedy d; > dy > d3.... PCR voli prvnich M novych pfiznaki z;.
Oznacéme tedy

V= ('01 vy - ’UM) e RPM,

N&s model se tedy zméni nasledujicim zpiisobem
Y =Xw+e=XVyViw+e=2Zyw +e¢,
kde Zy; = X, Vs a V}\F[w = w’. Resme tuto tlohu metodou nejmensi ¢tverci:
e T -1, 7
wous = (Z1,Zm)  Z3;Y. (4.5)
7 rovnosti z; = X.v; = d;u; plyne

T {df pokud i = 7,
Z; %5 = ..
0  jinak.
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Obrazek 4.3: Hlavni komponenta nemusi byt tou ,nejlepsi®.

Tedy matice Z1,Z), je diagondln{ a my vlastné fesime M nezdvislych problémt jednoroz-
mérné linedrni regrese. Z rovnosti (4.5) plyne

(f&)\’ ) B ZZTY B ZZTY
R PP R

(2

Zbyva pouzit rovnost VI, w = w’, abychom dostali hledany odhad vah

Wpcr(y = Vuwors = Y B

=1 )

v;.

Komponenty nesouviseji s vysvétlovanymi proménnymi.

4.3 Cviceni

Cviceni 4.1: @3 Odvodte rovnosti (4.3).
Cviceni 4.2: @D Dokazte, Ze matice X/I' X/ + AI' je pozitivné definitni. 9

Cviceni 4.3: ®) Meéjme dvoudimenzionalni data, tedy dva priznaky. Jak dopadne PCA,
pokud takova data normalizujeme?
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Kapitola 5

Jadrové metody

Doposud jsme uvazovali pouze jednoduchy linearni model vysvétlované proménné Y za-
hrnujici linedrni kombinace p vstupnich proménnych X, ..., X, ve tvaru

Y= f(X) +e,

kde
f(X)=wy+w X; +...+w,X, = X"w

Principidlné jsme tak schopni modelovat pouze linearni funkci ve vstupnich proménnych.
V této kapitole si ukdzeme metody, jak rozsitit nase moznosti za obzor linearity. Zakladni
uvaha spoc¢iva v nahrazeni slozek vstupnich proménnych novymi proménnymi, které vznik-
nou transformacemi vstupnich proménnych. Jako rozumny model potom budeme opét
uvazovat linedarni model ovsem nyni jiz v téchto novych proménnych.

Pro M € N vezméme M funkci ¢1,...,¢on 2z RP do R reprezentujicich transformace
X a nazvéme je bizové funkce. 7 téchto funkci mizeme vytvorit jednu vicekomponentni
funkci ¢ : R? — RM vztahem ¢ = (¢1,...,pn)". Jako zakladni model vztahu Y a X
budeme uvazovat model

Y = f(X)+e¢, (5.1)

kde neznamou funkci f hledame ve tvaru

X) = S wypi(X) = ¢(X)Tw. (5.2)

Vyhodou tohoto pristupu je, ze jakmile jsou jednou bazové funkce zvoleny, je model
linearni v téchto novych proménnych a mtzeme pouzit vSechny klasické v predchozich
kapitolach analyzované metody odhadu nezndmého vektoru parametri w. Méjme nyni
ndhodny vybér z vyse uvedeného ndhodného modelu uréeny N pary typu (Y;, x;), kde
Y; je ndhodna veli¢ina ukazujici vysledek vysvétlované proménné v i-tém bodé x; =
(Ti1,. .., 2ip)T. Hodnoty bézovych funkei v bodech trénovacich dat si poskldddme do
matice ® € RMM. To znamena, ze i-ty fadek tvori slozky vektoru ¢(x;), ®;; = ¢;(x;).

P1i metodé nejmensich c¢tvercti tak budeme minimalizovat

RSS(w i(y o(x;)” ):Hy—cpwH?.

=1
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V piipadé, ze ma matice ® plnou hodnost, je analogicky k (3.5) fesenim
w=(978) @'Y (5.3)
Predikce hodnoty Yy v bodé x( je potom urcena vztahem
Yo = ¢(@0)"w.

Pro matici ®, kterd nema plnou hodnost, miizeme pouzit hfebenovou regresi a minimali-

zovat
N

M
2
RSSa(w) = 3 (Vi — (@) w)” + Y w? = [[¥ — Sw|® + A [w|*.

i=1 j=1

Reseni pro A > 0 vzdy existuje a je
-1
Wy = (<1>T<I> 1 /\IM) 7Y,

kde I, je jednotkova matice M x M.
Mezi obvyklé volby bazovych funkei patii:

e ©;(x) = z; — bdzové funkce tvorené jednotlivymi priznaky,

o o;(x) =1, p;j(x) = xp1 — bazové funkce z mocnin priznaki a jejich rizné souciny,
odpovida polynomidalni regresi,

o v;(x) = log(z;), /Zi,sin(z;) atd. — bazové funkce vzniklé nelinedrnimi transforma-
cemi jednotlivych priznakii,

o pi(x) = 1(ap(x;), kde T4(x) =1 pokud z € A a 1,(x) = 0 pokud x ¢ A — bazové
funkce z indikatort mnozin, umoznuje rozdéleni prostoru priznaka na kousky a
fitovani v kazdém kousku zvlast,

e vi(x) = h(|x — x;]|), kde x; je i-ty trénovaci bod a h je néjakd funkce — radidlni
bazové funkce centrované v bodech trénovaci mnoziny.

Pokud nemame zadné specialni znalosti o systému, ktery modelujeme, typicky na pocatku
volime velké mnozstvi bazovych funkei a hiebenova regrese (nebo jind metoda z ¢asti 4)
je velmi rozumna.

5.1 Spline krivky

Nyni se zamétime na situaci, kdy mame pouze jeden priznak, tj. p = 1, ale ocekavame,
ze neznamd funkce f v modelu (5.1) je zna¢né nelinedrni. Jako bazové funkce budeme
nyni volit rizné mocniny vstupni proménné x v kombinaci s charakteristickymi funkcemi
intervali, které tvori rozklad R. Vysledkem bude po ¢astech polynomialni model, ktery
potom rozsitime o pozadavky spojitosti v uzlovych bodech délicich interval a ziskame
tak model spline ktivek.

Meéjme K délicich bodi & < & < ... < {x a uvazujme K + 1 intervalt I; = (—o0, ],
L= (& 1,8 proi=2,..., K, alg; = (k,+00). Zjevné plati

K+1
R=J L.
=1
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Obrazek 5.1: Po ¢astech konstantni fit.

5.1.1 Po castech polynomiani model

UvaZujme nejprve bazové funkce p;(z) = 17,(z) pro kazdé j = 1,..., K + 1. Podivejme
se na odhad @w metodou nejmensich ¢tvercia v modelu (5.1) pro

K+1

f(X) = ; w;p;(X).

Prokazdé i=1,...,.Naj=1,...,K+1plati p;(x;) =1 pokud z; € [; a p;(x;) =0
pokud z; ¢ I;. To znamenad, ze vektor ¢(z;) méa pouze jednu slozku odpovidajici intervalu
do kterého z; patii rovnou 1 a ostatni slozky rovné 0. Matice ® mé tedy v kazdém radku
pouze jednu jednicku a jinak nuly. Plati tedy

#I, 0 .- 0
7D — 0 H#I --- 0
0 0 - #lgn

kde #1; znac¢i pocet trénovacich bodt, které se nachézeji v intervalu I;. Pro inverzni
matici tedy plati

1
#n Y 0
0 0 e _#IK+1

a pro odhad w dany vztahem (5.3) ziskdavame

A,

1 X .
w; = #—Ij;]lfj(:ci))fj =Y

kde }7} znaci vybérovy primér Y pouze pies body obsazené v intervalu I;. Piiklad po
castech konstantniho prolozZeni je na obrazku 5.1.

Dalsi moznosti je pouzit po ¢astech linedarni model. K vyse zavedenym bazovym funk-
cim @1, ..., @iy pridejme v takovém pripadé pridame jesté dalsich K +1 bazovych funkei
definovanych pro kazdé 7 =1,..., K + 1 vztahem

pri1+j(T) = 2p;(x) = 2 11,(2).
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Obrazek 5.2: Po ¢astech linearni fit.

Missing
figure

Obrazek 5.3: Po ¢astech linearni fit.

Priklad po ¢astech linedrniho prolozeni je na obrazku 5.2.

V mnoha pripadech je rozumné predpokladat, Ze neznama funkce f je spojita. V
takovém pripadé je po cCastech linearni model nedostatecny, protoze je v okoli délicich
bodi &; nespojity. V takovém piipadé je vhodné omezit volnost modelu podminkami
spojitosti v délicich bodech. Tyto podminky miizeme zapsat jako

) = l = 1. = .
F&-) = lim f(z) = lm f(z) = f(&+),
pro kazdé j =1,..., K. Po dosazeni tvaru (5.2) a konkrétnim vyjadieni bazovych funkef

dostaneme K rovnic:
Wj + §Wr14) = Wit + §r1Wk12+4;

pro kazdé j = 1,..., K. Ulohu minimalizace RSS(w) spolu s témito podminkami je mozno
resit jako klasickou tlohu vazanych extrému vedouci na Lagrangeovu funkci.

Druhou moznosti je zaintrodukovat tyto podminky do volby baze tak, aby je vSechny
bazové funkce spliovali a zaroven zlistala zachovana plné variabilita modelu. Lze ukézat
(viz cviceni 5.1), ze takovéto bazové funkce jsou

(,Ol(ZE) = 17 ()02(33) =T, (,0j+1($) = (:E - €J)+ pro j = 17 s 7K7

kde (z)y = x pokud > 0 a (z); = 0 pokud =z < 0. Ukazka spojitého po castech
linearntho prolozeni je na obrazku 5.3.

Obvykle je vhodné pfedpoklddat, ze neznama funkce neni jenom spojita, ale ze je
jesté mnohem hladsi. Napriklad, ze je diferencovatelna v kazdém bodé a ze jeji derivace
je spojita, a podobné i pro derivace vyssich radia. Jednoduchy model, ktery respektuje
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tuto hladkost, Ize vytvorit analogickym zptisobem jako spojity po ¢astech linedrni model
akorat s pouzitim vyssich mocnin.

Oznac¢me L nejvyssi mocninu polynomt, kterymi chceme lokalné prokladat. Jako po-
zadavek dostatecné hladkosti zvolme spojitost vSech derivaci (i nulté - coz je spojitost
funkce) az do fddu L — 1. Lze ukazat, ze odpovidajici mnozina bazovych funkei splinujici
tyto podminky ma velikost L + K a je tvorena funkcemi

Soj(x):'rj_l7j:1>"'7[/ a SOj—l—L(x):(x_gj)i pI'Oj:L...,K.

Funkce f ve tvaru (5.2) s témito bazovymi funkcemi se obecné nazyva spline krivka nebo
jenom spline. Pro nejcastéjsi volbu L = 3 se pouziva nazev kubicky spline. Kubicky spline
je tedy po ¢astech kubicky polynom, ktery je spojity a ma spojitou prvni i druhou derivaci.
Rika se, Ze kubicky spline je spline nejnizsitho stupné, pro ktery nejsou jednotlivé uzlové
body &1, ..., &k pro lidské oko rozpoznatelné.

5.1.2 Normalni spline

Jednim z nejvétsich problémil polynomidlnich modeli je extrapolace. Mimo rozsah tré-
novacich bodt prevazi nejvyssi mocnina prolozeného polynomu a regresni krivka tak s
velkou pravdépodobnosti prestane odpovidat skutecné funkci f. Tento problém se obvykle
resi priddnim pozadavku linearity regresni kiivky v krajnich intervalech I; = (—o00,&] a
Ixi1 = (€k,+00). Tento pozadavek lze pro spline stupné L zapsat pomoci rovnic poza-
dujici nulovost vSech derivaci od druhé vyse v bodé & zleva a v bodé {x zprava:

[P =) =... = fP&-) =0,
FOrer) = FOEresr) = oo = fP (Exs) = 0.

Pro kubicky spline lze snadno ukazat, viz cviceni 5.2, Ze plnd mnozina bazovych funkei,
které jsou jiz s témito podminkami kompatibilni, je ur¢ena K funkcemi

— &) — (v — &x)3 eV (g — 3
901(.1') =1, @2($) =z, 4,0]'+2($) _ (37 fj)g—K _(z; SK)—i- . (1' gj)g.[: _(nglle)_i_

(5.4)
pro kazdé j = 1,..., K — 2. Funkce f ve tvaru (5.2) s témito bazovymi funkcemi se
obecné nazyva normdlni kubicky spline. Ukazka prolozeni normalnim kubickym splinem
je na obrazku 5.4.

5.1.3 Smoothing spline

Doposud jsme se nezabyvali problémem selekce uzlovych bodu &, ..., k. Tento problém
je ale podstatny nebot vnasi velkou volnost a tedy nejistotu do procesu volby modelu.
Zkusme se nyni zabyvat metodou, ktera se tomuto problému elegantné vyhne.

Zacnéme s na prvni pohled obecnéjsim problémem. Oznacme jako C?*(R) mnozinu
vsech spojitych funkci na R se spojitou prvni a druhou derivaci. Zkusme se zabyvat pro-
blémem nalezeni f € C?*(R), kterd minimalizuje

N ) +oo )
RSS(FN) =2 (Y= f(@0) + 2 [ Iff e (5.5)

=1
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Obréazek 5.4: Norméalni kubicky spline.

Prvni éast RSS(f,\) je bézna penalizace z metody nejmensich ¢tvercti a druhd ¢ast je
penalizace na globalni miru velikosti druhé derivace. Jelikoz druhou derivaci mizeme
interpretovat jako miru ,zataceni® funkce — odpovida druhda c¢ast penalizaci za globédlni
Jzataceni* funkce f. Cim vice a na delsim tseku je funkce f ,zvInéna“, tim vétsi je
hodnota integralu. Naopak, ¢im vice se f blizi linearni funkci, tim je hodnota integralu
mensi.

Lze ukdzat (viz napf. [?]), Ze funkce, kterd minimalizuje (5.5) je normélni kubicky
spline s uzlovymi body ve vSech bodech trénovacich mnoziny, tj. K = N a & = x; pro
kazdé i = 1,..., N. Takovouto funkci nazyvame smoothing spline.

Opét tedy uvazujeme model (5.1) pro

f(x) = ;wj%(X)

s bazovymi funkcemi ¢4, ... ¢y definovanymi vztahy (5.4). Odhady slozek vektoru w na-
jdeme minimalizaci RSS(f, \), ktery si nyni opét upravime do maticového tvaru. Protoze
derivace je linearni, plati

N
() = 3w (X).
j=1
Po dosazeni do (5.5) tak muzeme psat
RSS(f,\) = |Y — dw|® + \w’ Quw,

kde €2 je matice N x N se slozkami
teo ' 1/
0= [ Sl d
—o0
Resen{ je mozné napsat explicitné jako
-1
W= (®"®+)2) @'Y

Ukazka prolozeni smoothing spline kiivkou je na obrazku 5.5.
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Obréazek 5.5: Smoothing spline

5.2 Dualni reprezentace pomoci jadrové funkce

V této Casti se pokusime zobecnit vyjadieni (5.2) funkce f pomoci bézovych funkei v
modelu (5.1) do vyjadteni, které bude uréeno pouze jedinou tzv. jadrovou funkei. Opét
uvazujme obecny pocet priznaki p a obecny pocet bazovych funkei M.

Uvazujme problém hiebenové regrese, kdy chceme minimalizovat vyraz

RSS)(w) = (Y — ®dw)" (Y — ®dw) + \w’ w.

Jak vime z ¢asti 4.2.1, pti hledani FeSeni této tlohy se klade gradient RSSy(w) roven O,

coz vede na rovnici
—2&7(Y — dw) + 2 \w =0

neboli
7Y = dw + \w,

z ¢ehoz plyne, zZe Teseni pro A > 0 vzdy existuje a lze ho vyjadrit jako
-1
Wy = (®T® +A1y) @'Y, (5.6)

kde I,; je jednotkova matice M x M.
Alternativné miizeme pro A > 0 predchozi rovnici prepsat jako

1
w = chT(Y — dw) = ¢’ q, (5.7)

kde jako vektor a € R jsme oznacili
1
a= X(Y — dw).

Vsimnéte si, Ze predchozi dva vztahy urcuji jednoznacny vztah mezi a a w.
Dosadme (5.7) do vztahu pro RSSy(w):

2
RSS)\(w) = [V — @7 a| + Ao’ @@ o =: RSS) ().
Z tohoto vyjadreni a jednozna¢nosti mezi v a w plyne, Ze minimalizace RSSy(a) vidi o
je ekvivalentn{ s minimalizaci RSSy(w) vici w. Matici ®®7 nazyvame Gramova matice
a znaéime G = ®®7. MuZeme tedy psat
2
RSS)\ () = HY - GTaH + Ao’ Ga.
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Reseni minimalizace RSSy(a) vici a ziskdme polozenim gradientu rovno nule nebo
pfimo z rovnice (5.7) a vztahu mezi av a w jako

da=Y —®dT
Tedy pro kazdé A > 0 plati
éy = (G + M) Y. (5.8)

Definujme nyni jddrovou funkci K : RP x RP — R vztahem

= Z_; vi(@)p;(y). (5.9)

Pro slozky Gramovy matice G plati

M
Gij = (@q)T>l] = Z @Zk(I) Z q)qu)jk = Z SOk €Zr; gOk(.’.B]) K(ZC“CC]>
k=1 k=1

Je tedy mozné je vsechny vyjadrit pomoci hodnot jadrové funkce v bodech trénovaci
mnoziny.

Podivejme se nyni na predikei Y v bodé xy. PTi uréeném odhadu w je predikce urc¢ena
jako R

Yo = (o) w.

P¥i znamém odhadu & dosadime do piedchoziho vztahu w = ®7'é& a dostaneme

M N M N
Yo = So(wo)T‘I’Td = Z Z Sﬁi(wo)q’iTj@y Z Z (o) P il = Z Z %(wo)sﬁi(mj)dy
i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1

Pouzitim definice jadrové funkce K konecné ziskame

Zoz] (2o, ;). (5.10)

Obecné budeme model (5.1), kde nezndmou funkei f hleddme ve tvaru

Za] (X, z;), (5.11)

nazyvat jadrovgm modelem (vector machine a nékdy také kernel machine).

Celou tlohu tedy mtizeme reformulovat pouze pomoci jadrové funkce K, kterd obsahuje
bazové funkce implicitné. Na definiéni vztah (5.9) je mozné pohlizet jako na skalarni
soucin vektoru ¢(x) a p(y). Jadrova funkce K je tak zvané pozitivné semidefinitni, coz
znamena, ze pro kazdé N a pro libovolné body xq,...,xy € RP je jeji Gramova matice
G se slozkami G;; = K(x;, ;) positivné semidefinitni matice. Toto tvrzeni je zfejmé z
vyjddieni G = ®®T. Lze ukdzat, Ze v jistém smyslu plati i opak. To znamend, ze ke
kazdé positivné semidefinitni funkci K : R? x R? — R existuje né&jaky Hilbertiiv! prostor
funkei H a zobrazeni ¢ : RP — H tak, ze K(x,y) = (¢(x), ¢(y)), kde (-, -) znaci skaldrni
soucin v H, detaily napt. v [?, kapitola 3].

1Linearni vektorovy prostor se skaldrnim soudinem, ktery je navic dplny.
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Priklad 5.1: Pro p = 2 uvazujme jadrovou funkci K (z,y) = (’y + 1)? a pokusme se
ji vyjadrit ve tvaru (5.9) pro néjaké bézové funkce. Snadno upravime:

K(z,y) = ("y+1)> = (191 + 222+ 1)° = 270} + 2305 + 1 + 201229192 + 20191 + 2305,
Zjevné tedy K (x,y) = ¢ (x)p(y) pro
(@) = (22,231, V2uy1, Va1, V21, ).
A

Jak bylo zminéno, validni jadrova funkce odpovidajici néjaké mnoziné bazovych funkei
musi byt pozitivné semidefinitni. Otazka je, jak miizeme ziskat validni jadrovou funkci
v pripadé, Ze se rozhodneme s jadrovou funkei zacit. Mezi obvyklé volby jadrové funkce
patii tzv. Gaussovské jadro definované vztahem

K (@,y) = e o,

kde parametr v > 0 urcuje ,sitku* jadrové funkce. Poznamenejme, ze takovato volba
odpovida modelu radidlnich bazovych funkei (viz vise) s volbou h(z) = e~7** a proto byvé
Gaussovské jadro nékdy nazyvano RBF jadro. Dalsi moznou volbou jadra je polynomidlni
jadro ve tvaru K(z,y) = (x’y + 1)¢ pro d > 0.

Obecné je mozné ziskavat validni jadrové funkce z jinych pomoci riznych skladani.
Uvedme nyni tvrzeni, které popisuje jakym zpusobem je mozné jadrové funkce skladat a
tvorit, a pro dalsi detaily a dikaz odkazujeme Ctenare na knihu [?].

Tvrzeni 5.2: Necht K; a K, jsou dvé validni jddrové funkce na R? x R?, ¢ € R", f
libovolné redlna funkce na RP, ¢ zobrazeni z RP do R® ; K3 validni jadrova funkce na

R* x R* a B symetricka realné pozitivné semidefinitni matice p x p. Potom jsou vSechny
nasledujici funkce validni jadrové funkce:

a) K(z,y) = Ki(z,y) + Kx(z,y),
b) K(z,y) = aKi(z,y),

) K(z,y) = Ki(z,y) - Kx(z,y),
d) K(z,y) = f(x)f(y),

¢) K(z,y) = K3(s(x), 6(y)),

f) K(z,y) = =" By,

g) K(z,y) =My

Na zavér uvedme jesté jednu moznou vyhodu jadrového modelu. Tou je fakt, ze v
odhadu (5.8) je tfeba invertovat matici N x N zatimco v odhadu (5.6) je tfeba invertovat
matici M x M. Je zndmo, Ze k inverzi matice N x N je tieba O(N3) krokii a k inverzi
matice M x M analogicky O(M?) krokt. Pokud tedy mdme oproti velikosti trénovact
mnoziny velké mnozstvi bazovych funkci, je jadrovy pristup vyhodny i z diivodu nizsich
vypocetnich narokl. Jak uvidime déle, je navic mozné modifikovat jadrovy model tak, aby
bylo pouze nékolik slozek & nenulovych a tedy aby se vyrazné urychlila i tzv. vybavovaci
faze, pri které provadime predikci v novych bodech.
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5.3 Support vector machines v linearni regresi

Jak jsme vidéli v predchozi ¢asti, vyhodou jadrového modelu (5.11) je moZnost vyhnout
se specifikaci mnoziny bazovych funkci respektive moznost vyuziti velmi rozsahlé mnoziny
bazovych funkei.

V pripadé, ze mame velkou mnozinu trénovacich dat, mtze byt problémem nejen tzv.
trénovaci ¢ast, pii které poc¢itdme odhad & inverzi matice podle vztahu (5.8), ale také
samotna predikce Yo hodnoty Yy v bodé xy podle vztahu (5.10). Je proto zajimavé zkusit
se zabyvat moznosti ziskani odhadu & takového, ktery ma pouze nékolik slozek nenulovych.
P1i predikci s takovymto odhadem se potom pouziji pouze trénovaci body odpovidajici
nenulovym slozkdm & - tzv. support vectors. Existuje nékolik metod jak takovéto ridké
modely ziskat. Ve této Casti si predvedeme jeden z nejcastéjsich pristupti nazyvany support
vector machines neboli zkracené SVM.

Zakladem SVM je lehce modifikovany jadrovy model (5.11). Pro odvozovani se ovsem
odrazime od modelu bézovych funkeci (5.2) do kterého explicitné pridame intercept. Bu-
deme tedy uvazovat

M
F(X) =wo+ D w0 (X) = wo + ¢(X) w, (5.12)

j=1
kde w = (wy,...,w,). Ve vSech predchozich pfipadech jsme pro ziskani odhadu w a

wo minimalizovali residudlni soucet ¢tvercu, ktery odpovida kvadratické ztratové funkci
2
LY, f(X)) = (Y — (X )) . Pii hiebenové regresi to znamend minimalizovat vyraz
N

RSSi(w) = 3 (Vi — (@) w —wp) + A w|f* = ;L(n fl@) + M w|®.

i=1

Minimalizace tohoto vyrazu je ekvivalentni minimalizaci obecného vyrazu
N 1 ,
J=CY L(Y:, flz) + 5 lwl”.
i=1

kde L je kvadraticka ztratova funkce a C' = 1/(2)).
Pri SVM pristupu zvolime rozdilnou ztratovou funkeci L. nazyvanou epsilon necitlivd
ztrdtova funkce a definovanou pro libovolné € > 0 vztahem

L(Y, f(X)) = max{]Y — f(X)| - ¢,0}. (5.13)

Vyraz, ktery budeme minimalizovat, je potom
1
J.(wo, w OZL (Yir f (@) + 5 ]
1
:C’ZmaXﬂY}—f(wi)] —5,0}+§Hw|\2. (5.14)

Na rozdil od situace s kvadratickou ztratovou funkei je nyni minimalizace mnohem
obtiznéjsi, nebot J. neni diferencovatelnd podle slozek w. Reseni tedy nemizeme ziskat

36

[git] « (None) @(None) e Author: (None) ((None))



TOC Draft: 23. srpna 2019 (nanual build)

polozenim gradientu rovno nule. Existuje nékolik zpusobu, jak se s timto problémem
vyporadat. Jednim z nich, ktery zde provedeme, je reformulace pomoci vazaného extrému.

Pro kazdy bod «; trénovaci mnoziny zavedeme dvojici novych tzv. uvolnéngch (slack)
proménnych & a & spolu s ndsledujicimi podminkami:
& >0,

& >0
& > flxi) —e— Y

Proménné & a & jsou tedy podle (5.15) a (5.16) vzdy nezaporné. Z (5.17) dale plyne,
7e & > 0 pokud je Y; v bodé @; nad ¢ pasem (f(x) — ¢, f(x) +¢), ). Vi > f(a:) + ¢,
a pokud & = 0, tak je Y; v bodé x; na, uvnitt nebo pod e pasem, tj. Y; < f(x;) + .
Podle podminky (5.18) pak analogicky & > 0 pokud je Y; v bodé @; pod ¢ pésem, tj.
Y < f(x;) — e, a pokud & = 0, tak je Y; v bodé @; na, uvnitt nebo nad e pasem, tj.
Y; > f(x;) — €. Z vyse uvedenych podminek navic ihned plyne nasledujici omezeni pro
ztratovou funkei (5.13) v argumentu Y; a x;:

L (i fla)) < &5+ (5.19)

Oznaéme €7 = (&F,...,&%) a & = (& ,...,&y). Minimalizace J. je ekvivalentni
vazané minimalizaci

Je(wo, w, &, 67) = Z(€++€ )+ 35 ||w|| (5.20)

=1

s vazbami (5.15) — (5.18). Tato ekvivalence plyne z toho, ze (5.19) implikuje J. < J. a
pro & = max{Y; — f(x;) —&,0} a & = max{f(x;) — ¢ —Y;,0} plati J. = J..

5.3.1 Dudlni formulace

Minimalizace tohoto vazaného extrému se nejcastéji resi dualni reformulaci, viz teorie v
casti C.2. K tomu nejprve sestrojime odpovidajici Lagrangeovu funkci .Z zavislou na pro-
ménnych a také na Lagrangeovych multiplikitorech. Ozna¢me a; resp. a; multiplikdtory

pifslusejici vazbdm (5.17) resp. (5.18) a ;" resp. pu; multiplikdtory pifslusejici vazbdm

(5.15) resp. (5.16). Oznaéme dale a* = (af,...,a%) a p~ = (uf, ..., u3). Lagrangeova
funkce je potom dana vztahem
N
g(wo,w,£+,£_,a+,a_,u+,y :Cz €++€ *||UJ||2
=1
N N N

=3 (& =it f@m) +e) =Y ar (& +YVi— fla) +e) = (& + &),

i=1 i=1 i=1
A~ A + 2 At A— At oA ’ - . ’
Pro bod (g, w,& ,& ,a",a , 4", ), ve kterém se nachazi minimum .Z plati

VWO’ it - Z=0
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a Karush-Kuhn-Tucker (KKT) podminky

& >0, & >0, (5.21)

& = Yi+ f(z)+e >0, & +Yi— f(@)+2>0, (5.22)
uz >0, py >0, (5.23)

peh =0, w&s =0, (5.24)

ai >0, a; >0, (5.25)

af (&5 = Yi+ f(z:) +¢) =0, a7 (& +Yi— fm) +¢) = 0. (5.26)

Lze snadno ukazat, ze v nasem pripadé jsou splnény Slaterovy podminky a plati tedy
silna dualita. To znamena, ze

min js(w0>w7 €+7£7) = ming(wmwa £+7€77 a+7 a I'I‘Jra l’l’i)
=max.Z(at,a, put, p)

pii piislusnych omezujicich podminkdch na proménné v argumentech, kde .Z je dudlni
Lagrangeova funkce definovand vztahem

j<a+aa’_al~l’+7”_> - inf ,,%(wo,w,£+,£_,a+,a_,u+,u_).

w07w7£+ 757

K nalezeni .Z postupné polozime parcialn{ derivace .Z podle proménnych wy, w, &, €~
rovny nule.

0L
(9wj Za ner —|—Za w;(z;) =0,
coz implikuje
N
wy = (a —a; )p(w:). (5.27)
i=1
Déle N N
0L n
— =-=> a; +) a; =0,
awo =1 ;
neboli
N
> (af —a7)=0. (5.28)
i=1
Derivace podle & dava
0L
@ =C- a:" - :u:_ =Y,
coz implikuje
ui =C—af. (5.29)
Nakonec, derivace podle & dava
0L
851/— aZ MZ
a tedy
p, =C—a;. (5.30)
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Hessova matice druhych parcialnich derivaci bude mit diagonélni elementy ptislusejicich
druhym derivacim podle w; rovny 1 a vSechny ostatni elementy nulové. Je tedy positivné
semidefinitni v kazdém bodé a proto jsou nalezené kritické body splnujici vyse odvozené
rovnice body minima.

Dosadme nyni viSe odvozené vztahy do Lagrangeovy funkce .Z. Po kratkém poéitani
dostaneme

—5 2. 2. 267 —a)p(m)e;(@i) (o —ay)

i=1 j=1 k=1

j(a+7a'77“+7u’ =

l\:)\»—

N N

—ey (af +a;)+ > (af —a;)Ys

i=1 i=1
Vsimnéme si, ze dudlni Lagrangeova funkce £ na proménnych pt, pu~ explicitné vibec
nezdvisi. Zavedeme-li opét jadrovou funkci K : RM x RM — R vztahem (5.9), miZeme
psat

~ N N N N
Z(aa7) = =53 > (0 —a)) K(mi a)(af —ap) =) (af +a7) + > (af —a;)Vi

P i=1 i=1

(5.31)
Tuto dudlni Lagrangeovu funkci je nyni tfeba maximalizovat vzhledem k podminkam
(5.23) a (5.25), tj. vzhledem k

—_

af >0,a; > 0,15 >0, > 0.
Z vye odvozenych vztahi (5.28), (5.29) a (5.30) mezi ;" a a; plyne, Ze dudlni tdloha
znamend maximalizovat £ (a™,a™) uréenou vztahem (5.31) za podminek

0<af <C, 0<a; <C a Y (af —a;)=0. (5.32)

Reseni této tlohy nenf mozné nalézt explicitné. Jedna se ale o standardni dlohu kva-
dratického programovani, kterd je numericky dobre fesitelnd. Oznacme Teseni této tlohy
jako @ a @~ . Plat{ tedy

at,a = argmax L(a",a”).
0<at a7 <O (af —a;)=0

7

Mame-li @ a @~ miizeme vyjadiit @ pomoci vztahu (5.27) jako
;= S0 — )@y,
Pro predikei Yy hodnoty Yy v bodé g tak podle (5.12) plati

M N
YO = o + Z wj(pj 330 o+ Z Z 90] iUZ)QD] (CDO) (5'33)

Jj=1 j=1l1i=1
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Spolu s definici (5.9) jadrové funkce tak dostdvame finalnf vyjadieni v terminech @™, a~
a 'UA)()I

coz tvoif analogii k jadrovému modelu (5.11), kde o; = (aj + a; ).

Pted tim, neZ se budeme zabyvat vyjadienim 1, pomoci @™ a @~ , pojdme se nejprve
podivat na mozné hodnoty @™ a a~. Pro bod extrému (wg,@,é+,§_,&+,&_,ﬂ+,ﬂ_)
plati kromé (5.27) — (5.30) také KKT podminky (5.21) — (5.26). Z prvni ¢asti (5.26)
plyne, Ze

af =0 mnebo & —Yi+ f(m;)+e=0.

V prvnim pifpadé a; = 0 je z (5.24)
pre = (C—aH)E =cér =0

a tedy & = 0. To z (5.22) znamené f(x;) + ¢ > Y; neboli, Ze se bod Y; nachézi na nebo
pod hornim okrajem ¢ pasu. Obdobné a; = 0 znamend Y; > f(a:z) — ¢ a tedy, Ze se bod
Y; nachazi na nebo nad spodnim okrajem e pasu.

V pifpadé af > 0 a tedy & — Y; + f(;) + & = 0 z podminky & > 0 dostévame
f(wz) + ¢ <Y}, tj. Ze se bod Y; nachazi na nebo nad hornim okrajem ¢ pasu. Obdobné,
pokud a; > 0 a tedy é{ +Y; — f(a:l) +¢ = 0, pak se bod Y; nachazi na nebo pod spodnim
okrajem ¢ pésu.

Dale plati, Ze nenf mo7né aby a;” > 0 a soucasné a; > 0. V takovém p¥ipadé by totiz
podle predchozich tivah muselo soucasné platit

Yt fl@)+e=0 a & +Yi—fl@)+e=0.

Sec¢teme-li tyto dvé rovnice dostaneme éf + éj + 2¢ = 0, coz vzhledem k nezapornosti
cF €7 a pozitivité & nemize nastat.

Jak jsme tedy zjistili, bud jsou oba koeficienty a; i a; nulové, nebo je pouze jeden z
nich nenulovy. Body @; odpovidajici této druhé situaci se nazyvaji nosné body pripadné
support vectors. Pii predikei podle vztahu (5.34) tedy s¢itdme pouze pres nosné body.

Zavérem se zabyvejme urcenim wy. Nejprve uvazujme situaci, kdy existujes =1,..., N
takové, Ze 0 < a7 < C'nebo 0 < a; < C. Zabyvejme se nyni prvnim z téchto dvou piipadil.
7 (5.24) opét dostaneme fif & = (C — a7 )& = 0 a tedy & = 0. Z (5.26) pak dostévame

Y, = flaz) +e=wo+ Y (@) —a;)K(z;,z;) +e
j=1
To znamena, ze
N
o =Y; — Y (af —a; )K(x;, ;) — ¢
j=1

Analogicky, pokud 0 < a; < C, dostaneme
N
Wy =Y; =Y (a7 —a; ) K(x;, ;) +¢.
j=1
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neexistuje, neni wy ur¢eno obecné jednoznacné a muzeme ho

zvolit libovolné v ramci omezeni (5.21)—(5.26), coz pro a; = 0 znamena

a konecné pro a; =C

5.4 Cviceni

Cviceni 5.1: @3 Dokazt
- tj. linedrni spline kiivce.

N
o >Y; — > (af —a; ) K(x;, ;) — e,
i=1
N
o <Y — > (af —a; ) K(x;, ;) + ¢,
=1
N
o <Y — > (af —a; )K(x;, ;) — ¢
=1
N
o > Y — > (af —a; ) K(x;,x;) +¢
7j=1

e, ze bazové funkce ... odpovidaji spojitému linearnimu modelu

%

Cviceni 5.2: @® Dokazte, ze bazové funkce ... odpovidaji modelu norméalniho spline. 9
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Priloha A

Linearni algebra

A.1 Hodnost matice

Hodnost matice A € R™™ definujeme jako pocet linearné nezavislych fadku (nebo ekvi-
valentné sloupcil) a znac¢ime h(A). Plati-li, h(A) = min{m,n}, fikdme, ze A m4 plnou
hodnost.

Véta A.1: Pro libovolnou matici A plati h(A) = h(ATA).

Diikaz. Necht vektor  je kolmy na vsechny rddky matice A. To znamena, ze Ax = 0,
nebot vektor Ax je linedrni kombinaci fadk matice A s koeficienty urcenymi slozkami
vektoru x. Vynasobenim matici AT zleva dostaneme AT Az = AT0 = 0, coz znameni, Ze
x je rovnéz kolmy na vsechny fadky matice AT A. Na druhou stranu, plati-li AT Az = 0,
tj. vektor  je kolmy na vsechny fadky matice AT A, pak 7 AT Az = 0. To ale znamend
(Az)T(Az) = |Az|” = 0 a tudiz Az = 0, ¢li « je kolmy i na vSechny fadky matice A.
Zjistili jsme tedy, ze kazdy vektor, ktery je kolmy na vsechny fadky matice A, je zaroven
kolmy na vSechny fadky matice ATA a naopak. To znamend, Ze linedrn{ obaly fadki
matic A a ATA musi byt stejné, protoze jinak by existoval vektor z jednoho z téchto
obalit kolmy na vSechny vektory z druhého obalu. TudiZz matice A a ATA maji stejné
pocCty linedarné nezavislych radki. O

A.2 Rozklady matic
A.2.1 QR rozklad

Véta A.2: Nechf A € R™™ je matice s linearné nezavislymi sloupci a n > m. Potom
existuji matice Q € R™™ s navzdjem kolmymi sloupci a horni trojihelnikova matice
R € R™™ g kladnymi diagonalnimi prvky tak, ze

A=QR.

(Nésledujici sekce je jen zkopirovand z moji DP ]
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A.2.2 Givensova rotace

Givensova rotace je zakladni ortogonalni transformace, ktera mutze slouzit k vynulovani
daného prvku v matici. Givensova rotace v roviné i-té a j-té slozky (bez ijmy na obecnosti
volime i < 7) o thel 0 je definovana matici

L4 0 0 0 0
cos 0 sin 0 0

0

0

def 0

0 0 I, 0
0
0

Gi,j,@ =
—sinf 0 cos
0 0 0 I

kde I,, € R™" je identita.
Vezméme x € R™ a provedme Givensovu rotaci toho vektoru, tedy X = G ; 9x. Trans-

formace je dana vztahy
Z; = x;cos0 + x;sin0

Z; = —x;8in0 + x; cosd
I =, prol #1i,j
Chceme-li tedy vynulovat z;, je nutno dhel 6 spliovat

:C.
tanf = =L,
X

Ortogonalni matice @ z QR rozkladu matice A je tedy ziskana postupnym slozenim
matic Givensovych transformaci:

o (1)

R
< 0 ) - Gimjkﬂk cee Giz,j2,92Gi17j1,91 A.
Qr

Schematické znazornéni postupného nulovani prvka pri QR rozkladu je znazornéno
na nasledujicim prikladu.

e O o e O o e o o
e o o o O o O
— — —
o O O e O o O
o O O o O ® O O
o O O O O O o O O o O O
e o e o o O o O
— — —
o o o [ o
o O e o ([ ]

P1i vypoctu hodnot cosé je nutno provést odmocninu, coz je numericky nezadouci
proces. V [?] lze najit algoritmus, ktery nevyzaduje vypocet odmocniny u Givensovy
rotace.
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A.2.3 Singularni rozklad matice Singular value decomposition

Véta A.3: Symetrickd matice B € R™" je diagonalizovatelna, tedy existuje matice V €
R™"™ takova, ze

B=VDV,

kde D € R™" je diagonalni a na jeji diagondle jsou vlastni ¢isla matice B (véetné téch
nulovych). Matici V' lze navic volit ortogonalni, tedy celkem

B=VDVT,

Véta A.4: Méjme A € R™™. Existuji matice U € R»" D € R™ a V € R™™ takové,
ze

A =UDV” (A1)
a U a V jsou ortogonalni a matice D je diagondlni s nezapornymi prvky.

Nectvercovou diagonalni matici D myslime takovou matici, pro niz plati ¢ # j =

(D)i,j =0.

Diikaz. Matice ATA € R™™ je symetrickd. Necht r znaéi jeji hodnost (plati r < m i
r <n). Dle véty A.3 existuje r jejich nenulovych vlastnich ¢isel A\, Ag, ..., A\, a prislusné
(normované) vlastni vektory vy, vq,. .., v, tvorici ortonormélni soubor (prislusné sloupce
matice V z véty A.3). Mame

HAU7J||2 = UZ-TATAUZ' = UiT)\i'Ui = )\ZH’UZHQ = >\z

Jelikoz je matice AT A pozitivné semidefinitni, jeji vlastni ¢isla jsou nezdpornd, a mizeme
tedy definovat o; = ||Av;|| = v/A;. Definujme dale u; = A%, Plati

(o4

vIATAv;,  Nolv,
T _ J 7% )
0035 0,035
: 1 Dy . by :
a tedy soubor uy, us, ..., u, je ortonormdlni. Pfepisme rovnosti u] Av; = vl v;°1 do mati-
K3
cového tvaru:
ul
1
uy .
A (vlvg = ~UT) = diag(oy,09,...,0;). (A.2)
T
u'/‘
Vektory u; jsou dimenze n, muzeme tedy najit vektory w,.1,...,u, tak, aby soubor
Uy, - .., Uy, byl ortonormalni. Podobné doplnime i soubor vektorti v; na ortonormalni sou-
bor vy, ..., v,,. Maticové dostaneme
T
Uy
uy
A (vlvg . -vm) =D,
: - 7
uz eRmm
——
cRmm
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kde matice D je dimenze n x m majici v levém hornim rohu matici diag(oy, 09,...,0,) a
jinde nuly. Vysledny rozklad ziskdme polozenim

uy

T
5]

U= . a V:(vlvg---vm). O

Sy

u

Vsimnéme si, ze ve vysledné maticové rovnosti (A.1) je mnoho nul. Rovnice (A.2) v

diikkazu je nékdy ta, ktera se hodi vice a ¢asto se na ni odkazuje pojmem ,redukované
SVD«.

Nenulovym prvkim matice D, oznacenym v dikazu o;, se tika singuldrni hodnoty.
Velmi casto se predpoklada, ze jsou jiz sefazeny: o1 > 09 > 03. . ..
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Priloha B

Pravdépodobnost a matematicka
statistika

V této kapitole pripomeneme a rozsitime nékteré znamé pojmy teorie pravdépodobnosti
a matematické statistiky. Zajemce o pokrocilejsi analyzu dané problematiky odkazujeme
predevsim na knihy [?] a [?], ze kterych je vétSina ¢asti tohoto dodatku volné prevzata.
Jako referenc¢ni zdroje k pojmtm zakladni teorie pravdépodobnosti potom doporucujeme
knihy [?, 7].

B.1 Zakladni pojmy

Uvazujme néjaky experiment (pokus, déj), jehoz vysledky nejsme schopni predikovat na
zakladé informaci, které mame k dispozici. V takovém ptipadé rikame, ze jsou vysledky
nahodné. PTi matematickém popisu takového experimentu rozliSujeme mozné rizné vy-
sledky a nazyvame je elementdrnimi jevy. Mnozinu vsech elementarnich jevii znac¢ime {2
a nazyvame ji prostor elementdrnich jevi nebo také vybérovy prostor. Pii matematické
formulaci tvrzeni o vysledcich experimentu se obvykle zajimame o rizné podmnoziny pro-
storu elementarnich jevi. Ukazuje se, ze je velmi vhodné pozadovat, aby tyto ,zajimavé*
mnoziny tvorili tak zvanou o-algebru. Méjme tedy néjakou sigma algebru F podmnozin
Q. Jeji prvky nazyvame ndahodné jevy. Ndhodnym jeviim potom pritazujeme pravdépo-
dobnost pomoci néjaké pravdépodobnostni miry P. Celkové se trojice (€2, F,P) nazyva
pravdépodobnostni prostor.

Ndahodnd velicina X je zobrazeni z €2 do R, které splnuje podminku méritelnosti, tj.
pro kazdé z € R plati {X < z} = X '((—o0,2]) € F. Rozdéleni ndhodné veliciny je
potom urceno distribuc¢ni funkci Fx : R — R definovanou pro kazdé x € R vztahem

Fx(z) =P(X <uz).

Tato funkce je neklesajici zprava spojita s limitami 0 v —oo a 1 v +00. Podle dodatec¢nych
vlastnosti distribu¢ni funkce Fx rozliSujeme diskrétni a spojité nahodné veli¢iny.

o Diskrétni nahodnd velicina X ma distribu¢ni funkci Flx, ktera je po c¢astech kon-
stantni. F'x se tedy skladd z nejvyse spocetné mnoha skoka v bodech zq,xo,. ...
Pritom plati, Ze velikost skoku F'y v bodé z; urcuje pravdépodobnost P(X = z;),
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tj.

pro kazdé pripustné i.

e Spojita nahodnd velicina X ma distribuc¢ni funkci F'x, kterou lze vyjadrit integralem

Fx(z) = /zo fx(u)du

pro vSechna =z € R, kde fx je nezdporna funkce nazyvana hustota pravdépodobnosti
ndhodné veliciny X.

Je-li B C R Borelovskd mnozina', tak pravdépodobnost, Ze hodnota veli¢iny X bude
v mnoziné B, miuzeme v pripadé diskrétni veli¢iny resp. spojité veli¢iny s hustotou fx
spocist jako

P(X € B) = Z]P(X =uz;) resp. P(Xe€B)= /fo(x) dz.

Stredni hodnotu nahodné veliciny X, ktera je diskrétni resp. spojita s hustotou fx,
definujeme vztahy

EX => 2;P(X =u1;) resp. ]EX:/a:fde,
; R

pokud dand suma resp. integral existuji. Je-li g : R — R méritelnd funkce, pak g(X) je
nova nadhodné velic¢ina. Jeji stfedni hodnotu miizeme spocitat primo ze znalosti rozdéleni
nahodné veliciny X. Cili pro diskrétni resp. spojitou veli¢inu dostavame

Eg(X) =Y o) P(X =) resp. Bg(X)= [ g(a)fxdw,

pokud dani suma resp. integral existuji. Uvazujme k € N. Hodnotu E X* nazyvime k-t3
obecny moment ndhodné veli¢iny X a hodnotu E(X —IE X)* potom k-t5j centrdlni moment
X. Rozptyl ndhodné veli¢iny X je definovan jako var X = E(X — E X)2, tj. jednd se o
druhy centralni moment X.

B.2 Priklady jednorozmeérnych spojitych rozdéleni

V nésledujicich prikladech se vyskytuje tzv. gamma funkce I, ktera je pro kazdé a > 0
definovana vztahem

+oo
I'(a) = / % e " da.
0
Mezi jeji zakladni vlastnosti patii
I(a+1)=al(a), T(1/2)=+v7 a I'(n)=(n-1)!

pro kazdé a > 0 an € N.

!Borelovské mnoziny v R tvoi{ nejmensi o-algebru, kterd obsahuje vSechny oteviené intervaly v
R. Detaily viz napt. [?, Section 1.1]. Poznamenejme, ze Borelovské mnoziny jsou v podstaté vsechny
,predstavitelné“ mnoziny v R a tedy z praktického pohledu nepfedstavuje toto omezeni zadny problém.

47

[git] « (None) @(None) e Author: (None) ((None))



TOC Draft: 23. srpna 2019 (nanual build)

B.2.1 Normalni rozdéleni

Nshodnd veli¢ina X méa normdini rozdéleni s parametry u € R a 02 > 0, zna¢ime X ~
N(u, 0?), jestlize ma spojité rozdéleni s hustotu pravdépodobnosti

Fre(a) = g B
2mo

pro kazdé z € R. Parametry p a 0% uddvaji pfimo stiedni hodnotu a rozptyl X, tj.
EX=p a varX =o?

Normélni rozdéleni s parametry p = 0 a 0? = 1, tj. N(0,1), nazgyvdme standardni nor-
malni rozdéleni. Pro tplnost definujme také normélni rozdéleni N(u,0) s parametry p
a 0 = 0 jako diskrétni rozdéleni pii kterém ndhodné velicina X ~ N(u,0) nabyvd s
pravdépodobnosti 1 hodnoty p. Opét zjevné plati EX = p a var X = 0.

Nésledujici véta ukazuje, ze normalni rozdéleni je invariantni vicéi linearnim transfor-
macim.

Véta B.1: Necht a,b € R a X ~ N(u,0?). Potom a + bX ~ N(a+ bu,b*c?).

Diikaz. Oznacme Y = a + bX. Pro b = 0 dostaneme Y = a a tedy Y ~ N(a,0). Predpo-
kladejme tedy b > 0 a urceme distribuc¢ni funkci Y:

Fr(y) =P(Y <9) =Pla+bX <y) =P (X < ¥74) =1 (12°)
pro kazdé y € R, kde Fx je distribuc¢ni funkce nahodné veli¢iny X. Jelikoz hustota prav-
dépodobnosti je derivaci distribu¢ni funkce, pomoci derivace slozené funkce dostdvame

_dRy(y) _ dFx (50) _ dFx (%0) 4(5Y)

dy dy d(ve)  dy
1, (v= “) e e
N be ( b N \/27Tbae
1

_ o~ 3oz (v (o)’

V2 (bo)

To ovSem znamend Y ~ N(a + bu, (50)2). Pripad b < 0 se dokaze zcela analogicky. [

fr(y)

B.2.2 Rozdéleni y?

Nezépornd ndhodn4 veli¢ina X m4 rozdéleni x? (,chi kvadrat*) s n € N stupiii volnosti,
piSeme X ~ X2, jestliZe m4 spojité rozdéleni s hustotou

1 n_1 _Z

W)= wrra™
proz > 0a fx(z) =0 pro z < 0. Lze ukdzat, ze
EX=n a varX =2n.

x? rozdéleni se nejéastéji objevuje jako soudet kvadrati standardnich normélnich rozdéleni
ve smyslu nasledujici véty, jejiz dikaz je uveden napft. v [?].
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Véta B.2 (7, Véta 4.13]): Necht Xi,..., X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny se stan-
dardnim normédlnim rozdélenim N(0,1). Pak ndhodnd veli¢ina ¥ = X? + ... + X2 md
rozdéleni x2.

B.2.3 Studentovo rozdéleni

Bud n € N. Nahodna veli¢ina X ma Studentovo t rozdéleni o n stupnich volnosti, piSeme
x ~ t,, jestlize mé spojité rozdéleni s hustotou

pro kazdé x € R. Stredni hodnota je definovana pro n > 1 a plati E X = 0. Rozptyl je
definovan a koneény pro n > 2, pficemz var X = n/(n — 2).

Studentovo rozdéleni se casto objevuje jako podil standardniho normalniho rozdéleni
a x? rozdéleni.
Véta B.3 ([?, Véta 4.22]): Necht X ~ N(0,1) a Z ~ x2 jsou nezavislé ndhodné veli¢iny.

Pak ndhodné veli¢ina x

V2

méa Studentovo t rozdéleni s n stupni volnosti, tj. T' ~ t,,.

T =

B.2.4 Rozdéleni F

Budte m,n € N. Nahodna veli¢ina X ma F rozdéleni (Fisherovo-Snedecorovo) s m a n
stupni volnosti, piseme X ~ F,, ,, jestlize mé spojité rozdéleni s hustotou

T ( mtn m/2 _mdn
fx(@) = H <m) e <1 * mf”) 2
L(z)r(z) \» "
proxz >0 a fx(z) =0 pro z < 0. Je-li n > 2, existuje stfedni hodnota EX = n/(n — 2)
a je-li n > 4, existuje konecny rozptyl

2n2(m +n — 2)
m(n—2)%(n—4)

var X =

F rozdéleni se ¢asto objevuje jako podil dvou x? rozdéleni.

Véta B.4 ([?, Véta 4.28]): Necht X ~ x2 a Y ~ x2 jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny. Pak
nahodna veli¢ina %
z=X/m
Y/n

mé F rozdéleni s m a n stupni volnosti, tj. Z ~ F,, ..
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B.3 Nahodné vektory a jejich charakteristiky

Nejprve se budeme zabyvat rozsitenim pojmu stfedni hodnoty a variance na vicerozmérné

situace. Pro n € N uvazujme ndhodné veli¢iny Xi,..., X, na stejném pravdépodob-
nostnfm prostoru?. Vektor X = (X1,...,X,)? potom nazyvame ndhodnym vektorem.
Obdobne¢, jsou-li m,n € Na Z; ; proi =1,...,m;j = 1,...,n ndhodné veli¢iny na stej-

ném pravdépodobnostnim prostoru, pak matici Z = (Z; ;) nazyvame ndhodnou matici.
Néhodny vektor je tak vlastné ndhodnou matici o rozmérech n x 1.

Pravdépodobnostni rozdéleni vektoru X popisujeme pomoci sdruzené distribuc¢ni funkcel
Fx : R™ — R definované vztahem

Fx(w) :]P(Xl leaan S(L’n)

pro kazdé x € R", kde © = (z1,...,7,)". Rikdme, 7e ndhodny vektor X ma sdruzené
spojité rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti fx, jestlize plati

:/_:../_fo(u)dul...du

pro kazdé x € R". Analogicky mtizeme definovat predchozi pojmy i pro ndhodné matice.

Existuji-li stiednf hodnoty veli¢in X1, ..., X,,, pak vektor EX = (E X,,...,E X,,)”
R™ nazyvame stredni hodnotou vektoru X. Existuji-li stiedni hodnoty veli¢in Z;; pro
vSechny i = 1,...,ma j=1,...,n, pak matici EZ = (E Z; ;) € R™" nazyvame stredni
hodnotou matice Z. Stredni hodnotu tedy definujeme po slozkach.

Véta B.5: Necht A € RP?, B € RP™ a C € R™? jsou matice. Potom
E(A+BZC)=A+B(EZ)C.

Diikaz. Oznacme W = A + BZC. Potom plati W, ; = A;; + Y02, >7—1 BixZ,eCe; pro

kazdé 1 =1,...,pa j=1,...,q. Z linearity stfedni hodnoty plyne

n

m £ m
EW,;=EA,;+ EZ Z B, Z,sCs; = A j+ Z Z ik (B Zy0)Co .
k=1 /¢=1

r=1s=1
Celkem tedy EW = (E Wi,j) = (Ai,j) + (Z?:l Z?Zl Bl7k(E Z]ﬁg)Cg,j) = A+B(1E Z)C ]
Disledek B.6: Necht a € R? je vektor a B € RP" je matice. Potom

E(a+BX)=a+BEX.

Nyni se zabyvejme charakteristikami druhého Fadu. Je-li E X? < oo pro kazdé i =
1,...,n, fikdme, ze X ma konecné druhé momenty a definujeme variancni matici vektoru
X po slozkéach jako

(var X); ; = cov(X;, X;)

pro kazdé i, = 1,...,n. Pfipomenme, ze cov(X;, X;) znac¢i kovarianci veli¢in X; a Xj,
kterd je definovana vztahem
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Pro i = j dostavame cov(X;, X;) = var X; a tudiz se na diagondle kovarian¢ni matice
var X nachdazeji rozptyly veli¢in X;.
Je zfejmé, ze varian¢ni matici mizeme vektorové zapsat jako

var X = E(X - EX)(X - EX)”.
Pouzijeme-li nyni vlastnosti stfedni hodnoty z véty B.5 dostaneme
E(X -EX)(X -EX)" =E(XX"-(EX)X"-XEX"+EXEX")
—EXX" -EXEX'-EXEX"+EXEXT
=EXXT-EXEXT.

Celkové jsme tedy dokézali nasledujici tvrzeni.

Véta B.7: Varian¢ni matice splnuje
var X =E(X -EX) (X -EX)' =EXX' -EXEX".

Dalsi dilezitou vlastnosti varianéni matice je vztah k linedrnim transformacim. Vy-
sledek je hodné podobny situaci pro rozptyl linearni kombinace jednorozmérné nahodné
veli¢iny X, kde plat{ var(a + bX) = b* var X.

Véta B.8: Bud a € R? vektor a B € RP"™ matice. Potom
var(a + BX) = B(var X)B”.
Diikaz. Postupnym uzitim predchozich vét dostaneme:
var(a + BX) =E (a + BX -~ E(a+ BX))(a +BX — E(a + BX))T
T
~E(a+BX —a-EBX)(a+BX —a-EBX)
=EB-EBX)B - EBX)” = var(BX)
=EBX(BX)' -EBX)EBX)"
—EBXX'B" -BEXEX'B" =EB(XX" -EXEX")B”
=B(EXX" -EXEX")B” = B(var X)B”.
O

Velmi dulezitou vlastnosti varianéni matice je jeji pozitivni semidefinita (PSD). Pod
timto pojmem nyni budeme chdpat implikaci, Ze pro kazdé ¢ € R™ plati ¢! var(X)e > 0.
Tj. plati, Ze jakmile je varian¢ni matice pozitivné definitni, je také pozitivné semidefinitni.
Véta B.9: Varian¢ni matice var X nahodného vektoru X je symetrickd a pozitivné se-
midefinitni. Pokud navic zadna slozka X neni afinni kombinaci ostatnich slozek (tj. ne-
existuje @ € R", tak %e a’ X = c pro néjaké ¢ € R s pravdépodobnosti 1), tak je var X
pozitivné definitni.

Diikaz. Symetrie je zjevnd z definice: (var X); ; = cov(X;, X;) = cov(X;, X;) = (var X);,.
Bud a € R". Potom:

a’varXa=a"E(X -EX)(X ~EX)"a=E(a"(X - EX)(X - EX)"a).
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Oznacime-li Y = a” (X — E X) jakoZto novou ndhodnou veli¢inu vzniklou linedrn{ kom-
binaci slozek X, dostaneme

a’var Xa=EYYT =EY? > 0.

Navic je zfejmé, ze nulovost tohoto vyrazu je ekvivalentni nulovosti veli¢iny Y s pravdé-
podobnost{ 1, tj. EY? = 0 je ekvivalentni P(Y = 0) = 1. To je ale mozné pouze tehdy,
pokud P(a” (X — E X) =0) = 1, coZ znamend a’ X = a’ E X = ¢ s pravdépodobnosti
1. O

B.4 Vicerozmérné normalni rozdéleni

Nyni si zavedme rozsiteni normalniho rozdéleni na nahodné vektory.

Definice B.10: Bud X = (Xi,...,X,,)T ndhodny vektor, u € R" vektor a V € R™"
symetrickd PSD matice. Rikdme, Ze X mé n-rozmérné normalni rozdéleni s parametry g
a 'V, piseme X ~ N(u, V), pravé kdyz pro kazdé ¢ € R plati ¢ X ~ N(cT'u,cf'Ve).

Véta B.11 ([?, Véta 4.10]): Bud X = (X1,..., X,,)T ndhodny vektor, u € R™ vektor a
V € R™" symetrickd PD matice. Potom X ~ N(u, V) pravé tehdy, kdyz X ma spojité
sdruzené rozdéleni s hustotou

1

1 C 2D R A D)
(2m)m/2 [V ]2

fx(x) =

Véta B.12: Bud X ~ N(u, V). Potom EX = p avar X = V.
Diikaz. TBA O

Disledek B.13: Bud X = (X,..., X,,)T ~ N(u, V). X1,..., X, jsou nezdvislé nshodné
veli¢iny pravé tehdy, kdyz je matice V diagonalni.

Diikaz. TBA n
Dusledek B.14: Bud X; ~ N(uy,0%),..., X, ~ N(un,0?) nezdvislé ndhodné veliciny.

n

Potom X; + ...+ X, ~ N(ug + ...+ ptn, 03 + ...+ 02).
Dikaz. TBA

Véta B.15: Bud X ~ N(u, V) aa € R, B € R™". Potom Y = a+ BX ~ N(a +
By, BVBY).

Dikaz. TBA 0

7 vicerozmérného norméalniho rozdéleni vznikaji rtiznymi transformacemi rozdéleni z
casti B.2.
Véta B.16: Bud X ~ N(0,V) a necht A € R™" je symetrickd PSD. Je-li AV # 0 a
idempotentni, pak X7 AX m4 rozdéleni X3, kde k = Tr AV.

Dukaz. TBA O
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Priloha C

Vazané extrémy

C.1 Nevazané extrémy

Nejprve si pripopmenme situaci, kdy hledame extrém funkce f : R® — R.
C.2 Nerovnostni vazby
Uvazujme situaci, kdy chceme

C.2.1 Primarni pristup
C.2.2 Dualni pristup
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Reseni vybranych cviceni

Resent cviceni 2.1: DFT ;-) TBA
Resend cviceni /.2: Necht & € RP*H! je nenulovy. Spocétéme
! (X;TX’C + /\I’> x=x' XXz + ' I'x

p
= Xal| + A Y ()2

i=1

Tedy pokud existuje i > 0 takové, Ze (x), # 0, mame z” (X’CTX’C + )\I’) x > 0. Pokud
tento pifpad nenastane, pak nutné (x), # 0 a z rovnosti

N O -0
0
X/CTX,C = . XTX
0
dostaneme x” (X’CTX’C + )\I’) x > N (x); > 0.
Reseni cviceni 5.1: TBA

Reseni cvicent 5.2: TBA

o4
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Seznam pouzitych zkratek

RSS Residual sum of squares

RFE Recursive feature elimination
LAR Least angle regression

PCR Principal component regression
OLS Ordinary least squares

SVD Singular value decomposition
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Rejstrik ceskych terminit

elementarni jev, 46
eliminace priznaku
rekurzivni, 19

hiebenova regrese, 19
hlavni komponenta, 23

laso, 25

nahodna

veli¢ina, 46
nahodna matice, 50
nahodny

jev, 46

vektor, 50
normalni rovnice, 8

obycejné nejmensi ¢tverce, 8

priznak, 2
proménna

26

vysvétlovana, 1
prostor

elementarnich jevi, 46

vybérovy, 46

regrese
hlavnich komponent, 25
nejmensim thlem, 25
rozklad
singularni, 22, 25, 44

stredni hodnota
nahodné matice, 50
nahodného vektoru, 50

vybér podmnoziny, 18
nejlepsi, 18
postupny, 19
zpétny postupny, 19

varianéni matice, 50
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Rejstrik anglickych termint

algorithm
leaps and bounds, 19

decomposition
singular value, 22, 25, 44
singular value , 22

event, 46

feature elimination
recursive, 19

lasso, 25
normal equations, 8

ordinary least squares, 8
outcome, 46

o7

principal component, 23

random

variable, 46
regression

least angle, 25

principal component, 25
ridge regression, 19

sample space, 46

shrinkage model, 19

subset selection, 18
backward-stepwise, 19
best, 18
forward-stepwise, 19

variance matrix, 50
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