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XXX. CVICENI BI-LIN
PRO PARALELKY 14 A 15

DoMAcT UKoL!

Ovod

Tento domdci tkol je mozné vypracovat do konce vyukové ¢asti semestru (19. kvétna 2019).
Za spravné feseni viech tiloh Ize ziskat az dva body. Caste¢né nebo ,casteéné spravné“ feseni
bude hodnoceno odpovidajicim poctem bodt.

Priklady jsou zvoleny tak, aby ukazovaly riznoroda vyuziti linedrni algebry a zaroven bylo
mozZné je vyfeSit ,rucnim pocitdnim* (ano, i pfiklad na linedrni k6dovani lze s trochou sys-
tematicnosti takto zvlddnout). Zadéani ptikladi je déle obcas doplnéno komentéii k demon-
strované problematice. Zvoleny styl s ¢dstecnym vykladem neni ndhodny, takto mtze tfeba
v budoucnu vypadat popis néjaké metody, kterou budete chtit pouzit.

Ulohy 4

1.1 Linedrniregrese ?

Tento priklad demonstruje vyuZiti linedrni algebry pri konstrukci tzv. regrese (lidové ,prokld-
dani dat krivkou “; specidlné primkou, viz napr. wiki). V ndsledujicim odstavci metodu popi-
Seme a nize si ji vyzkousSime na jednoduchém priklade.

Méjme sadu bodii* {(x;, yilti, < R2. Tyto body predstavuji ,pribliznou* zdvislost jisté veli-
ciny y na veli¢iné x, tj. y = y(x). Nasim cilem je co nejlépe tuto zdvislost vystihnout v ndsledu-
Jicim tvaru

k

y(x) =Fe(x):= ) ¢jfjx), 1)
j=1

kde fi,..., fi jsou ndmi zvolené® funkce' a ci,...,c, nezndmé konstanty. Kterd z funkci F,
tvaru (1) nejlépe vystihuje nase data? Nejjednodussi a asi nejzndmeéjsi moznosti jak tuto funkci

IDokument byl vytvofen 25. tinora 2021, zdrojové kédy a Jupyter notebooky naleznete na Gitlabu 4.

2Zobecnéni do vyssich dimenzi je samoziejmé mozZné.

3Typicky polynomy, ale neni to nutné.

4Typicky samoziejmé mame n > k, tedy podstatné vice dat (1) neZ funkci (k), chceme ,jednoduchou* zévis-
lost vystihujici napfiklad néjaky trend v datech.
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urcit je tzv. Metoda nejmensich ctvercii: najdeme konstanty cy, ..., ¢y takové, Ze funkce

(Clr---yck) — Z (J/z _Fc(xi))z

i=1

nabyvd minimdlni hodnoty’ . Detailni reSeni tohoto optimalizaéniho problému je mimo rdmec
BI-LIN (viz napr. BI-VMM nebo MI-MPI). Zde se spokojime s prozrazenim vysledku: optimdlni
¢ =(cy,...,Ck) jsou FeSenim soustavy linedrnich rovnic

xTxc =xTy, 2)
kde X e R™* a Y € R” jsou zaddny predpisy
Xij=fi(x), Yi=y;, ien, jek.
Aplikujte vySe popsanou metodu na velmi, velmi, jednoduchém ptikladé. Méjme tfi body
(1, y1) =(1,0), (x2,¥2) =(2,2), (x3,¥3)=(3,3),
a pokusme se je prolozit pfimkou (linearni regrese). Volime tedy fi(x) =1 a fa(x) = x.

1. V popisu metody vy3e jsme se nezabyvali podminkami, za kterych ji 1ze aplikovat. Jed-
nou z téchto podminek je linedrni nezavislost souboru funkci (fj, ..., fx). UkaZte, Ze
ndmi zvoleny soubor (1, x) je linedrné nezavisly v prostoru v§ech polynomt.

2. Naleznéte konstanty ¢ = (ci, ¢;) vyFeSenim soustavy (2).

3. Nakreslete graf v kterém znéazornite tfi vy$e zadané body a ziskanou p¥imku y = ¢; +
CoX.

1.2 Kubicka interpolace ?

Vedeéli jste, ze kaZdym pouZitim prikazu Plot v Mathematica nutite Vds pocitat resit pomérné
rozsdahlou soustavu linedrnich rovnic?

Mathematica totiz vypocte funkcni hodnoty vykreslované funkce pouze v nékolika relativné
mdlo bodech a poté je ,hezkym zpiisobem spoji“. Ve vychozim nastaveni k tomu pouZije ku-
bické polynomy (kubicky polynom je prvni polynom (co se tyce stupné), ktery miize mit inflexni
bod).

Mdme-li body {(x;, i)}, < R* pak hleddme polynomy

fj(x):aj+bjx+cjx2+djx3, j=1,...,n-1,

SJinak fe¢eno, pro kterou je soucet kvadrati odchylek funkénich hodnot F,.(x;) od y; nejmensi.



tedy 4 x (n— 1) nezndmych konstant, splriujici podminky

fixp=yp filkjr)=yjs1, j=1..n-1 (3)
fi&p) = fin (&), j=1.,n-2, 4)
f]{’(xj+1)=f]{;1(xj+1), j=L...,n-2 (5)

fix) =0, f,_;(x,)=0. (6)

Podminky vyse (je jich 4 x (n — 1)) poporade predstavuji ndsledujici omezeni:

(3): chceme, aby graf polynomu f; spojoval body (xj,y;) a(Xj+1,¥j+1), j=1,2,...,n—1,

(4): chceme, aby ,Svy “ byly hezké a polynomy na sebe navazovaly se stejnou derivaci,

(5) chceme, aby ,Svy“ byly jesté hezci a polynomy na sebe navazovaly se stejnou druhou
derivaci,

(6): doposud zminéné pozZadavky by nestacily na jednoznacné urceni nezndamych kon-
stant (vice nezndmych nez rovnic), v této jednoduché ukdzce proto volime poZadavek na
nulovost derivaci na krajich interpolovaného intervalu (kdybychom vykreslovali néjakou
uZivatelem zadanou funkci, pak bychom tyto derivace mohli poloZit rovné derivacim této
funkce na krajich).

Méjme opét tfi body
(x1,y1) =(0,4), (x2,y2)=(1,2), (x3,y3)=(2,1),

Aplikujte na né postup popsany vySe a naleznéte jejich kubickou interpolaci (tj. hleddme dvé
funkce fi(x) = a1+ b1x+¢; +dixa fo(x) =ax+brx+ Cox?+dox3 splnyjici rovnice (3) az (6),
n = 2). Svijj vysledek nakreslete pomoci svého oblibeného pocitacového systému a do feSeni
tento obrazek pfiblizné pfekreslete.

1.3 Linearni kod ?

Linedrni kody (resp. samoopravovaci kody obecné) vyuZivdame dnes a denné pri prenosu nebo
Cteni dat (ani jedno nejsou bezchybné aktivity, jak se miize na prvni pohled zdt).

V této tloze jsem studentlim zakdédoval a odeslal (bohuZel, s chybami) jednoduchou tex-
tovou zpravu obsahujici moudry a velmi pravdivy citdt jednoho z nejvétsich matematikti. K
tomu jsem pouzil ASCII kédovani (viz napt. web). Na decimélni hodnotu kazdého ze znakti
jsem pouzil osm bitt. Napftiklad tedy

'A'— 65— 01000001.

Zpréva tak predstavuje prosté osmice nul a jednicek jdouci za sebou. Tuto posloupnost dale
prfecteme po ctveticich a kazdou ¢tvefici zak6dujeme pomoci nasledujicitho kédovani.
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Pouzijeme linearni (7,4)-kéd K s generujici matici
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To znamen4, Ze piiklad pismene A uvedeny vyse je kddovan do dvou kédovych slov
01000001 — 01001010001111

Nésledné jsou pfi kopirovani do tohoto dokumentu kédové slova drobné poskozena. Dek6-
dujte nésledujici zpravu:

11001010011111011011000100000111011110111001110110001101010110000100100111011
01111100110010010111000001100000100011110100000010010011000101101011000011110
01111010110101101011010000000010011111111000100110100011001010000010001110011
11010000010011010111111111000000101111001110100110010011000101001100100101001
01110110001011011010001001001110011000110001100010011000011110101110010010111
00100000011100011100001100010000011011001000011000110111101100100100111000111
10101100100000011011101101100110010010001001110110011011011000101111110110010
11011010100011010101111111000011000000011010000001111100010100001011000001001
00100110001010011001001100100110100010100001110111101110011011000000100100011
01000011110011110101001101001110011011011100010100111011110010001110111101111
11111000000010011101111010100111011010010010101100010000011110101101000110111
10011010110100010011101100010000011101011000000100010011000110101110110000110
11111000011011011000101111110110001100011001111100100010010110001101010010011
01000100111011110011101111101001000101011000000100111011111100001100011110111
01101100000001001001111001010110001010001001111100001001011011110001001111100
00101110110111011101000100100001000011100001101010111011110111100001100000100
01100010000110001001111010100011110010000001110000101110011110100110000111011
01110100110010111001101101000101011011000111101100010100110111000101000000010
01110110011111011101111100010010011000010100101001000000001001110010000100011
11000000000110000010000100110001011011011000100000111000001100000100111001110
01110001100101011110101010110010011000111011111000100111011101111011000111011
01111111110011111001000111100000100011111001101000110010100000101000110101011
01111100010010011001011010100010111000000111100110110000010001111111010100011
00001100010011011111101100010100100011110110001000010010000000101100100011011
01100100111111010110001110100010011111011001100010000101000011000100001111100
00000010110001111011101101000011011011110100110110111011100010011100111010110
01100011000110011111011011000011110000001011100111010010011001011000000110111
0I1111110011100011100000001100000001111001110111000010011011000000101110000100
01110000011100011000111000110010011000110111111000101101001111001000000110111
00001110111110000011001101110001010001001110011111010110010000001101110001100



01110001100101001011100010000101100010110001100011101111011111011010100010011
11001110111011010011100111100000010011001000100100110001011101001000110011101
01101111011111011001011011011110011010001000101000010000011110101000101111100
00111010110010010001000100110010011010110001010110110010110111000110001011000
00101000001000001001100010110110111011000001110110100111001111000100000111101
01001000110001100101101100100101011011100000100100111011000101010101100010000
01011000110100011000101010110111110001111001100100001010001111000000010110111
10100001110011011111100101110010000001001101110000111011011101001100101111000
01100100101110111110010101100010011000111001101110100110001011100100001110011
10011100110001111100001101111100101010001110011010110111101100111100110001110
01101000100100111001110011100110010111101101100101100000001110000010010000110
01000000111110010011101110111100011010001101011110011100010011100101000001000
00100111001101011110101000010010100000001001000110001010011111001000111110011
01011100111110011011000101000010000001110001110000110111111101101111100001010
01110111100100011001001001110011110000001001110110010111011001001010000110110
0100000111110000010010100011101111110101100110000

1.4 Vlastni vektory a vlastni ¢isla

Ukdzky pouZziti vlastnich vektorii a vlastnich cisel by vydaly na vetsi priklady (viz studijni text).
Zde se proto soustredime na jednoduché geometrické transformace v roviné (tj. operdtory na
R?) a prozkoumdme jejich vlastni &isla a vlastni vektory.

Naleznéte vlastni &isla a vlastni vektory nasledujicich linedrnich operatorti na R?:

a) Projektor A na podprostor Q = ((1,2)): bud & = (x1,%) = ((1,2),(-2,1)) bédze R?, je-li
Xo = (a1, az) pak Ax:= ajx;.

b) Rotace okolo pocétku proti sméru hodinovych ruticek o thel 7: tj. operdtor B, ktery na

X o .y .
vektoru x = (xl) € R? ptisobi predpisem
2

Bx:=

\S)

V2o
j— )x.
2

¢) Zrcadleni C vitti pfimce P = ((1,—1)): bud & = (y1,2) = ((1,-1), (1,1)) baze R?, je-li xz =
(a1, @2) pak (Cx)a := (a1, —2).

Nl&lml&

d) Skdlovédni D, parametrem y ve sméru vektoru (2,1): bud Z = (z1,22) = ((2,1),(1,-2))
baze R?, je-li xz = (a1, a2) pak (DyX)g := (yai, az).
Pokuste se vysledky (vlastni ¢isla a vlastni vektory) interpretovat ve vztahu k danému ope-

rdtoru. Co ndm vlastni ¢isla a vlastni vektory v téchto konkrétnich pfikladech o ptivodnich

operatorech fikaji?
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